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Prefaci

Dins Iassignatura de Caleul Infinitesimal de primer curs de les carreres d’enginyeria técnica
s’acosturna a proporcionar algunes idees sobre métodes numeérics elemenials de resolucié de certs
problemes també elementals. El fet de que els textos (vegeu la bibliografia) existents al mercat
abastin molts més temes (i amb molta més profunditat) del que es requcreix a aquest nivell ens
ha portat a editar aquestes notes, que espererrh que alleugerin la tasca tant dels professors comn
dels estudiants a {’hora de d’exposar a la pigarra i prendre apunts, respectivament.

L'objectiu de qualsevol métode numeric és, d’una banda, formular un algorisme eficient
per resoldre de forma aproximada el problema que es té entre mans i, per altra, propercionar
una acotacié de I’error comés emprant aquest algorisme. Nosaltres, en aquests breus apunts,
tant sols hem intentat explicar les idees essencials de diversos métodes nuimeérics, i mostrar com
funcionen a la practica. El lector interessat en la justificacié de moltes de les afirmacions que fem
és convidat a consultar la bibliografia, especialment [1]. D’altra banda, si algi vol implementar
els algorismes exposats en un llenguatge de programacié d’alt nivell, sera convenient que examini
[4]. En general, la bibliografia citada esti a ’'abast de tothom que hagi seguit un primer
quadrimestre de caleu! d'una variable,

Els apunts estan organitzats de la segiient manera. A la pritnera seccid tractem la gilestid
de la interpolacié dels valors d’una funcié a partir d’alguns punts coneguts, centrant-nos en
la interpolacié polinomica. La segona seccid s’ocupa del chlcul dels zeros d'una funcid d’una
variable, presentant els métodes de la biseccid, de la regula falsi , de la secant 1 de Newton.
La seccid tres descriu els métodes elementals d'integracié numeérica, en concret les formules
dels trapezis i de Simpson, 1 es veu també com accelerar la convergéncia amb la integracid de
Romberg. Finalment, la seccié quatre presenta diversos exemples resolts amb un cert detall.

Métodes numerics per a altres tipus de problemes, de calcul de diverses variables, d’algebra
lineal, d’equacions diferencials, d’analisi de senyals o d’inferéncia estadistica, entre molts altres,
paden trobar-se a la bibliografia, aixi com tractaments amb més profunditat del ternes aqui
tractats.

Esperem corregir en futures edicions els molts errors d’aquesta, que sens dubte els lectors

ens faran saber.

Els autors,

Vilanova, febrer de 1993.
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1 Interpolacié de funcions

De vegades en el camp de la investigacié experimental es disposa d'un seguit d’observacions i
ens interessa trobar algun resultat més en condicions no experimentals. Suposern doncs que co-

neixemn un nombre finit de paretles {(z;, 4 )} 1 que necessitem conéixer per un valor deterrminat

de la variable z el resultat corresponent de I’altra variable y.

Si pensem que les parelles de valors reals donades sén punts del pla que formen part de
la grafica d’una funcié f de la que nomeés coneixem els n + 1 valors donats f(z)) = g (amb
k=0,1,..nion x¢ # z; st k # j) ens proposem conéixer aproximadament la funcié f per
poder calcular nous punts de la grafica. No cal dir que la funcié a obtenir no sera la desconeguda
f sind tan sols una funcié p, aproximacié de la mateixa (vegeu la figura (1)).

Un altre problema que en ocasions es planteja és el consistent en substituir una funcié f
coneguda, perd complicada, per una funcié més senzilla que en sigui una aproximacié, i una
forma d’aconseguir-ho pot consistir en buscar una funcié p que tingui en comi amb aquella
n + 1 punts.

El tractament matematic d’ambdds problemes, quan tenim la taula de punts o quan tenim
una funcié molt complicada, serd a partir d’ara el mateix.

Les possibles funcions p d’interpolacid es poden obtenir seguint diferents procediments, i
I’eleccié d’aquests sol dependre de la funcid, si la coneixem, o del comportament que es preveu
per la funcié f observant la llista de punts amb que es compta. La funcié p buscada pot ser de
tipus polindmic, racional, trigonometric, etc. Per exemple si la funcié f presenta periodicitats
convindra usar una p a base de funcions trigonometriques, si la funcié f creiem que pot presentar
asimptotes s convenient buscar una p a partir de funcions racionals i si el comportament de
J es proper a un polinomi intentarem una p a escollir entre els polinomis. En aquests apunts

nomes tractarem aquest darrer tipus d'interpolacid.

1.1 Interpolacié polindmica

Donada una taula amb r + 1 punts (zi, ) amb k£ = 0,1,...,n, zx # w si k # j existeix un

inic polinomi d’interpolacié p de grau n tal que
pleey=w k=012,..n

Observem que per determinar un polinomi de grau n, p(z) = a 2" +a,_;2" '+ +a;z+ay
cal conéixer n+ 1 coeficients reals a,,a,-1, ...a1,ag i que per fer-ho disposern del valor de p(z)

en els n + 1 punts donats (z¢, ye ). Per tant tindrem n + 1 incognites i n + 1 equacions.
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Figura 1: Interpolacié polindmica duns punts donats



Estudiarem a continuacié I'existéncia, la unicitat i 'error produit en considerar el polinomi
p(z).

1.2 Existéncia i unicitat

Considerem el polinomi p(z) de grau n que passi pels n + 1 punts de coordenades (z¢,y:),

- - - r . - - .
£=0,1,...,n. Obtenim un sistema lineal de n + 1 equacions amb n + 1 ncognites:

n n—1 -

AnTy t 8no1Tg  + -t ametag = W

-1

anIl +an_ 127 + @z +ay = oy
n n~1 —

nl, +ﬂn_1In +""+G]_:Cn+an = Un

Per estudiar la seva compatibilitat cal considerar el determinant de la matriu del sisterna:

237l oz 1

A T
=[G - =)
k>

n n—1

N zp T S|

Com sabem que z¢ # z; per k£ # j, evidentment aquest determinant és diferent de zero, |
per tant el sistema plantejat és compatible i determinat, i en conseqiiéncia, existeix una tnica

solucid dels coeficients a,,,an—1, ...a1,ap del polinomi interpolador.

1.3 Error d’interpolacié

Per avaluar l'error que es comet en utilitzar el polinomi d'interpolacié p d’ordre n en lloc de

la funcié f més complicada, donarem wna expressié que és valida per funcions derivables fins a
ordre n + 1.

Sigut Ia funci6 f clase C*+!. Aleshores per a qualsevol z, existeix un valor €(z) que pertany

al més petit dels intervals que contenen als punts g, 21,...,z, | z, que satisfi:

Error = f(z) ~ p(z) = Lon®(z - 20)(z — 21) -+ (2 ~ 2n)

Demostracid

Si z es igual a algun del z; per k = 0,1,...n, llavors per la definicié del propi polinomi
d'interpolacié f(zr) = p(xx), i Verror f(z:) — p(zx) és nul.

Si z és diferent de qualsevol dels z;, per £ = 0,1,...n, llavors considerem la funcio:

9(z) = f(2) ~ p(2) - a(z)(z = zo)(2 ~ 21) --- (z — zn)

on a(z) és tal que g(z) = 0.



Per la definicid la funcié ¢ s’anulla en n + 2 punts, que son: z iels z; per k = 0,1,..n
Aplicant n + 1 vegades el teorema de Rolle a aquesta funcié es dedueix que existeix un £(z}
en el que la derivada n + 1 de ¢ és nulla g("‘“)(E(z)) = 0. Dertvant n + 1 vegades la funcié g
considerada tenim

FHE(R)) - 0 = alz)(n + 1) = 0,

frHD (=)
(m+1)! 7
valor que substituint en la definicié de fa funcié g, 1 aillant ens permet deduir la expressis de

i, finalment,

a(z) =

'error donada.0

Observacions

Cal destacar que si la r estd dins de Iinterval determinat pel minim i el maxim de
g, £1, .2, error és petit, i en canvi, si la z esta fora, error pot ser moit gran. També
es pot observar que com més punts tinguem, el valor de (n + 1)! sera més gran i per tant aixo

fara disminuir ’error.

1.4 Obtencié del polinomi interpolador

El procés descrit en provar Pexisténcia de p(z) és possible perd molt laborids quan n no és
un nimero petit. En conseqiiéncia convé utilitzar altres métodes més comodes per obtenir el

mateix polinomi interpolador, ja que com hem vist abans és tnic.

1.41 Maétode de Lagrange

Construirem primer uns polinomis anomenats polinornis de Lagrange [;(z} i a partir d’ells el

polinomi interpolador p(z). Siguin:

(z =20} (=i i)(z — mig1). {2 — x,)
(2i — z0)- (% — xim)(zi ~ zig1)- (20 = 20)
H;:lj;h'(z - z;)

T

j=1j¢i(zi - ;)

(z) =

i=01,...,n.

Evidentmnent el grau d’aquests polinomis l;(z) és n, i verifiquen:

1 sik=1

I,‘Ik =
(=) 0 sikgi

Llavors definim el polinomi interpolador p(z) per I'expressié segiient, anomenada férmula
d'interpolacié de Lagrange:

plz) =) k()
i=0



que evidentment verifica les condicions exigides p(zg) = y per k = 0,1, ...n.

Observacions

Aquest métode no és particularment eficient si es programa directament degut al gran
nombre de calculs que és necessari fer, sobre tot si el grau del polinomi és alt. A més no déna
cap estimacid de l'error comés, acotant f(z)— p(x). De tota manera pot ser \itil en els casos en
que s’hagin d’interpolar diverses funcions canegudes per els mateixos valors de les abcises Tk,
k=01,.n.

Cal esmentar perd que si afegim un punt més (2,41, ¥n41), al conjunt de punts de partida,
per poder fer la interpolacié de Lagrange i trobar un polinomi de grau n+1, hauriem de comengar
de nou sense poder aprofitar els calculs realitzats, el que representa un fort inconvenient a tenir
en compte.

EXEMPLE D’APLICACIO. Sigui la fupcid donada per la taula:

z {0
y

Es demana calcular el valor corresponent a x = 1 interpolant polindmicament mitjangant el
métode de Lagrange.

En la notacié utilitzada estem en el cas n = 2 i volem calcular, usant el polinomi de segon
grau, ¢l valor p(1), sabent que aquest polinomi compleix p{z) = yi. Tenim dones que per i=0,
zg = 0, yo = 1 i definim ly(z) = %—;‘_%g%g}. peri=l favorsz; =2, yy =3 i [i(z) = %:—g%ﬁ){
i finalment per i=2, 23 = 3, yo = 2 de forma analoga definim I5(z) = (%—:—:%%E—%.

Aquests polinomis avaluats en el punt £ = 1 donen respectivament Ig(1) = 1/3, I,(1) = L i

(1) = —1/3. Substituint en la definicié del polinomi interpolador tenim:

p(1) =} mbi(1) = Up(1) + 30y (1) + 2a(1) = 8/3

i=0
Tal com s’ha fet a |'exemple, no es calcula explicitament el polinomi interpolador p(z). siné que els

calculs es realitzen substituint-la pel valor que volem avaiuar, en aquest cas £ = 1, | només s'obté

p(1).

1.4.2 Métode de Neville

Aquest procediment, més utilitzat que el de Lagrange, presenta |'avantatge que permet apro-
fitar els calculs fets per determinar el polinomi interpolador de grau n per poder trobar el de
grau n + 1 en alegir un punt més a la taula inicial. El métode de Neville permet obtenir un
polinomi interpolador construint una successié de polinomis de graus creixents que interpolen

respectivament conjunts d’abscises més nombrosos.



Sigui Fy el valor en el punt z de I"inic polinomi de grau 0 que passa pel punt (z, ¥o). Només

cal assignar el polinomi constant P, = Yo.

.P[, Pz, .-.Pn.

De forma analoga definim els palinomis constants

Sigui ara Py, el valor en el punt z de P'inic polinomi de grau 1 que passa pels punts (zq, yp)

1{z1,y1) serd:

Pﬂl = g +..y..1_.__yn(x — xo)
Ty~ ZTp

on recordant que Py =y 1 P, = 1, i reordenant obtenim I’expressié equivalent:

p. = Pz —z) + (20 —2)Py
01 =

Zy— I
que evidentment satisfa Poi(zo) = yo 1 Pnlzi) = w.
Pz, Pa3, Pag,...Pay .

De manera aniloga es defineixen

Llavors serd Py el valor cn el punt ¢ de 'dnic polinomi de grau 2 que passa pels punts

(330»90), (xllyl) i (I21 y2)1 segons;

- Pgl(:t - .’1!2) -+ (1‘0 - I:)Plg
¥y — Iy

Pﬂl?

1 que compleix que Poi2(£o) = Poi(2o) = yo, Poia(z)) = m”"’;gf(z’:"")y‘ =y 1 Pora(zy) =
Piy(x2) = 1o

El mateix es reprodueix per polinomis d’ordre superior. Per exemple, Pajss indica el valor
en z de l'inic polinomi de grau 3 que passa pels punts (3, y3), (24, %), (s, ¥s) i (zs, ys).

Seguint el procés acabariem amb el polinomi Poiosa ot n que passa pels n + 1 punts
donats, es a dir Po1za4..n-1 n(Z0) = Yo, Por234. n-12(21) = %1, s Porzsa. ni olZn) = 4o, y
és el polinomi que voliem calcular.

L’avantatge del metode de Neville és que per poder trobar aquests valors polindémics en z,
es fa mitjancant la construccié d’un triangle que esta format per aquests P's. Es cormenga
escribint a I’esquerra una columna amb tots els n + 1 valors Py, Py,...P,. A partir d’aquests
trobarem la segona columna formada pels n valors dels Py, Py, Pa3,...Pac 1 n que s’obtindran
a partir de dos de la primera columna. El P; ¢y s'obté del P; i el Py, segons la formula

expossada abans:
Fi(2 —xiq) + (2 - 2) P

Iy —Tiyl

Fiip =
com si dos “pares” obtinguessin un “fill”. Seguidament a partir d’aquesta segona columna

s'obté una tercera columna amb els Poys, Piaa, ..., Paoz n=1 » usant férmules del tipus:

Fiipi(z = 2i40) + (2i — 2)Piyy iy
I, — Ti42

Pi i+l i42 =

repetint-se Pesquemna de “dos pares un fill”, i aixi successivament.



En general, els “pares” de P, ;41 ;1m s6n Figiig2. iem | Piigy1 t4m—1, 1 o5 verifica:

p L Piin imo1 (2 = zigm) (i - 2)Pig 42 14m
i+l didm =

1

i — ZTitm
on observem que els dos “pares” ja coincideixen en les abscises Bigls oo Lidm—i-

Seguint amb aquest procediment finalment s'obté a la dreta del tot [iltim “descendent”

que és el valor buscat. o

Per exemple per n=4 es té 'esquema segiient:

w="F
N
Py,
Ve N
h="n Popz
N 7 N
Pz Poi23
7 N 7 N\
Y2=F; Pin Po1234
N / N 7
Py Pioay
/7 N Ve
ys=F3 Payy
. e
Paq
Ve
Ya= Py

on Poizaa €s la solucié segons el métode de Neville.

Obser vacions,

Per controlar la finor del métode cal vigilar les petites diferéncies entre els “pares” i els “fills”.
En general, el maxim de les diferéncies dels iiltims valors amb cadascun del seus “pares” ens
dona una idea sobre la fiabilitat del valor obtingut. Com més petites siguin aquestes diferéncies
més flable sera el valor aconseguit.

EXEMPLE D’APLICACIO. Sigui la funcié donada per la taula:

x| 0} 2



Es demana calcular el valor corresponent a r = 1 interpolant polindmicament mitjancant ef

métode de Neville,

En la notacié utiitzada estem en el cas n = 2 I'esquema correspanent seria el segient:

W=~
N
Y
e N
n=r Fyia
N\ e
Py
e
ya= Py

on el Py); ens donaria ¢l valor del polinomi d'interpolacid per £ = 1.
Tenim aix: peri=0,z0 =0 w=1= Py, peri=1 z =2y =3=P,iperi=23,

z2 =3, y2 = 2 = Pp. Llavors els termes de |3 segona columna s’obtenen:

P = Polz —21) + (o ~2)Py _ Lz —2)+(0—z)3
0= Ty — 1 B 0—-2

_ Pi(x = z9) + (z; - 2) Py -3+ (2-x)2

Prz Zy— 2o 2-3

que, considerats per £ = 1, donen els valors de Py, = 2 i Pyi3 = 4. Els resultats, introduits en

P = Por{z —za} + (20— 2)Pia _ 2z —3) + (0 —z)4
e o — Ty B 0-3 '

ens permeten calcular, per z = 1, el valor final de Py, = 8/3.
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2 Zeros de funcions

El nostre objectiu és resoldre equacions reals d’una variable real, que sempre es poden escriure

en la forma
@) =0,
Per tant, el problema es redueix a trobar elg zeros d’una funcié real de variable real f(z).
L’eina fonamental sera el teorema de Bolzano:
Si f(x) és continua en Pinterval tancat [a,b], i es verifica f{a)f(b) < 0, Havors existeix
£ € (a,b) tal que f(£) = 0.

Els métodes que utilitzarem poden classificar-se en dos grups:
1. Métodes que no utilitzen la derivada:

{a) biseccid,
(b) regula falsi,

{c) secant.
2. Métodes que utilitzen la derivada. Estudiarem el métode de Newton.

Val a dir que, a la practica, els algorismes més potents utilitzen una combinacio dels métodes
anteriors, depenent de la disposicié de f(z) a collaborar. Existeixen també métodes especials
pel cas que f(x) sigui un polinomi, ja que la possibilitat d’arrels moltiples, a més d’enganyar al
teorema de Bolzano quan la multiplicitat és parelia, presenta dificultats per a tots els meétodes
esmentats, especialment per als métodes de la secant i de Newton, degut a que la derivada és
petita al voltant de l'arrel que es busca.

El primer pas per a qualsevol dels métodes (no estrictament necessari per als métodes de
Newton i la secant perd si convenient), consisteix en trobar interval dins el qual estem segurs
que hi ha almenys un zero. Per aplicar el teorema de Bolzano, és necessari que la funcié sigui
continua en aquest interval tancat. Fet aixdo hom pot passar a utilitzar els métodes que tot

seguit descriurem.

2.1 Meétode de la biseccid

El métode de la biseccid és un que no pot fallar. La idea és senzilla. Sabem que en un interval
[£1, 23] hi ha un zero perqué la funcié continua f(x) hi canvia de signe. Avaluem la funcié
en el punt 23 = (z), + z4)/2, el centre de 'interval. Utilitzem llavors z3 per substituir z; si
f{21) i f(z3) tenen el mateix signe i seguim llavors amb [z3, 0], o per substituir 3 si f(zy)

i f(x3) tenen el mateix signe i continuem en aquest cas amb [a,c]. Després d’una d’aquestes

i1



iteracions, 'interval que conté 1’arrel ha disminuit la seva longitud per un factor 2. $i després

d’n iteracions l'arrel esta dins un interval de tamany ¢,, després de la seguent iteracid estard
dins un interval de longitud

€npl = Eﬂ/Q.

Per tant, si ¢g = 2 — z} és el tamany de I'interval inicial i volem arribar a condixer I’'arzel amb

N ’ - I .
un error €, haura de ser € = ¢3/2", és a dir, necessitarem efectuar

n = logy(ea/e)

biseccions. Per construccis, és evident que aixé no pot fallar. Si un interval conté una, arrel, la
biseccié la trobara. Sien conté un nombre senar, el métode en trobara una d’elles.

Quan un métode convergeix com un factor més petit que 1 multiplicat per Ierror del pas
anterior elevat a la primera poténcia, com en el cas de la biseccid, on el factor és } /2, horn diu

que la convergencia és lineal. Métodes que convergeixen amb una poténcia superior
€n+t = constant x (e,)™, m> 1

s’anomenen superlineals. Convergéncia lineal vol dir que xifres significatives successives es
guanyen linealment amb P'esforg de calcul.

Donat que els ordinadors utilitzen un nombre fixat , o potser variable per soft, perd en
qualsevol cas finit, de digits binaris per a representar un nombre real, pot donar-se el cas qute,
mentre que la nostra funcié s’anuli per a un cert valor, no ho faci per cap dels reals que
la maquina pot representar. Per tant hom ha de decidir fins quina precisio vol arribar. Per
exemple, un error de 107 és assolible si 'arrel esta al voltant de z = 1, perd no té sentit
intentar aconseguir-lo si I’arrel és a la vora de = = 10%6. Un criteri practic pot ser demanar un
error final de L'ordre de

G(Il +I2)/2

on « ¢s la precisio de 'ordinador (el menor nombre real positiu tal que 1 + o és encara diferent

de 1).

2.2 Metodes de la regula falsi 1 de la secant

Per a funcions que sén prou suaus vora Parrel, els métodes de la requla falsi (posici6 falsa) i de
la secant convergeixen generalment més depressa que la biseccid, ja que utilitzen més informacié
sobre la funcié. En els dos métodes se suposa que la funcio és aproximadament lineal a la regio
d’interes, i la segitent millora de I’arrel s’agafa en el punt on la recta talla I'eix. Després de

cada iteracid un dels punts anteriors s’abandona en favor de la nova aproximacio.
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L’inica diferéncia entre els dos métodes esta precissament en quin dels punts és abandonat.
Mentre que la regula falsi es queda amb Pextrem de I’interval anterior on la funcid té signe
canviat respecte a la nova aproximacid, de tal manera que els dos punts continuen tancant una
arrel, tal com passava amb la biseccid, el métode de la secant es queda amb la més recent de les
aproximacions anteriors (aixo requereix una decisié arbitraria en el primer pas), independent-
ment de si el nou interval conté o no el zerp. que busquem. Quan les coses van bé, el métode,
si en un determinat moment ha escollit I'interval “dolent”, torna a posar-se dins d’un de bo al
cap d'una estona.

Matematicament, el métode de la secant convergeix més rapidament a la vora d'una arrel

d’una funcié prou ben comportada. Hom pot demostrar que

klim €41 = constant x (eg) 18
—0Q

de manera que la convergéncia és superlineal. El métode de la secant té, com hem dit, perd, la
desventatja de que els intervals poden deixar de contenir Parrel. Per funcions que no co-operin,
'algorisme pot per tant no convergir.

El métode de la requla falsi, com que sovint manté un valor antic, té un ordre de convergéncia
menor. Com que el valor més recent és a vegades l'escollit, sovint el métode és superlineal.

La figura (2) mostra les primeres iteracions d'una regula falsi , mentre que 'actuacié del

metode de la secant, amb la mateixa funcio i punts inicials, es pot veure a (3).

Figura 2: Algunes iteracions d’una regula falst
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Figura 3: La secant en accio

Analiticament, donats z; i 23, hom t€ que V’equacié de la recta que passa per (21, f(z1)),
(22, f(xZ)) és
f(z2) — f(z1)

o (z~z1)

Si anomenem 3 el punt on aquesta recta talla I’eix de les X, sera

y=f(z1)+

0= (o) + L0,

d'on
Iy — I
f(z2) — f(z1)
Amb el meétode de la secant, ens quedariem amb 25 i 23, mentre que amb la regula fulsi agafariem
1l zas f{za)f(z3) > 0,1 z3iz2sl f(x1)f(xe) > 0.

Un exemple on el métode de la secant fracassa, degut a una mala eleccio dels punts inicials,

3 =21~ f(Z1)

¢és el mostrat a la fizura (4). En canvi la regula falsi no hi tindria cap problema, tal com es veu
a Ja figura (5). Finalment, la figura (6) mostra una situaci on la regula falsi convergeix (com
sempre), perd ho fa molt lentament, mentre que la biseccid s’acostania rapidament a Varrel.
Una estratégia combinada prou efectiva en qualsevol cas seria utilitzar la regula falsi i la
biseccid per acostar-se a l'arrel, intercalant passos amb la biseccié quan la regula falsi no s’acosti
prou depressa, i quan fossim prou a la vora de l’arrel, sense tenir extrems relatius pel mig, emprar
el métode de la secant per a millorar rapidament el valor. Tot aixd, es clar, sempre que no

vulguem o no pugeem utilitzar la derivada.
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Figura 4: La secant treballant malament

2.3 Meétode de Newton

Aquest métode es coneix també a vegades amb el nom de métode de Newton-Raphson i, tal com
hem dit, es distingeix dels anteriors pel fet que necessita el coneixement de la funcié derivada
f'(z) a més de f(z). L’algorisme consisteix en extrapolar la funcio per la seva recta tangent
en un punt inicial, i agafar com aproximaci6 segitent ¢l punt on la recta tangent talla 'eix. A
diferéncia també dels métodes anteriors, sols ens cal un punt per comengar ’algorisme.

Analiticament, el métode es fonamenta en el desenvolupament de Taylor d’una funcié al

voltant d’un punt. Anant fing a primer ordre, tenim

f(z2) = f(z1) + f(z1)(z2 — 1) + f"‘f) (z2—21)?

amb £ entre £, i 1. Per a valors de 7 — x| prou petits i per funcions prou suaus, el reste de

Lagrange d'ordre 1

Ry(zq) = ! !g(ﬁ)(%'z - z,)?

pot ser menyspreat i per tant f{z2) = 0 implica

0= f(z1) + f'(21 (22 ~ 2y),

és a dir,
- f(z1)
f(=1)

Iy =

15
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Figura 5; La regula falsi on la secant falla

1, en general,
flxi)
Tiy) =% — ——
' {'(=i)
Graficament la situacié és la mostrada a la figura (7).
51 la diferéncia entre z; i I'arrel exacta 8 és ¢;, de manera que ¢; = z; ~ 3, tindrem, restant
7 dels dos membres de 1’anterior equacid,

f(=)
fr(zs)

€ig1 = & —
Com que f(#) = 0, tenim

fw) = 7@+ B2 4 o)

on la notacié O(e3) vol dir termes que van com a minim com potencies de «; al cub, i que seran

per tant molt petits si ¢; és petit. De la mateixa manera tenim
fz:i) = £1(8) + f'(B)ei + O(e?)

Si posem tot aixd a l'expressié que ens déna l'error de dues iteracions successives, ens queda

_ FB)e £ 1/2f"()ei® + O(e})
F1(8) + f"(B)ei + O(e2)

Si a la fraccié dividim per f/(8) i escrivim x = f'(B)/f'(B), ens quedara

¢+ 1/2x¢;* + O(&))
1+ ke + O(e?)

Ei41 T &

Ci4pl = & —

16
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Figura 6: Un problema per biseccionar

Ara expandim el denominador d’acord amb el desenvolupament

i
14z

=1-z+0(z%)
Ens resulta aixi
€ip1 = €6 — (& + 1/2k€ + O(e])) (1 = ke + O(ed))

Multiplicant 1 agafant fins a termes quadratics en ¢ ens resnlta
— £ ) 2 2 3
€ipl =€ — (6 — ke;* + 1/2k6:° + O(c)))

I ara és quan es manifesta la gracia del métode de Newton: el terme lineal en ¢; desapareix i
resulta finalment

oo afB)

Eitl = € Qf,(ﬂ)

Per tant el métode de Newton convergeix quadrdticament, i.e., si en un morent V’error és 102

+ O(e})

serd 10~° al pas segiient. S’ha d’anar perd amb compte. Tal com passava amb el métode de la
secant, res ens garanteix que ens mantinguem vora un zero. En particular, si ens posem en una
zona de derivada quasi zero, o que té un pendent “equivocat”, el métode pot enviar la segiient
aproximacio molt lluny del zero, amb molt poques possibilitats de recuperacid. Un exemple
d’aixo es veu a la figura (8).

Naturalment, enxampar un extrem relatiu suposa la defunci6 immediata de 'algorisme. Una

altra patologia gue pot presentar-se és quan hom entra en un cicle no convergent, tal com esveun

17
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Figura 7: El métode de Newton

a la figura (9). L’error d’arrodoniment feria que aquest cicle fos inestable, perd, encara que
finalment entrés en una zona convergent, ens hauria fet perdre for¢a temps.

Resumint, el métode de Newton, igual que el de la secant, no és convenient en les primeres
etapes de la recerca d'una arrel, perd una vegada som a fa vora, la seva convergéncia quadratica

fa que sigui el métode ideal per enllestir la feina aviat.
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Figura 8: El métcde de Newton agafant la direccid equivocada

z, // zy

Figura 9: El metode de Newton donant voltes
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3 Integracié numeérica

Amb fregiiéncia és necessari obtenir una integral definida d’una funcié que no tingul primitiva
expressable mitjangant un nombre finit de funcions elementals, o que encara que la tingui resolti
molt dificil de determinar. Arran d’aixé no sera possible aplicar la regla de Barrow per avaluar
la integral. En aquestes ocasions es solen -sar unes técniques d’aproximacio numerica, les
formules de Newton-Cotes, algunes de les ql;als seguidament exposarem.

Una formula d’integracié numérica que utilitza el valor de la funcié en els dos extrems f(a)
1 f{b) s’anomena férmula tancada. Perd, de vegades, pot ser que ens convingui integrar una
funcié el valor de la qual en un del extrems, o en els dos, o bé és dificil o bé no es pot calcular,
com per exemple succeeix quan ens cal fer algunes integrals impropies. Voldrem llavors una
férmula oberta que calculi la integral usant sols els valors de la funcié en els punts interiors de

l'interval.

3.1 Férmules de Newton-Cotes tancades

Sigui f una funcid coneguda a n+1 punts, els g, 2, ...x,, separats tots entre si per una mateixa
. " 8 .

distancia k. Ens proposem calcular numéricament el valor de [, f(z)dz coneixent els valors que

pren en els punts @ = 29 < 21 < 23 < ... € 7, = b, Les férmules d’integracié on les abscisses

z; estan distribuides uniformement reben el nom de formules de Newton-Cotes,

3.1.1 Regla del trapezi

La formula més senzilla que podem considerar per caleular una integral definida sera aquella

que utilitzi només dos punts, els dos extrems ¢ = Toib==z),0nzy =25+ h,iens proposem

/ f(2)dz

Comengarem per desenvolupar la funcié f segons Taylor al voltant del punt zg, fins a ordre

obtenir:

1, aixi doncs:
f(&) = f(zo0) + f(zo)(z ~ mv) + Oz — x)?

Substituint aquest en la integral inicial i integrant es té:

1 zy — )t
[ @)z = feoe — 2oy + ) B2 4 o,y

on només necessitern substituir f/(z,) per obtenir el resultat final. Per calcular f'(20), aplicarem

el desenvolupament anterior per z;,
Hz1) = f(zo) + f'{zo)(z1 — z) + Oz — z¢)°
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d’on aillant, tenim: _
z1) — f(=
f’(rﬂ): f( 1) f( 0) +O(I]_ _1.0)2
Ty — g
Llavors, substituint-I'ho en la idltima expressid de la integral, aixi com introduint h = 2, — 2o

s'obté:

[ raye = 5@ + @)
0, equivalentment, )

b -
[ fara = 22 @) + 1@

Aixd s’anomena regla del trapezi, ja que geométricament (vegeu la figura (10)} correspon a
aproximar la funcié f per la recta que uneix els dos punts extrems (a, f{a)) = (zo, f(zo)) 1
(b, £(8)) = (=4, f(z1)). Només cal recordar que segons la férmula de I'area del trapezi, semisuma

de les dues bases f(zo) i f(z,) per l'algada h, aquesta irea A és:

f(=zo) + f(=z1)
2

A= h

_.--"'P|

X|=b

Figura 10: La regla del trapezi

3.1.2 Regla de Simpson

Podem refinar I’aproximacid si considerem un punt més, aixo és, un total de tres punts, els dos

extrems 1 el punt intermig, a = zq,2y,2z2 = b, on z; = zg + h i z; = z; + h. Per calcular
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Lo B
f”ﬂ f(z)dz considerem, com abans, el desenvolupament segons Taylor, per la funcié f a ’entorn

del punt mig z; = 2 fins a ordre 2.

(2= Fe) + e - 20 + T 2 4 0 — a0

aproximacié que substituida en I'expressio que volem calcular, i integrant déna:
I2 1
f Fz)dz = 2f (2)h + Sh " (2:) + O(R?)
Iy

on hem introduit A = z; — 2y = x5 — z;. Ara només ens cal obtenir f"(z)) a partir del
desenvolupament usat amb anterioritat, per f(z,), F(x2) 1 sumant, s’ailla:

f(zo) = 2f(z31) + f(z2)
h

(=) = + O(h?)

valor que portem a la dltima integral:

[ #e)in = 3 5a0) 445020 + fe)

o el que és el mateix:

b b—a a+b
[ ftepte = 2220wy + (S + 1)
expressio que es coneix com la formula de Simpson, i és la més popular de les regles d’integracié
numerica. Correspon geométricament (figura (11)) a aproximar la funcié per una parabola que
passa pels punts (a, f(a)) = (zo, f(zd)), (222, F(442)) = (=1, f(21)) 1 (b, F(B)) = (2, Flz)).
Per comprovar-ho només cal integrar I’equacio general d’una parabola p(z) = Az? + Br + C

entre els extrems que estem considerant.

/a ’ pz)d

i

b
[ (Az? + Bz + C)dx = %(63 - a%) + g(b2 —a?) 4 C(b - a)
b—a

= — (2A(8* + ab + a?) + 3B(b + a) 4 6C)

= L2 00(0) + 40 4 p08)

3.1.3 Regles amb un nombre superior de punts

De manera analoga es poden construir formules d’integracié que incorporin un nombre superior

de punts. Per a quatre punts, hi ha la regla 3/8 de Simpson:

/ " fle)de = 3—8’3( F(z0) +3f(21) + 3 (x2) + f(z3)) + O(A°)



Figura 11: La regla de Simpson

i per a cinc punts, hi ha la regla de Bode:

/ flz (Tf(mo) + 39f(21) + 121 (27) + 32f(zs) + T(x4)} + O(KT)

i a partir d’aquest moment les formules deixen de tenir nom propi. En general s’anomenen
totes elles com férmules tancades de Newton-Cotes. Aquestes férmules sén apropiades per a ser
utilitzades sobre intervals d’integracié petits, i per tant cal plantejar-se la utilitzacié segmentada

i reiterada de les mateixes.

3.1.4 Regla del trapezi estesa

Suposem que volem utilitzar la regla del trapezi obtinguda abans n vegades per realitzar la in-

tegraci6 en els intervals [zg, z1),[z1, 22), [£2, 23], .- [Bn-1, Zn]. Afegint les diferents contribucions
que s’obtindrien pl aplicar-la én cada subinterval i simplificant aconseguim la regla de! trapezi

estesa:
f" Fle)z = 2(F(z0) + 2f(e1) + 2 (@) + -+ 2ften_r) + Flza) + (Y

on h= %ﬂ Aquesia formula es pot expressar també de forma equivalent com:

T

T, = ] fapz = L2 LD 5 s

2 £
=1
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Xg Xe X3 Xy

Figura 12: La regla del trapezi estesa

Es evident que s’obtindran aproximacions més bones en augmentar el nombre de punts de la
partici6 considerada, tal com es veu a la figura (12},

Abans de presentar l'extensié de la férmula de Simpson donem un exemple, que tamhé
repetirem després en aquell cas, i ens servird per comparar els dos métodes,

EXEMPLE D’APLICACIG. Calculeu la integral fut sinzdz per n = 4,8 i 16, comparant final-
ment amb el resultat prou conegut de [ sinzdz = 2.

La particié de l'interval [0,7], en el cas n = 4 queda com: z, = 0,2, =
ar

&g = Per tant:

in 0 + si . i
= +smw+smzr—+smz+sin§£):1,896

Ta= g +sing 2 i

L}

_ _ Cr o w3 3 _ B
Per n = 8 la particié é: z9 = 0,2y = §,23 = §,z3 = Sra=%a = ¥z = _3;_»117:

13-’—'—,::3 = m. Per tant:

sinQ+sinT ) . .
Ty = %(_§S_’+51ng+31n£ +smig£ +sm%+

+sin5—1r + sin §1+Sin7_1r) = 1.974

8 4 3
Finalment, repetim el mateix procés per n = 16. Tenim la particié segiient: zg = 0,2, = =22 =
%,:3 = ?—;,z.; = %,1‘5 = %%,175 = 3?',377 = %,Is = %J»s = ?—E,Ew = 5?*,9311 = l—llér',mn =
3 zys = B oy = I 2y5 = BB, 216 = 7 i la integral s'obté aixi
7 sinl+siny . # . 7 _3m | «x
Tis = -1—6 —2—+slnﬁ+31n§+51nfé+51nz
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+ si 51r+' 3T 'nT—W+sin£+sing—w+sin§-£+i Ilﬂ‘+, 3
sm16 sm8 + si T 3 T 5 T sin T sm4+
.13 .7 . 15
+sin l—; -+ sin _SE + sin I_t;r) = 1.994,

valor més proper al resultat correcte, perd que encara presenta un error de Pordre de 1373

3.1.5 Regla de Simpson estesa -
o

De la mateixa manera que hem efectuat I’extensié de la regla del tra ezi, aplicant succesivament
1 g p

la regla de Simpson cada tres punts obtenim la regla de Simpson cstesa (vegeu la figura (13})

Figura 13: La regla de Simpson estesa

frn f(z)dz = g(f(%) +4f(z1) + 2f(z2) + 4f(za) + 2f (x4) + - -

et 2f(-rn—2) + 4f(zn-1) + f(xn)) + O(hﬂ

onh= ":“ i n és parell doncs s’aplica I’extensiG de tres en tres punts, i aixi per exemple tenim

0,1,2;2,3,4; 4,5,6 ..., on evidentment la n final 0 é 2 ¢ 4 0 6 etcétera. També s’acostuma a

presentar la formula anterior com:

b —a -a
S.= [ Hoxe = 2Z0(@ 4 S0 4+4 Y )42 X S+ o0y

R , n
i senar J porell

Com en ¢l apartat anterior presentem una aplicacio d’aquest procediment.

EXEMPLE D’APLICACIO. Calculeu fo’r sinxdz per n = 4 | 8, comparant amb e resultat

exacte de fo’r singdr = 9.
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Evidentment les particions de I'interval {0, 7] per n = 4 i 8 s6n les mateixes realitzades en el cas

de la regla del trapezi estesa. Pasem per tant directament a aplicar la férmula per n = 4

. L .
-5'4=%(51n0+4smz+2$mg+4sin%§+sinrr)=2.005
ipern=28
3
4in - - —-
S3 = 12(smO+ n8+2sm +4sm8+

. . om . . .
+2sin — 7 -+ 4 sin T + 2sin -3—4- + 4sin %’T 4 sin ) = 2.000

No hem considerat en aquest cas n = 16, ja que per n = 8 Ja hemn aconseguit superar el nivell de

precisic obtingut abans amb n = 16 usant la regla del trapezi estesa.

3.1.6 Errors

Quan considerem la regla del trapezi estesa, en cada interval [z;, zi11] aproximem la funcié
f(x) per una recta Ly(z). Per tant pel calcul de I'error:
CTUN §
f E(z)dz = / i (f(z) — Li{z))dz
&z &y

farem servir la férmula de error de la interpolacié lineal:

E(z) = fﬂz(é)(-’f = xi)(& — zi41)

substituint resulta:

-fh%ﬂ f:+l{"" — zi){z — iq1)dz _‘f”( )h ¢ € (2 7in)

i lerror total és:

|E|——— f”(e (b lfH( )hQ‘ 96 (a,b)

on hem suposat f” continua en [a,b].

D’aqui es dedueix que és un metode de segén ordre, és a dir, tendeix a zero com el quadrat
de h, i és exacte per polinomis de primer grau,

Normalment és dificil acotar la derivada segona i aleshores el que es fa és calenlar aproxima-
cions per n = 1,2,4,8,.... D’aquesta manera s’aprofiten els calculs fets en les aproximacions
prévies. Quan la diferéncia entre una aproximacié i la anterior és menor que la cota d’error
prefixada es finalitza el procés.

Calculem ara ’error comés per la regla de Simpson estesa. Hemn de calcular:

/:'“ f(z)dz
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Si fern el canvit = # — z; n'hi ha prou amb trobat:

/_ : f(z)dz

amb 'avantatge de poder fer servir el desenvolupament de f al voltant del zero,

. {5)
1(z) = F0) + F(0)z + I‘i'(f%z S i‘-~5!(—°)z5 +0(z%)
integrant en [—h, A] tenim: )
h
IRCEE
-h
A ON. f(0)
= 2h§(0) + T f_;. eidr + - /_h hz'dz + O(h') =

h3 h3
= 2hf(0) + ?f”(o) + Eaf“l(u) +0(h7) =

Per conéixer el valor de f”(0), fem els desenvolupaments de f(h) — f(0) 1 f(—h) — f{0) que

sumats membre a membre donen:

2
F(h) = 2f(0)+ f(=h) = A*f"(0) + 51‘-5 FO0) + 0%

d’on podem aillar:

he
= - 7310 + 0(k?)

Substituint ara en la integral s'obté:

h 5
[ Hoytz = GU=R) + 40)+ 100 - G500 + O

i desfent el canvi de variable inicial, i comparant amb la férmula aproximada del meétode de

Simpson s’observa que I’error en el terme i-8ssim és:

hs
Ei= —-9-6]"(4)(2:,') + O(h?)
com tenim 3 sumands (i = 0,2,...,n) l'error total, prescindint del signe, és:

E= "'—“Eﬁ”(e) + O(h%), 8 € (a,b)
2h 90 ' ’
Per tant, si h és suficientiment petit es té la segiient cota d’error:
M*(b - a) B4
i80

Aixo ens diu que el métode és de quart ordre, t per tant exacte per polinomis de grau menor o

|El<

igual que tres.
Com en el cas dels trapezis, pot ser dificil trobar una bona cota d’error, i s’actua de forma
analoga finalitzant el procés quan la diferéncia entre dues aproximacions consecutives es menor

que l'error prefixat.
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3.1.7 Integracié de Romberg

Hem vist que per obtindre el valor d’una integral pel métode dels trapezis es calculen aproxima-
cions numériques T(h) depenents d’un parametre h al que en diem pas. El valor exacte es troba
quan h tendeix a zero. Pero considerar passos & cada vegada més petits comporta dificultats:

el nombre d’operacions augmenta enormement i apareixen importants errors d’arrodoniment o

per cancelacid. -

El métode de Romberg es basa en aplicar a la regla dels trapezis un métode d’accelerar la
convergéncia (metode d’extrapolacié de Richardson) per tal d’evitar les anteriors dificultats.

L’error comés en el cas dels Trapezis és:

g o (b= a)/(6)

2
0 € (a,b)

on f"(£) depén del valor de h. De fet es demostra que aquest error també es pot expressar com:
E = a:h® + ash® + agh®+ ..

on les a; son constants independents de h.

Denotem per I el valor exacte de la integral f: f(z)dz i per Ty, el seu valor aproxinat, sent

n el nombre de subintervals, aleshores:
I.zTn"‘(Izhz ‘+th4 -i-ashﬁ +---

i doblant el nombre de subintervals tenim:

h 2 h 4 B 6
8 3 2o 0

Multiplicant la ultima per quatre i restant-li I'anterior s’obté:
3 4
3I=4T2,,,—Tn—ia4h + .-

és a dir,
I= %Tgn— %T,.— iadz"-}—---
de manera que ara %T-_,,, - %Tn aproximen I arub un error de 'ordre de A%, mentre que usant
el métode dels trapezis ho feiem amb un error de Uordre de A2,
En les [6rmules obertes que s’introdueixen el segiient apartat, interessara, per aprofitar els
calculs, triphcar el nombre de punts i no doblar-'ho com fins ara. Llavors ’expressié que usarem
per aproximar la corresponent integral seta %T:;n - éTn. Expressié que es pot deduir de manera

analoga a la exposada anteriorment.
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3.2 Formules de Newton-Cotes obertes

Ens plantegem seguidament obtenir una expressid que ens permeti avaluar una integral quan
no podem calcular els valors de la funcié en les extrems d'integracié. Es pot demostrar que en

aquest cas I’equivalent de la regla del trapezi estesa ve donat per I’expressio:
| H@dr = ey + Tag) + Hag) 4 ot Srasy) + O)

on hem suprimit els punts extrems dels subintervals [z, 1], [21, 22],[z2, 23}, ..[ta—1, £a] i en
el seu tloc hem considerat la particié de linterval [zg,z,] formada pels respectius punts cen-
trals £1,28,T5, ", T,y dels subintervals esmentats. Evidentment d’aquesta forma queden
exclosos els extrems d’integracié 2o i z,,.

Llavors si m és el niimere de punts mitjans a considerar, tenim una expressié equivalent de

la férmula anterior:

2ot g+ Hlat )+ flat o) ot f(b— L)+ O

m 2m 2m

Tm =

IZm

De manera semblant a Pexpressié donada per las férmules tancades, la forma més econdmica
d'obtenir una expressié amb un error de l'ordre de =17 és usant el métode de Romberg:

’ 9 1
/a Flz)dz ~ ngm - ng

on les T3y i T}, s6n avaluades segons la férmula presentada amb anierioritat, i on el subindex
representa el nombre de punts interiors que es fan servir en el calcul.

EXEMPLE D’APLICACIO. Calculey amb quatre xifres decimals la integral impropia I =
fo"'m e~*'dz.

Al ser una integral impropia, cal en primer Hoc veure si existeix. Aixd és una regla general: el
pitjot pecat que pot cometre algl que utilitzi un métode numeéric és emprar-lo sense assegurar-se

primer que allo que vol calcular existeix. En el nostre cas tenim que, per exemple,

N 2
lim e 21?3 =0,
T—00

de manera que [a integral exixteix (de fet es pot calcular exactament, i val \/7/2). Ara podem
passar al calcul numéric.
En primer lloc cal fer un canvi de variable per convertir |'extrem infinit en un extrem finit, Sigui

z = —logz. llavors dr — -—gf. i els extrems d'integracid sén per z = 0, 2 = 1, i per £ = 400,

] c—-(_- 103:)2 1 1

Encara que aquesta darrera integral només presenta problemes en I'extrem z = 0, aplicarem la

2z = 0. Ens queda aixi

formula oberta com si els dos extrems fossin problematics. Comencarem per calcular els Ty, i
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després aplicarem el meétode de Romberg [ = %Tam - ‘%Tm. Per tant caldrd calcular Tm per

m = 1,3,9.. fins que (:L)* sigui del ordre de 10~ doncs volem quatre xifres decimals. Segons

s'observa en la taula segiient, caldrd arribar fins m = 9.

m | m* | (1/m)*
1| 1 1

3| 81 | 00123
9 | 6561 | 0.000152

Donat que Fexpressié §T3m - éTm déna un error de (#)4, st volem que aquest error sigui de I'ordre
de 107* haura de ser m = 9, i necessitarem calcular fins Tam = Ty,

Procedim doncs, amb la funcié f(2) = 5%z, a caleular T, perm = 1,3,90 27, on els extrems
sdona=01h=1.

Perm=1 17, = f{l) = 1.237006.

Perm =3 T3 = 5(£(}) + (L) + £(})) = 0.879938.

Perm=9.To = 5(/(&)+ F(§) + 1)+ )+ FG)+ () + FOD) + F(8) + £(1)) =
0.886721.

Finalment per m = 27, Ty, = L,(f(54)+f(—1§)+f(54) FE+ )+ A + £ +
FGa)+ S0+ FGD + S5+ FED + FE + HD+7(E) + F(2) + (L) + £(35) 4 £(2) 4
FEV+FG +FE) + 1D+ 78y + (2 )+f 3+ F(8) = 0.886284.

Llavors §T3 - éTl = (0.8353, també %Tg — 3T = 0.8875 amb un error de I'ordre de 1072, aixo
és amb dues xifres correctes, i finalment %Tg:.' — %Tg = (.8862, amb un error de 10™* és a dir amb
quatre xifres decimals.

En realitat per aconseguir el resultat desitjat de 0.8862 només caldria obtenir Tyr i Ty, perd
hem realitzat els calculs anteriors de 7j i T3 perque el procés quedés més clar, donat que els
valors de la funcié en els punts 1 €15 L % ens eren necessaris per obtenir els segiients Ty | Ty, | en
conseqliencia calcular T i Ty només significa efectuar un parell de sumes i un quiocient. Com a

simple comprovacid, +/7/2 = 0.886227
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4 Exercicis resolts

1. La segiient tanla

z|10]20]30] 40|
y{ 1|15 |61 157 |

mostra valors de la funcié polindmica f(z) = 323~ 222 — 2 + 1
pe

(a) Calenleu els valors interpolats polindmicament per als punts ¢ = 2.5 i
r=11.
{b) Digueu quin és 'error real dels vostres cilculs i expliquen el motiu

d’aquest fet.
Solucig:

(a} Donat que el polinomi interpolador és \inic podem obtenir el resultat usant el métode
que volguem, i cscollim el de Neville.
Segons la taula es té: per i = 0, 29 = 1.0, 9o = 1 = Py, per i = 1, &y = 2.0,
1 =13 = F,peri=2 23 =30, yp =61 = P, i finalment per { = 3, x5 = 4.0,
y3 = 167 = P3. Tenim aixi la primera columna de I'algorisme de Neville,
Comengarem per calcular el valor del palinomi interpolador per z = 2.5. Els termes

de la segona columna son:

Po(l' - Il) + (I() - .’L‘)Pl

Poy = =
Lo — Ty
_ l25-2+(-28)15
|
p _ Pl(:c—rg)+(z1—:t:)Pg _
12 = =
I —rs
15(2.5 - 3) + (2~ 2.5)61
= =38
2~-3
P = Polz — z3) + (22 —2)P5 _
23 = -
Lo — X3
61(2.5 — 4} + {3 — 2.5)157
= 3-4 =19

Amb aquesls resultats podem obtenir els elements de la tercera columna:

Pm(.’ﬂ — 1!2) + (I!o — Z’)Plg _

P, = —
_ 2R5-3+0-2508
= - =
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Pros = Pio(z —z3) + (21 — 2} Pas _

Iy — ;3
38(25 -4 212
- BRS-4+0-2518_,
2-4
Finalment, I"Gnic element de la quarta columna és:
Poizs sz(r?«i —z3)+ (xo - 7)Pins _
Eog — I3
3M4(2.5 -4 1-2.5)31.7
( )f.(4 SBLTE _ 4s g7

que ddna el valor interpolat per = == 2.5 en el cas de Ja funcié f(z) donada.

Per 7 = 11, es repeteixen cls mateixos passos i el resultat és el seglent:

Py=1
N
Py = 141
/7 N
P =15 Pyya = 1581
N e N
Py =429 FPoros = 3741
7 N /s
Py =61 Praz = 2229
N Ve
Pz =829
/7
Py =157

Per tant, el resultat de la interpolacié per la funcié f(z) en z = 11 és 3741.

(b) No hi ha cap error donat que quatre punts determinen univocament el polinomi de
tercer grau que passa per ells. En particular es pot comprovar que si substituim
z =251z =11 en la {funcid f(z) el valor que s’obté és exactament el corresponent

Py123 calculat a l’apartat a).
£(25) =3(25)° - 2(2.5)2 — 254+ 1 = 32.875 = Pyyus

FID=3-113-2. 112 = 1141 = 3741 = Pyjus
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2. Donada la taula

|13 ] 04 Jot]| 17| 1o 23] 29]
y|-0.96]-039 [01] 099|095 075|024 ]

que correspon a la funcié f(z) = sinz, es demana calcular els valors interpolats

polinbmicament per z = 2.5 i £ =5 junt amb una estimacié de Perror comés.
Solucio:

Com ¢€s sabut la interpolacié ddna resultats prou bons per punts com z = 2.5 que es situa
entre els tabulats, pero molt erronis per valors com z = 5 totalment fora dels que figuren

a la taula. Seguidament procedim a aplicar et métode de Neville i a comprovar la situacié

descrita.

Segons la taula tenim per 1 = 0, zp = ~1.3, wp = —0.96 = A, per i = 1, z; = 0.4,
y1=-039=P,peri=2,2,=01,190=01=Py,peri=3, 253 = LT, y3 = 0.99 = Py,
peri=4 2,=19, 1 =095= Py, peri =5, x5 =23, ys = 0.75 = Ps, i finalment
i= 6, xrg = 2.9, ys = 0.24 = Ps.

Aquests Po, Py, Py, P, Py, P;, P; ens démen els termes de la primera columna de
Palgorisme de Neville. Calculem les restants columnes per z = 2.5.

Els valors Py, Py, Poa, P4, Pys, Psg de la segona columna vénen donats per:

Py(z — 21} + (29 — )Py _

Py P
. 0950254 04)+ (13- 25)-039) _ o000
~1.34+0.4
P _ Pl(:r--ﬂ!g)-l-(xk—.’r)Pg _
12 = P =
_ =0.39(25 - 0.1)+ (0.4 2.5)01 _
= 04— 01 = 0.492000
p. = PAz—z3)+(zm2—2)Ps _
23 — Z3— 23 -
_ 0125 1.7)+(0.1-25)099 .
= 0I—17 = 0.322500
P _ P3(2—:|:4)+(3:3-— IC)P4 -
4 = T3 — I, =
0.99(25 - 1.9)+ (17— 25)095 .
T7=19 = 1.230000
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qu - P4(I—1,‘5)+(124—:L‘)P5 -

Iy — Iy

0.95(2.5 — 2.3) + (1.9 - 2.5)0.75

= YBOE = 1.650000

P _ Ps(I - 26)-{— (1‘5 - ..“'J)Ps
L1
;[.'5_— L
0.75(2.5 —72.9) + (2.3 — 2.5)0.24
23-29

Amb aquests resultats podem calcular la tercera columna:

= 2.280000

P _ Pz —=z) +(zg—z)Pp2
o1z =
Ly — Ty

0.179999(2.5 — 0.1) + (—1.3 — 2.5)0.492

= 1501 = 0.581143

Pra(z — z3) 4+ (21 — 2) Py _

Py,

Ty — I3

0.492(2.5 — 1.7) + (—0.4 — 2.5)0.3225

= Yy = (.419357

Pra(z — w4) + (22 — z) Py _

Iy — T4

0.3225(2.5 — 1.9) + (0.1 ~ 2.5)1.23

= 01-79 = (.524166

Po = Paa(2 — z5) + (23 — 2)Pys _
345 = -
Ty — &g
1.93(2.5 — 2.3) + (1.7 ~ 2.5)1.65

= 17-33 = 0.390000

Pys(z — z6) + (24 — z)Pss _
L4 — Tg -

1.65(2.5 ~ 2.9) + (1.9 — 2.5)2.28
= = 0.768000
NPT 0.76800

P456

Utilitzant aquestes dades calculem la quarta columna amb els respectius valors de:

Pora(z — x3) + (20 ~ 2) P1os -

Pyiza =
Lo —~ X3
_ 058114325 - 17) +(-13 - 2500419367 _ o o)
~1.3=1.7
P123(x - 2?4) + (xl - I)P234 o
Piyag = -
Xy — L4
_ 0.419357(25 - 1.93-:(—10; - 2500524166 _ | ioco
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Poss(x — x5) + (22 — ) Pass

Py = p— =
— &5
_ 0.524166(2.5 - 2.3) + (0.1~ 2.5)0.87 _ 0.409779
0.1-2.3
P _ Psss(z—z6) + (23 — 1) Pyse _
3456 = . =
_ 0.87(25=2.9) + (1.7 — 2.5)0.768 _
- 1.7-2.9 = 0.012

Substituint aquests en les férmules dels P34, Pizass, Posase obtenim els termes de la

cinguena columna:

P _ Poss(z—24) + (o —2)Pigas
01234 - Ty — T4 —-

0.484071(2.5 — 1.9) 4 {~1.3 — 2.5)0.460369

= 13- 19 = 0.470739

p _ Pz —a5)+ (21 —z)Pazgs
12345 = P———" =

0.460369(2.5 ~ 2.3) + (—0.4 — 2.5)0.499772

= 0453 = 0.473504

Pazas(z — 26) + (22 — =) Paass
Poaase P =

0.499772(2.5 — 2.9) + (0.1 — 2.5)0.012

= Ti_59 = 0.430091

A partir d’aquests, aplicant les férmules corresponents, obtenim els valors de la sisena

columna:

Porzaa(z — 25) + (20 — 2) Prozss
Ip—ZIs5 -
0.470739(2.5 — 2.3) + (1.3 — 2.5)0.473504

= = .472122
~1.3-23 04

P[112345 =

Pioags(x — x6) + (21 — 2) Pasase _
Ty — Ty
0.473504(2.5 — 2.9) + (—0.4 —2.5)0.430091

= DY, = (.461664

Prasss =

Finalment obtenim el valor del polinomi interpolador en el punt £ = 2.5, calculant Minic

terme de la darrera columna, el Pp;az456:

Potosas(z — z6) + (2o — £} Piosase

Poraaass = zg — Zg =
_ 5~29)+ (1.3 — 2.5)0.
_ 0472122(25 -2 _92 ;r £ 2193 5)0-461664 _ o 1 ereo

35



Com ja hem dit, no s’arriba a determinar el polinomi interpolador P(z), sindé només el

valor d’aquest en el punt que ens interessa. El valor de P(2.5) és igual a Porzaas6, és a
dir, 0.467640.

Per trobar 'error considerem el maxim de les diferéncies degudes a la darrera iteracig
sense considerar el signe. Aixi doncs, restem a Diltima columpa els resultats de la
pentltima o

| Po1234ss — Po1aaas| = 0.004482

[Porasass — Prassse| = 0.005976

1 escollim el més gran d’ells com ’error comés. En aquest cas ens dona 0.005976 ~ 0.006.

Procedint anilogament, calculem el valor interpolat per z = 5. Com es dedueix de
Pesquema (vegeu la pagina segiient), tenim que la solucié és 8.610529. Per obtenir
Perror considerem el maxim de les diferéncies corresponents a la darrera iteracid. Restant

la pendltima columna a iltima,
[ Por2aase — Forass| = 10.530876

| Pot2asse — Prasass| = 3.510292

es pot observar que el mixim és el primer d’ells 1, per Lant, I’error és aproximadament de

10, resultat que cra d’esperar ja que = = 5 esti molt lluny de I'interval de les dades.
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3. La grafica de la funcié f(z) = logz — 2cosz té tres zeros a Pinterval (0,8),
Calculeu-los amb quatre xifres decimals exactes, usant el métode que vul-
gueu.

Solucis:

En primer lloc, basant-nos en el teorema de Bolzano, cercarem intervals que continguin a

cadascuna de les arrels. ©

Calculem alguns valors de la funcid. $’observa que ¢ = 0 no és del domini i si femn

limz_o+ f(2) = —c0, com f(2) = 1.525441 > 0 ja tenim un primer interval (0, 2).

Si volem aplicar el métode de Newton necessilem una bona aproximacio inicial que es pot
aconseguir per exemple amb el métode de biseccié. També necessitarem conéixer f(z)

donat que la formula recurrent de les aproximacions succesives és:

f(rn)

Intl = Tn — o5

f'(za)
En aquest cas, f'(z) = % + Zsin x.
Considerem el punt mig de 'interval (0,2), és a dir, 2 = 1 i apliquem biseccid. El canvi de
signeentre 2 = 1iz =2, jaque f(1) = —1.08 < 01 f(2) = 1.525441 > 0. Per tant, l'arrel

que cerquem esta a (1,2). Agafem zy = 1.5 com a punt inicial pel métode de Newton.

Calculem les succesives aproximacions fins tenir coincidéncia, al menys, en quatre xifres

decimals:
= 1.400817
z3 = 1.401289
z3 = 1.401289

El métode ha convergit rapidament cap al valor 1.4013, que ens déna la primera arrel.

Per localitzar la segona atrel considerem l'interval (2,86), ja que f(2) = 1.525441 > 0,
f(6) = —0.128581 < 0. Fent servir biseccié obtenim ¢l punt = = 4, amb £(1) = 2.693582 >
0. Considerem lavors Iinterval (4,6) i prenem el punt mig zo = 5 per iniciar el métode
de Newton, que déna:

z; = 5.606639

Ty = 5.759800
z3 = 5.782364
T4 = 5782017
rs5 = 5.782018
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Tenim doncs la segona arrel 5.7829 amb quatre xifres decimals exactes.

Finalment considerem 'interval (6,8), on f(6) = —0.128581 < 0, f(8) = 2.370442 > 0.

Comencem el meétode de Newton amb z¢ = 7, punt mig de I'interval (6, 8):

1 = 6.699275
£, = 6.623415
z3 = 6.616994
T4 = 66169486,

obtenint la tercera i witima arrel 6.6169 amb la precisié solicitada .
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4. Troben cls zeros de f(z) =sinz + 22 + 3z amb un error menor que 10~4,
Solucio:

Primer esbrinarem quants zeros té aquesta funcié, estudiant les seves derivades-
fi(zg)=cosz+2c+3  f'(z)= —sinz +2.

:
S’observa que f"(z) no es pot anular mai i aixd ens diu, aplicant el teorema de Rolle, que
f'(x) com a molt té un zero. Per tant, de la mateixa manera, es dedueix que f(z) en té

com a molt dos.
Un d’ells és evident i és £ = 0. Busquem D’altre, si és que existelx.

Es veu facilment que d’existir I’arrel no pot ser un punt positiu ja que f(0) = 0 i la funcié

és estrictament creixent a la dreta del zero,
f(@)=cosz+224+3 > 22+2 >0

Lhiltima acotacié només és certa si z > —11, en particular, és certa si x > 0.

Si considerem ara només valors negatius de z, trobem que la funcié pren valors tant

positing com negatius:

f(=1) = —2.841470985  f(~5) = 10.95892427

Prenem zg = —3, punt mig de U'interval (-5, —1), com a primera aproximacio, i apliquem

el métode de Newton:

z1 = —3.03536849
79 = ~3.03504085

z3 = —J.03504082

El valor -3.0350 ens dona P’arrel amb quatre xifres decimals exactes.
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5. Calculeu numéricament, utilitzant el métode que volgueu, €l valor de la inte-

/i dx
0 ].+Jf'2’

amb quatre xifres decimals exactes

gral

Solucid: .
Escollim la regla de Simpson estesa pel seu nivell de presicié. La usaremn pern =48, ..

fins aconseguir les xifres exacies que ens demanen.

Comencarem per considerar Ia particié de l'interval [0,1] en el cas concret de n = 4.

Tenim zg = 0, 2, = %, Ty = %, Z3 = i—, 24 = 1,, i llavors:

1-0 i 1 1 1 1
Sy = 4 2 4 =
ST (1+0+ TH e T 1+(§)2+1+1)

0.7853921

Per n = 8 tenim que la particié de l'interval [0,1] ve donada per ¢ = 0, z, = %, T9 =

Lrg=3z,= 5 T5= 3, 36 = %z-; = fizs = 1. Podem aprofitar els valors de ia funcié

Flz)} = 1_’_17 en els punts de la particié corresponent a n = 4. En total tenim

1-0 1 i 1 i 1
S; = 4 +2 4 2
s = St @
1 i 1 i
+ 4 +2 +4 +
EUAREAR T AT

0.7853981

Comparant aguest resultat amb l'anteriorment obtingut de Sy = 0.7853921, velem que no

ens cal repetir de nou el procés per Sig, ja que ja hem aconseguit el valor aproximat de

la integral amb quatre xifres decimals exactes:

1
f dx . o.7854
i} 1+I2
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6. Calculen numéricament, usant la regla de Simpson, 1a integral

1
2
-/ e”" dx,
0

amb quatre xifres decimals exactes.
Solucig:
c
Per obtenir les xifres sol-licitades calcularem Sa, 88, 515, ... fins que coincideixin les quatre
primeres xifres dels resultats.
51 n = 4 la particié corresponent de l'interval [0,1] és: zo = 0, 2, = Iozy =
%imq = 1. En consequéncia

Sa = 11“20 (e-°° +4e™(0" 4 0~ (1 4 gom(3) e-") = 0.7468553

Quan n = 8, els punts a considerar coincideixen parcialment amb els anteriors i per tant

podrem aprofitar alguns dels calculs. La particié vé donada per zy = 0, =1

3Tz =
pea=dri=l = $,26=227=Lizg=1. Aleshores:
1-0 7 g i1y iy _ay
S = — (c O e oo 4 gDy

+ 278" 4o e g DR e_,;) =(.746826

on les quatre primeres xifres decimals coincideixen amb les obtingudes en I’aproximacié
anterior. Per tant .
2
/ e dx ~ 0.7468
0
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