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Presentacio

Aquestes notes recullen el material de termodinamica i de mecanica de fluids impartit als es-
tudiants de Models Matemdtics de la Fisica de la FME els cursos 2011-2013, 2012-2013 1
2013-2014, al llarg d’unes set setmanes (el curs contenia també temes de mecanica classi-
ca, electromagnetisme i relativitat especial), amb tres hores de teoria i dues de problemes per
setmana. S’inclou també la colleccié de problemes de cada tema i indicacions per a la seva
resolucid, aixi com alguns del problemes d’examen, en alguns casos amb la solucié detallada.

Vilanova i la Geltru, Juliol de 2014



Part 1

Termodinamica



Capitol 1

Sistemes termodinamics i primer principi

La termodinamica estudia principalment les transformacions de calor en treball i viceversa. No
va ser fins el 1842 que R.J. Mayer va establir I’equivaléncia entre calor i treball mecanic, i va
enunciar de pas per primera vegada el principi de conservacié de 1’energia (el primer principi
o llei de la termodinamica). La relacidé quantitativa entre calor 1 treball és deguda a Joule,
que va presentar els seus resultats a la British Association for the Advancement of Science
el 1847. Previament es creia que la calor era un fluid, el caloric, la quantitat total del qual
era invariable, i que I’escalfament o refredament d’un cos consistia simplement en el bescanvi
d’aquest fluid amb altres cossos. Malgrat aquesta base teorica erronia, Carnot va ser capag, el
1824, d’arribar a un enteniment prou clar de les limitacions de la conversi6 entre calor i treball,
que és essencialment el que coneixem com a segon principi de la termodinamica.

Gracies als treballs de Maxwell, Boltzmann i Gibbs (segona meitat del segle XIX), avui en
dia sabem que 1’origen de I’equivalencia entre calor i treball és el moviment desordenat dels
atoms 1 molecules. Des d’aquest punt de vista, I’estudi de la calor és un cas particular de la
mecanica. El que passa, perd, €s que I’enorme quantitat de particules implicades (~ 10?%) fa
que el moviment individual de les mateixes sigui irrellevant des del punt de vista macroscopic, i
que sols els valors en mitjana de les propietats siguin importants. Aquesta branca de la mecanica
s’anomena mecanica estadistica, 1 ha portat a una comprensié molt satisfactoria de les lleis de
la termodinamica.

L’enfoc de la termodinamica €s, pero, diferent. Aqui els principis es prenen com a postulats
basats en I’evidencia experimental, sense pensar en les descripcions microscopiques. Encara
que aixo pot semblar barroer des d’un punt de vista fonamental, té I’avantatge de ser més ge-
neral i de poder aplicar-se a sistemes for¢ca complexos per als que una descripcié basada en les
tecniques de la mecanica estadistica pot ser molt complicada d’obtenir.

En aquest primer tema veurem el primer principi, que estableix la conservaci6 de 1’energia
1 I’existencia d’una funcié d’estat, I’energia interna, mentre que en el tema segiient tractarem
el segon principi, que posa restriccions sobre les conversions de calor i treball 1 introdueix una
nova funcié d’estat, ’entropia. A més d’aquests principis, s’acostuma a mencionar també el
principi zero, que afirma la propietat transitiva de I’equilibri térmic i permet definir experi-



mentalment la temperatura, i el tercer principi, que tracta del valor de 1’entropia a temperatura
absoluta zero, i que sols té sentit en el marc de la teoria quantica.

Una restriccid important d’aquest curs €s que no considerarem sistemes dinamics oberts, €s
a dir, sistemes que poden bescanviar materia amb el seu entorn, i tampoc considerarem sistemes
de composici6 variable. Aix0 deixa fora conceptes importants, com ara el de potencial quimic,
i practicament totes les aplicacions al camp de I’enginyeria quimica.

En clau més historica, va ser el desenvolupament teoric de la termodinamica, juntament
amb el de I’electromagnetisme, el que va permetre el gran salt industrial de la segona meitat del
segle XIX i els primers anys del segle XX.

En aquest tema seguirem basicament els capitols I i II de [1] i les seccions 2.1 1 2.2 de [2],
amb algunes referéncies a [3].

1.1 Sistemes termodinamics. Estats i transformacions. Equa-
cions d’estat

L’estat d’un sistema mecanic format per N particules queda totalment descrit en un cert instant
donant 6/NV quantitats (les 3 components de la posicié i les 3 components de la velocitat per
a cada particula; alternativament, es pot substituir les velocitats pels moments canonics). La
termodinamica té un concepte d’estat molt diferent, degut a que les quantitats amb que treballa
s’obtenen de fer mitjanes: el coneixement de 1’estat mecanic no és tant sols impossible (degut
a I’elevat valor de V) sin6 que, a més, €s irrellevant.

L’estat termodinamic es defineix a partir de certes propietats termodinamiques que el de-
terminen. Aquesta és una qiiestié que s’ha de decidir experimentalment, i ho illustrarem amb
alguns exemples. La propietat termodinamica fonamental, que és sempre present en la definicié
d’un sistema termodinamic, és la temperatura. La definicid de la temperatura €s una tasca no
trivial, perod no entrarem en detalls. Per a nosaltres la temperatura sera la temperatura absoluta
T > 0, mesurada en graus Kelvin (K). La temperatura absoluta es pot definir teoricament (a
partir de consideracions associades al segon principi de la termodinamica), pero es pot demos-
trar que aquesta definici6 coincideix amb la temperatura obtinguda a partir d’un termometre de
gas ideal. Podeu trobar els detalls a les seccions 1-5 a 1-11 1 al capitol 8 de [3], o a I’apendix 1
de [2].

Veurem tot seguit alguns exemples de sistemes termodinamics, amb les seves propietats.

e Sigui un cilindre que conté un cert volum d’un tnic gas, amb un pisté que es pot moure
verticalment. El volum V' del sistema es pot coneixer per la posicié del pistd, 1 la pressid
p pel pes del pisté i de qualsevol massa afegida. Si les parets del cilindre s6n diatermiques
(sense resisténcia termica, permetent el pas lliure de calor) la temperatura 7" del sistema
sera la mateixa que la de I’ambient. Per a aquest sistema, els valors p, V' 1 T" determinen
I’estat del sistema. Aquest sera el sistema que emprarem normalment per illustrar els
conceptes 1 fer calculs.



e Si en el sistema anterior hi ha una barreja de N gasos, en lloc d’un de so0l, cal afegir-hi
les concentracions ¢;, i = 1,2, ..., N dels diferents gasos.

e Sigui un fil prim que es pot estirar. Els experiments demostren que 1’estat termodina-
mic del fil queda determinat per la seva longitud L, la seva tensié 7 (una forca), i la
temperatura 7.

e Les piles reversibles es composen de dos electrodes, cada un submergit en un electrolit
diferent. Sota certes circumstancies (sense generacié de gasos i treballant a pressié at-
mosferica), I’estat queda determinat per la seva forca electromotriu &, la seva carrega 7 i
la seva temperatura 7.

e Els materials paramagnetics es caracteritzen per 1’abséncia de magnetitzacié si no hi ha
un camp magnetic extern. Per a un solid paramagnetic, 1’estat queda determinat per la
magnetitzacio total M, el camp d’induccié magnetica aplicat B i la temperatura 7'.

Les quantitats termodinamiques poden ser intensives, si no depenen de la quantitat de ma-
terial, o extensives, si en depenen. Aixi, T, p, ¢;, T, £ i B s6n intensives, mentre que V', L, Z i
M sén extensives.

Direm que un sistema termodinamic esta en un estat d’equilibri si 1’estat no canvia mentre
no es variin les condicions externes. En general, al variar les condicions externes, el propi con-
cepte de propietat termodinamica es veu compromes. Per exemple, si canviem la temperatura
externa del cilindre de I’exemple anterior, les capes de gas més properes a la paret canviaran de
temperatura abans que les regions més interiors, i no té sentit parlar de la temperatura del gas
durant aquest procés. En aquest sentit, la termodinamica que veurem s’anomena termodinamica
de I’equilibri, mentre que la seva generalitzaci6 €s la termodinamica fora de 1’equilibri.

Malgrat el que hem dit, ens interessa estudiar els canvis en 1’estat d’un sistema, i aix0
implica canviar les condicions externes. Un canvi d’estat s’anomena transformacio o procés.
Es diu que una transformaci6 és reversible o quasi-estatica si és possible efectuar-la fent que
el sistema estigui, en qualsevol moment de la transformacio, tant a la vora com es vulgui d’un
estat d’equilibri. Aquest és un concepte limit, 1 es pot realitzar de manera aproximada canviant
les condicions externes prou lentament per a que el sistema no s’allunyi mai massa d’un estat
d’equilibri.

En el mon real no hi ha processos exactament reversibles, perd entendrem que quant diem
reversible ens referim a aquestes realitzacions aproximades. Com en totes les aproximacions,
la validesa en depen de la precisié que vulguem dels resultats. Podem, per exemple, efectuar
una expansio reversible del gas del cilindre amb el pisté mobil si el movem molt poc a poc cap
enfora; si el movem de pressa, es generaran corrents en la massa del gas, amb rarificacions en
certes zones, i els estats intermedis no seran d’equilibri.

Si efectuem una transformacié reversible entre un estat A i un estat B, podem retornar
el sistema a I’estat A invertint els canvis lents que han permes passar d’A a B, i el sistema
recorrera els mateixos estats d’equilibri intermedis que en la primera transformacio, pero en
I’ordre canviat (d’aqui el nom de reversible).



En qualsevol cas, la termodinamica no esta interessada en la descripcié temporal de les
transformacions (aix0 forma part d’altres branques com la mecanica de fluids o la cinetica
de les reaccions quimiques). Veurem que les equacions diferencials de la termodinamica son
respecte a les variables d’estat, i no respecte al temps.

Els experiments mostren que les variables d’estat d’un cert sistema termodinamic (en equi-
libri) no sén independents, siné que satisfan una relacié anomenada equacio d’estat. Aixi, per
exemple, el sistema format per una quantitat fixada de gas té variables d’estat p, V', T que
satisfan

f(p.V.T) = 0.

La forma de la funcié f : R®> — R depen de les caracteristiques del gas. Aixi, per exemple, per
a un gas ideal
pV =nRT (1.1)

on R = 8,314472 J mol 'K ™! és la constant dels gasos ideals, i n és el nombre de mols de gas
presents, que es pot calcular a partir de la massa m en grams i la massa molar M com

m
n=—.
M

La massa en grams d’un mol de substancia és m4 = M, 1 conté el nombre d’Avogadro

N4 = 6,022 - 10* de molecules. L’equaci6é d’estat dels gasos ideals representa prou bé el
comportament dels gasos reals a pressions prou baixes i temperatures prou altes'. Si les condi-
cions son, pero, properes a la condensacid, les desviacions respecte al comportament real sén
considerables i cal treballar amb equacions més complicades, la més simple de les quals és
I’equaci6 de Van der Waals,

a
(p+§> (v —b) = RT, (12)
on a i b sén constants positives que depenen del gas i v és el volum molar
Vv
v=—.
n

Aquesta equaci6 té en compte el volum finit de les molecules i les forces d’atracci6 entre elles.
Com que 7' > 0, I’equaci6 és, en qualsevol cas, no valida perav < b. Pera = 0, b = 0,
I’equaci6 de Van der Waals es redueix a la dels gasos ideals.

Per a un fil elastic, per exemple d’acer, ’equaci6 d’estat més simple €s de la forma

T = K(L - Ly(T)),

on K és la constant de Hooke i Lo(7") és una funci6 de la temperatura que déna la longitud del
fil quan no té tensio.

ITemperatura alta vol dir, si no s’especifica res més, la temperatura ambient o superior.



El solid paramagnetic que hem considerat abans té una equacié d’estat que, per a camps
magnetics febles 1 temperatures altes, es pot aproximar per I’equacié de Curie

B
M = CC'T?

on C¢ és la constant de Curie (depén del material i de la quantitat del mateix).

Els sistemes termodinamics descrits per 3 variables d’estat (que son tots els casos que hem
vist) 1 que, degut a I’equaci6 d’estat, tenen dues variables independents, s’anomenen simples, 1
sera els que considerarem normalment.

Si X7 1 X5 son les altres dues variables d’estat que acompanyen a la temperatura 7', I’equacié
d’estat

F(X1, X2, T) =0 (1.3)

defineix una superficie a R* anomenada superficie d’estat. Tots els processos reversibles tenen
lloc sobre aquesta superficie, 1 venen per tant descrits per corbes contingudes a la superficie
d’estat.

A partir de les variables d’estat es poden definir altres propietats termodinamiques que, en
el cas de sistemes simples i emprant 1’equacié d’estat, seran, de fet, funcions de dues de les
variables. Aixi, si tenim una quantitat F', sera, en general

F=F(X1,Xo,T)=Fi(Xs,T) = F5(X,,T) = Fr(X3, X5) (1.4)

encara que és possible que alguna de les representacions no existeixi. La quantitat termodina-
mica [ es pot representar llavors a R® com una superficie parametritzada per les dues variables
independents escollides, i els canvis reversibles donaran lloc a corbes sobre aquesta superficie.
Per ser precisament variables d’estat, el canvi en F' entre dos punts no dependra del procés
reversible en particular que es segueixi. Si F' = F (X5, T'), llavors

AF = F(B) — F(A) = Fi(X3(B),T(B)) — F1(X2(A), T(A)).

Aquesta propietat pot emprar-se per calcular el canvi en F' seguint el cami que faciliti més els
calculs.

Si tallem la superficie d’estat amb plans perpendiculars als eixos s’obtenen corbes que depe-
nen de ’eix escollit. Per a un sistema qualsevol, les isotermes son les corbes obtingudes fixant
T. Per a sistemes (p, V, T), és costum representar p en funcié de V. Aixi, per a un gas ideal, les

isotermes son hiperboles

nRT

Per a aquests sistemes es defineixen a més les isobares, que tenen p fixada, i les isocores, que
tenen V' fixat.



1.2 Treball

Durant una transformacid, un sistema pot efectuar un treball extern IV positiu o negatiu:

W > 0 siel sistema fa treball sobre el medi exterior,
W < 0 siel medi exterior fa treball sobre el sistema.

Per tant, si W > 0 I’energia flueix des del sistema, mentre que si W < 0 I’energia flueix cap el
sistema. Aquest és un conveni historic, i de fet és una mica contra-intuitiu des del punt de vista
del sistema. Degut als origens de la termodinamica, com a ciencia de les maquines termiques,
es considera que €s positiu el treball que el sistema fa i que per tant és aprofitable pel mén
exterior.” Per exemple, si estirem o comprimim un fil de metall estem posant energia en el fil i
W < 0; en canvi, si aprofitem I’estirament o arronsament del fil per aixecar un objecte, estem
traient energia del fili W > 0.

Considerem un sistema simple (p, V, T'), i de moment pensarem que és el cilindre amb pistd
que hem descrit anteriorment. Suposem que el pisto esta a alcada h i que passa a algcada h+ Ah.
Si el pist6 té secciod .S, aixo vol dir passar de volum V' a volum V' + AV, amb AV = SAh. Si
en aquest procés considerem que la pressio externa és aproximadament constant i igual a pe,,
la forca que el sistema esta fent contra I’exterior €s F' = p.,; S, i el treball sera

AW = FAh = Peaxt SAh = Peaxt AV.

Fixem-nos que si AV > 0 el sistema s’esta expandint contra la pressi6 exterior i per tant fa
treball sobre el medi exterior; de la férmula tenim que AW > 0, tal com ha de ser pel conveni
adoptat. Amb la construcci6 usual que porta a la integral tindrem, si p.,; varia amb V', que el
treball al passar d’un volum V a un volum V3 sera 3

\%4:]
Wiasp = / Pe(V) V. (15)

Va
L’equaci6 (1.5) és absolutament general, tant si la transformaci6 €s reversible o no. Si és rever-
sible, pero, llavors la pressio exterior €s igual a la del sistema, p, que esta ben definida, i a més,
com que el sistema passa per estats d’equilibri, aquesta pressid es pot posar en termes de V' i T’
emprant 1’equaci6 d’estat. Resulta aixi

VB
Wi = [ v av (1.6)

Va

Per poder fer el calcul cal donar el sistema especific 1, a més, dir com 7" depen de V. Per

exemple, per a un gas ideal tenim que p = % 1
Y2 nRT
w= [ Zav
va V

%La convenci6 en la teoria de sistemes és justament a I’inrevés. La referéncia [3], tot i ser un llibre classic de
termodinamica, utilitza aquest conveni canviat.
3Encara que emprem dV/, aixd no és una integral triple.

7



Si el procés és isotermic 7' €s constant i obtenim Ilavors

V)

W = nRT log —2. (1.7)
Va

El raonament emprat pot aplicar-se als sistemes que hem considerat previament, i les expressi-

ons corresponents per a alguns d’ells son les segiients.

e Treball isotermic d’un fil de metall.

Lp
W=—[ T(LT)dL.

La
El signe menys és degut a que si 7 €s positiu cal fer treball sobre el fil per allargar-lo.

e Pila reversible. La forca electromotriu £ > 0 és I’increment de potencial electric que una
unitat de carrega rep al passar per la pila. Si AZ < 0 la pila es descarrega i 1’efecte final
és que s’ha comunicat energia —£AZ > ( al circuit exterior. Per tant

ZB
w=—| &2zT1)dz

Za

Fixem-nos que, en tots els casos considerats, si el sistema té estats (X, X5, T') el treball és

sempre de la forma
XaB

+ X1(Xo,T) dX, (1.8)
Xoa
on X; és la magnitud intensiva 1 X5 €s la magnitud extensiva, i per tant correspon geometrica-
ment a I’area de la Figura 1.1, llevat del signe. El signe és + per als sistemes (p, V, T'), pero és
— per al fil de metall i per a la pila reversible.

Pensant I’area associada al treball com una integral doble, és possible escriure el treball com
una integral sobre la variable intensiva Xj.

Les transformacions cicliques, o cicles, son molt importants en la presentacio 1 discussio
del segon principi de la termodinamica. Una transformacié és ciclica si I’estat final és igual
a lestat inicial. Obviament, si aixd es fa tornant a I’estat inicial revertint el cami seguit per
arribar fins a un cert punt, el treball total associat al procés sera zero. Es possible, perod, no fer-
ho aixi, i llavors el treball pot no ser nul. Per exemple, podem passar de A a B isotermicament
a temperatura 77, a B fer una transformaci6 que canvii la temperatura de 7; a 75, arribant a
un punt B’, anar isotérmicament a temperatura 75 fins a A’ i llavors fer un canvi invers de
temperatura que retorni a 77 en el punt A.

En qualsevol cas, per a un sistema simple, una transformacié que retorna al punt inicial
descriu una corba tancada en el pla de les variables X5, X; i d’acord amb I’interpretacié de
I’area com a treball, el treball associat a la transformaci6 ciclica €s, llevat del signe, igual a
I’area tancada per la corba. La Figura 1.2 illustra aixo per a sistemes (p, V,T). Si el cicle es



X

Xy
Xoa Xop

Figura 1.1: L’area IV és, llevat del signe, el treball fet pel sistema entre quan la variable exten-
siva X5 passa del punt A al punt B.

recorre en sentit horari, el treball realitzat durant 1’expansié ABC' és positiu i igual a 1’area
A’ABCC'A’, mentre que el treball durant la compressié6 C'DA és negatiu i igual en valor a
I’area A’ADCC"A'. El treball total és per tant positiu i igual a I’area encerclada ABC'D. Aixo
és degut a que I’expansié es fa, punt per punt, a una pressié superior que la compressio. Si el
cicle es recorre en sentit antihorari, tots els signes canvien i el treball fet pel sistema €s negatiu.

p

%

Figura 1.2: Transformaci6 ciclica d’un sistema simple (p, V, T'). El treball que fa el sistema és
positiu si la corba es recorre en sentit horari, 1 negatiu en cas contrari.



1.3 El primer principi de la termodinamica

El primer principi de la termodinamica és essencialment 1’afirmacié del principi de conservacio
de I’energia per a sistemes termodinamics.

Per a sistemes mecanics conservadors I’energia és la suma de les energies cinetica i potenci-
al, 1 és per tant una funci6 de I’estat dinamic (posicions i velocitats, o posicions i moments) del
sistema. Si no actuen forces externes, aquesta energia roman constant. Si A i B sén dos estats
d’un sistema aillat, i U4 i Ug sén les corresponents energies, llavors

Up = Uj.
Si al passar d’ A a B actuen forces externes que fan un treball —W sobre el sistema, llavors
Up=Uy—W. (1.9)

W és el treball que fa el sistema. Si W > 0, I’estat B té menys energia que 1’estat A.

Suposem ara que no coneixem els detalls de la dinamica del nostre sistema mecanic, 1 que
per tant no podem calcular I’energia a partir de I’estat. Pensant que volem arribar a (1.9) podem,
pero, donar una definicié empirica de 1’energia, de la forma segiient. Considerem un estat
arbitrari O, que anomenarem estat estandard, per al qual 1’energia és, per definicid, nulla:

Up = 0. (1.10)

Aplicant ara forces sobre el sistema, podem passar de 1’estat O a ’estat A. Definim llavors
I’energia en I’estat A, inspirant-nos en (1.9) i tenint en compte (1.10), com

Ug = =Wy, (1.11)

on IV, és el treball que fa el sistema (i —14 el que fem sobre el sistema). Si volem que U4 sigui
realment una funcié de 1’estat del sistema, el treball 14 ha de dependre sols dels estats inicial
O ifinal A, i no de la manera com passem de I’'un a I’altre. Aix0 €s quelcom que s ha de decidir
experimentalment. Sino es verifica, és que 1’energia no es conserva per al nostre sistema o que
hi ha altres formes de canviar I’energia del sistema, a més de fent treball extern. Suposant, pero,
que no és aquest el cas, prendrem (1.11) com a definici6 de I’energia del sistema.

Podem tot seguit relacionar dos estats arbitraris de la forma segiient. Passarem de A a B
anant primer a ’estat estandard 1 després fins a B. El treball total que fa el sistema en aquestes
dues etapes és

Wasp=-Wa+Wp

i és independent del cami particular, a través d’O, que hem seguit. Aplicant (1.11) a I’estat A i
al B queda
Up—Us=—-Wap

que és el mateix que (1.9). Cal notar que la construccié depen de 1’estat estandard O que s’ha
escollit. Si haguéssim triat un estat diferent O’ com a estat de referéncia, tindriem una energia
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U’ per a I’estat A. Es immediat demostrar que, si Wor_,o és el treball fet pel sistema al passar
d’0O’ a O, llavors
Us=Uy +Wo o,

i les dues definicions difereixen sols en una quantitat independent de 1’estat. Aquesta és la ben
coneguda constant arbitraria de la definici6 de 1’energia. Per tant

U;B—UA:UB—WO/ﬁO—UA—FWOI_)O =Ug —Uy,.

Com que a la practica sols interessa la diferencia d’energies entre estats, és irrellevant quin estat
de referencia es seleccioni.

Remarquem de nou que 1’energia de I’estat d’un sistema, com a treball per arribar-hi des
d’un estat de referéncia, cal que sigui una funcié de I’estat i que 1’energia d’A no depengui
del cami seguit per anar de 1’estat de referéncia a ’estat A. Imaginem que no fos aquest el
cas, €s a dir, que el sistema fes treball W, per anar d’O a A seguint una certa transformacid
Py 1 que fes treball 1V, entre els mateixos estats perd mitjancant una transformacié P». Sense
perdua de generalitat podem suposar que W; > W,. Llavors, arribats a A, podriem seguir
la transformacié P, en sentit invers, procés en el que hauriem d’invertir una quantitat W, de
treball. Amb aix0 haurfem tornat el sistema a I’estat original O (o qualsevol estat que vulgueu
emprar com a inicial) 1 tindriem una quantitat neta d’energia W, — Wy > 0: hauriem creat un
perpetuum mobile de primera especie, una maquina de moviment perpetuu que funcionaria com
a font inesgotable d’energia. Malauradament, aixd no és possible.*

Tot aquest raonament €s per a sistemes mecanics, on simplement hem suposat que desconei-
xem la dinamica del sistema 1 no podem calcular I’energia com a suma de les energies cinetica
1 potencial. Si ara volem repetir la construccid anterior per a sistemes termodinamics, caldra
admetre la possibilitat d’altres formes de bescanvi d’energia d’un sistema amb el seu entorn, a
més del treball (sigui mecanic o electromagnetic).

Sigui per exemple un sistema format per una certa quantitat d’aigua a pressié atmosferica, i
dos estats A1 B amb Ty < Ts. Podem anar d’ A a B per diversos camins. Podem, per exemple,
escalfar ’aigua directament sobre una flama. En aquest procés el sistema realitza una petita
quantitat de treball, degut a la petita expansi6 del volum de I’aigua al escalfar-se. Podem també
introduir unes pales rotatories a I’aigua i fer-les girar energicament fins aconseguir I’escalfament
desitjat. En aquest cas, a més del treball d’expansio, el sistema fa un treball molt més gran contra
les pales (mitjancant la for¢a de fregament). Veiem aixi que el treball necessari per anar d’A a
B depen del procediment que seguim. Si admetem el principi de conservacio de 1’energia per a
aquest experiment, hem d’acceptar que la diferencia de treballs mecanics entre els dos metodes
ha estat transferit al sistema, en el primer procediment, en forma de calor.

Per fer més precis aquest raonament procedim de la segiient manera. Posem el nostre sis-
tema en un contenidor, un aillant termic, que té la propietat que permet realitzar treball amb

“La construccié d’aquestes maquines és una deria habitual entre els aficionats sense formaci6 cientifica sdlida.
Les andromines que dissenyen, i fins i tot arriben a construir, estan generalment basades en complicats sistemes
de politges i rodes, a vegades amb aigua que cau per una banda i puja per I’altra, o en dispositius magnetics que
s’impulsen a ells mateixos.
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I’entorn pero no permet el pas de calor. En aquestes condicions, el treball Wa_,p realitzat pel
sistema sols depen dels estats inicial i final.’> Posant AU = Ug — Uy, tindrem

AU +Wa_p =0. (1.12)

Aquesta relacié permet definir experimentalment I’increment d’energia entre dos estats A i B
qualsevol, amb I’tnica condicié que la transformacié sigui en condicions d’aillament termic.
Per poder obtenir una expressié explicita en termes de les variables d’estat cal, pero, saber
calcular el treball entre els dos estats quan es passa de ’'un a I’altre en condicions d’aillament
termic. Com que I’energia €s una funci6 de 1’estat termodinamic, el resultat obtingut és, pero,
independent de que el procés sigui en unes condicions o altres, incloent-hi que sigui reversible
0 no. Aquesta €s una idea que es repeteix continuament en la termodinamica.

Amb el coneixement de AU en termes de les variables de I’estat inicial i final, podem repetir
ara I’experiment de passar de A a B en condicions arbitraries (sense 1’aillament termic). Com
que la transicié és entre els mateixos estats, si volem mantenir la llei de la conservacié de
I’energia, tindrem el mateix AU, pero ara el treball W 4_, g realitzat sera, en general, diferent de
VAVA_> g. Per tant ara el membre dret de (1.12) sera diferent de zero

AU +Wap = AQ. (1.13)

La quantitat A és I’energia que ha rebut el sistema en forma diferent de la de treball i I’a-
nomenarem, per definicid, la quantitat de calor (o simplement calor) rebuda pel sistema en la
transformacié d’A a B que estiguem considerant. Fixem-nos que el conveni de signes és tal
que AQ > 0 augmenta I’energia del sistema, mentre que W4 .5 > 0 la disminueix. L’equa-
ci6 (1.13) és I’expressi6 del primer principi de la termodinamica, és a dir, la conservacio de
I’energia per a sistemes termodinamics. En esséncia, igual que per als sistemes mecanics, esta
afirmant que existeix una funcié U de I’estat del sistema, que actua d’inventari de tots els fluxos
d’energia del sistema amb I’entorn.

En el context de la termodinamica I’energia U s’anomena energia interna, i s, en general,
una funcié de les variables termodinamiques del sistema. De fet, emprant 1’equacié d’estat
del sistema, podrem, per a sistemes simples, pensar que I’energia interna €s funcié de dues
qualsevol de les variables. Aixi, per a sistemes (p, V,T'), podem pensar que U = U(V,T),
U=U(p,V),oqueU =U(p,T).

Per a una transformacio ciclica I’estat final és el mateix que I’inicial, i per tant AU = 0. En
aquest cas el primer principi pren la forma

AW = AQ, (1.14)

amb AW el treball fet pel sistema al llarg del cicle.

3Cal, perd, que els dos estats es puguin assolir des de I’estat de referéncia en les condicions de I’experiment,
€s a dir, amb el sistema aillat térmicament. Veurem que aix0 no és sempre possible, perd que llavors si que és
possible el procés invers, passar de 1’estat d’interes al de referéncia; en aquest procés el sistema realitzara un
treball fVAVA_> B, 1 per tant podem definir igualment VAVA_> B.

12



Es pot veure ([1], pagines 17-19, o capitol 4 de [3]) que la definici6 abstracta de calor que
hem fet coincideix amb el concepte de calor emprat a la calorimetria. En aquesta branca de
la fisica la calor es mesura en calories. Una caloria es defineix com la quantitat d’energia que
cal per passar de 14, 5°C a 15, 5°C un gram d’aigua a pressié atmosferica. Pel primer principi,
aquesta unitat ha de tenir una equivaléncia amb les unitats d’energia/treball, i la determinaci6
d’aquesta relacié va ser un dels resultats originals de Joule. Els experiments no son, pero,
senzills de fer amb precisid, 1 el 1950 el CIPM (Comité International des Poids et Mesures) va
publicar el valor, obtingut com a mitjana de diversos experiments,

1caljs = 14,1855, (1.15)

on el |5 fa referencia a les temperatures implicades (hi ha també una cal, i una calsyy). De fet,
hi ha diverses definicions de caloria, algunes d’elles relacionades amb la nutricié (en qualsevol
cas, la caloria dels dietistes, que es designa per Cal, és, aproximadament, 1000 vegades la calys;
no tenir en compte aixo us podria portar a la conclusié de que, amb el que mengeu, dificilment
podrieu pujar a peu uns quants pisos).

Anem a aplicar ara el primer principi al cas de sistemes termodinamics (p, V,T'). Tal com
hem dit, I’energia interna U és, degut a I’equaci6 d’estat, una funcié de dues d’aquestes varia-

bles. Degut a aixo, escriure
oUu

aT
és ambigu, degut a que no es sap si la funcié és U(V,T) o U(p,T). Aix0 es podria solucionar
escrivint els argument de la funcid, per exemple, si €s el cas,

oUu

a_T(pv T)

pero és tradicid en la literatura termodinamica indicar amb un subindex quina és la variable que
€s constant en el calcul de la derivada parcial. La derivada anterior seria, per tant,

(8U>
orj,
Es habitual també pensar en variacions infinitesimals i escriure el primer principi com

dU +dW =dQ. (1.16)

El problema d’aquesta notaci6 és que fa pensar en diferencials de funcions. Aix0 és correcte
per a I’energia interna U, que és una funci6 de les variables d’estat, perd no per al treball 1/
o la calor (), que no tenen cap valor definit en un estat, ja que les seves variacions depenen de
com s’arriba a aquest estat. Per tenir en compte aixo s’escriu sovint

dU + W = 6@ o,coméselcasde [3], dU + dW = dqQ.
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Més endavant emprarem la notacié 0(¢), perd de moment usarem (1.13), i pensarem que, si X
€és una variable termodinamica, llavors A X és prou petit per a que el canvi correspongui a una
transformaci6 reversible.

Des d’un punt de vista purament matematic, la 1-forma pdV" no és exacta (en I’espai d’estats
independents (p, 1)), i per tant no es pot escriure com la diferencial d’una 0-forma W, dWW, i
el mateix passa per tant amb dU + pdV'.

Si pensem que U = U(V, T') podem escriure

U U
AU_(gflfﬂﬂ%CﬁJTAV (1.17)

Combinant aixo amb el primer principi (1.13), i tenint en compte que per a sistemes simples
(p, V,T) es té que AW = pAV, s’obté el primer principi en la forma

ou ou
(), oo () s

De la mateixa manera, pensant que U = U(p,T) o que U = U(p, V'), s’obtenen, respectiva-

ment,
oU oV oU oV
v 7 T = il = ,
<8T)p+p<aT)pA*Kap%”(apu@ Ag, A9

(8U ) Ap+ (8U > N
- P 7 p
op ) oV »

La capacitat calorifica, C', d’un objecte €s la ratio entre la calor absorbida i I’augment de
temperatura aconseguit, en el 1imit que les variacions sén arbitrariament petites:

AQ

AV = AQ. (1.20)

Aquest valor no esta, pero, definit si no s’especifiquen les condicions sota les que es produeix
I’escalfament. En particular, hom té la capacitat calorifica a volum constant, C',, i la capacitat
calorifica a pressi6 constant, C,. Posant AV = (0 a (1.18) i emprant (1.21) hom té

oU
Cy == 1.22
que és, en general, una funcié de (V,T'), mentre que, posant Ap = 0 a (1.19), surt
oU ov
Cp = (a—T)p +p (a—T>p, (123)
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que depén de (p,T"). Per a la majoria de substancies i estats, C, > C',, degut a que, a pressié
constant, una part de la calor absorbida fa treball d’expansi6. Aixo és justament a I’inrevés per
a I’aigua entre 0°C 1 3, 98°C, ja que en aquesta regio la densitat augmenta amb la temperatura
en lloc de disminuir, de manera que (g%)p < 0. Aixo és el que permet que, generalment, sols
es congelin les capes superficials dels Ilacs.

Considerem ara, com a exemple de sistema simple (p,V,T'), un gas ideal. Es pot veure
experimentalment (capitol 5 de [3] o secci6 II-5 de [1]) o demostrar tedricament, a partir de la
teoria cinetica dels gasos (capitol 6 de [3] o seccid 8.2 de [2]) que I’energia interna d’un gas

ideal és sols funci6 de la temperatura absoluta
U=U(T). (1.24)

L’energia interna no depen, per tant, ni del volum ni de la pressid. Aixo es pot entendre intu-
itivament tenint en compte que el model del gas ideal consisteix en particules puntuals sense
interacci6 entre elles, i interaccionant sols amb les parets del recipient per produir la pressio.
En aquestes condicions, tota I’energia interna és energia cinetica, i aquesta sols depen de la
temperatura. Per a un gas ideal, I’equaci6 (1.22) esdevé

dU

Cy = —.
Voar

(1.25)

De fet, pot demostrar-se (secci6 8.2 de [2]) que per a un gas ideal U(T") és lineal en T', i CYy
€s per tant constant. Integrant (1.25) resulta

U(T) :Ov(T—T0)+UO =CyT+ K, (1.26)

on Up és I'energia interna en ’estat de referencia donat per Tp. A més, la forma (1.18) del
primer principi €s ara
Cy AT + pAV = AQ. (1.27)

A partir de I’equaci6 d’estat pV = nRT' tindrem, considerant una transformacié petita a partir
d’un estat d’equilibri,
pAV + VAp =nRAT.

Combinant aixo amb (1.27) resulta
(Cv +nR)AT — VAp = AQ.

Si ara considerem que la transformacié és a pressié constant, sera Ap = 0, i emprant (1.21)
obtenim
Cy +nR = Cp.

Aquest relacié entre les capacitats calorifiques d’un gas ideal s’acostuma a escriure per a un
mol de gas, entenent que cy 1 ¢, son les capacitats d’un mol. Queda aixi

cy + R =cp. (1.28)
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Una aplicaci6 de la teoria cinetica (vegeu les referéncies ja citades) mostra que, de fet,

%R si el gas és monoatomic,
cy = (1.29)
gR si el gas és diatomic.

Emprant (1.28) s’obté llavors

Nt

R siel gas és monoatomic,
cp = (1.30)
R siel gas és diatomic.

NJEN]

1.4 Transformacions adiabatiques. Cicle de Carnot

Es diu que una transformacié d’un sistema termodinamic és adiabatica® si és reversible i si el
sistema esta aillat termicament, de manera que no es produeixi cap bescanvi de calor entre ell 1
el seu entorn durant la transformaci6. La transformacié que hem considerat en el primer pas de
la definici6 de I’energia interna és, per tant, adiabatica.

Podem expandir o comprimir un gas posant-lo en un cilindre amb unes parets 1 un pisté
perfectament aillants, i movent el pisté molt lentament. Si permetem una expansié adiabatica,
el gas fa un treball AW > 0 contra I’exterior. Com que AQ = 0, resulta AU = —AW < 0
1 'energia interna del gas decreix. Per a gasos ideals veiem, de (1.26), que aix0 implica un
descens de temperatura (aixo0 €s cert també per a quasi tots els gasos reals).

Per tal d’obtenir una relacié quantitativa entre el canvi de temperatura i el canvi de volum
en la transformacié adiabatica d’un gas ideal, posem AQ = 0, AW = pAV i AU = CyAT en
I’expressié del primer principi:

Cy AT + pAV = 0. (1.31)
De I’equaci6 d’estat podem obtenir p en funcié de V' i T',
_ nRT
P=y
1, substituint a (1.31), obtenim
Cy AT + gAV = 0. (1.32)

Aix0 és una equacié que relaciona els canvis de 7" amb els de V en el pla (V, 7). En el limit
AV — 0 obtenim una equacié diferencial ordinaria per a la funcié 7'(V):
dT

T
CVW + HRV =0. (1.33)

%A vegades s’utilitza el terme adiabatic en el sentit més general d’una transformaci6 d’un sistema térmicament
aillat, sigui reversible o no, i el cas reversible s’anomena llavors isentropic.
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Aix0 és de variables separades i la soluci6 és

R
logT" + ni log V' = constant,
Cy

TV% = constant. (1.34)

Posant C'yy = ncy 1 tenint en compte la relaci6 (1.28) resulta
TV7~! = constant, (1.35)

on

S _ { 5/3 per a un gas monoatdmic, (1.36)

cv 7/5 per aun gas diatdmic,
és el coeficient adiabatic del gas. Emprant I’equacio d’estat pV' = nRT, les corbes adiabatiques
es poden també escriure en el pla (V, p),

pV7 = constant, (1.37)

oenelpla(p, 1),
p'~7T" = constant. (1.38)

L’equaci6 (1.37) es pot comparar amb la de les isotermiques
pV = constant.

Enel pla (V, p) les corbes adiabatiques sén per tant qualitativament semblants a les isotermiques
pero, degut a que v > 1, tenen més pendent. Existeix un tipus especial de transformacio ciclica
que combina les transformacions isotermiques i adiabatiques, i que es coneix amb el nom de
cicle de Carnot, i que apareix representat a la Figura 1.3. Comengant a I’estat A, es realitza
una expansio isotermica a temperatura 7}, fins arribar a 1’estat 3, punt on comenga una nova
expansiO, per0 ara adiabatica, que fa que la temperatura baixi fins a 75. Es produeix llavors
una compressid isotermica fins assolir un estat connectat adiabaticament amb I’estat inicial.
Finalment, es retorna a I’estat inicial amb una compressi6 adiabatica, que fa pujar la temperatura
fins a 7. En el sentit horari mostrat el cicle fa treball, prenent calor a temperatura 7} i lliurant-
ne a la temperatura més baixa 75. Si es recorre en sentit antihorari, I’entorn fa treball sobre el
sistema, agafant calor a temperatura 75 i lliurant-ne a la temperatura més alta 7} (i actuant per
tant com un frigorific).

Si la substancia sotmesa al cicle és un gas ideal, ’energia interna sols depen de la tempe-
ratura, i per tant no varia durant I’expansi6 isotermica a temperatura 7. Com que en aquesta
expansio el gas fa un treball 11; > 0, tindrem que la calor associada sera

Q1:W1>O
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Figura 1.3: Cicle de Carnot en el pla (V, p). En vermell les isotermes i en blau les adiabatiques.
En el sentit dibuixat, tant (); com ()5 son positius. A més, T} > T5.

1 per tant el gas absorbeix calor en el procés. En la compressio isotermica és 1’entorn el que fa
treball sobre el gas i per tant W, < 0. La calor corresponent la designem per () i verifica

@2=W2<07

i per tant el gas despren calor. Es costum treballar amb el valor Q, = —Q, d’aquesta calor que
va del gas a I’entorn, i per tant ()2 > 0.

Una aplicacio6 simple 1 interessant de I’expansio adiabatica d’un gas la proporciona el calcul
aproximat del descens de temperatura atmosferica amb I’algada sobre el nivell del mar. L’e-
fecte fisic principal és I’existencia de corrents de conveccié que transporten continuament aire
calent amunt i aire fred avall. Quan I’aire de les regions baixes puja a regions de pressié més
baixa s’expandeix. Degut a que 1’aire és un conductor de la calor molt pobre, el procés es pot
considerar aproximadament adiabatic, de manera que disminueix la temperatura (per tant, 1’ aire
que puja no es refreda degut a que I’aire que troba ja sigui fred). En el procés invers, 1’aire que
baixa es comprimeix adiabaticament i s’escalfa.

Per fer el calcul, considerem una columna d’aire d’un metre quadrat i una llesca de la matei-
xa a alcada h, entre h i h + Ah. La diferéncia de pressié entre la superficie inferior i la superior
de la llesca és deguda al pes de la mateixa, i per tant

Ap = —pgAh, (1.39)

on p és la densitat de I’aire. L’ equacio del gas ideal es pot escriure en termes de la massa de gas
i de la massa molar M com

pV = T-RT. (1.40)
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1 la densitat és llavors

m M
= — = —0. 1.41
P=v = rr? (1.41)
Posant aixo a (1.39) queda
M p
Ap = —g—=Ah. 1.42
P="9RT (1.42)

Derivant (1.38) s’obté immediatament la relacié entre els canvis de pressio i1 temperatura sobre
una adiabatica A AT
P
)= == 1.43

0 =D=F =77 (1.43)
Combinant 1lavors (1.43) amb (1.42) podem escriure la relacié entre les variacions d’alcada i
de temperatura,

AT  yv—1gM

Ah v R’
Tenint en compte que 1’aire és essencialment una barreja de gasos diatomics (7 = 7/5) i que la
massa molar mitjana de ’aire és M = 28.9 g mol ', hom té que el membre dret de (1.44) és

(1.44)

y—1gM  29,8ms2-289-107%kgmol ™’

-3 -1
~ R 7 8,3 mol 'K =97 107 Km™,

€s a dir, quasi 10 graus per kilometre. La variacio real de la temperatura a la troposfera (fins a
uns 10 km d’al¢ada) que és on les hipotesis emprades tenen sentit, €s forca constant, tal com
prediu el nostre model, perd d’un valor menor, d’uns 7 graus per kilometre. El principal motiu
de la discrepancia és la condensacié del vapor d’aigua en les masses d’aire que s’expandeixen i
refreden. Aquest vapor d’aigua allibera, al condensar-se, una certa quantitat de calor, i el balang
no és tant negatiu com el que ha resultat dels nostres calculs.

Per recordar

El primer principi de la termodinamica afirma que, donat un sistema termodinamic, existeix
una funcié U de les variables d’estat, anomenada energia interna, tal que, en qualsevol procés

AU + AW = AQ.

En una transformacio6 de I’estat A a I’estat B, el treball AW i el flux de calor AQ) poden
dependre del cami seguit, perd AU = U(B) — U(A).

L’energia interna té cura de 1’inventari de fluxos d’energia entre el sistema i el seu entorn.
La no existencia de la funcié energia interna solucionaria immediatament tots els problemes
energetics, en un Univers, perd, forga diferent del que coneixem.
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Exercicis

1. Considereu dos gasos ideals separats per una paret diatermica, €s a dir, una paret perfec-
tament conductora que no permet cap gradient de temperatura. Digueu quines sén les
variables termodinamiques del sistema, 1 escriviu les equacions d’estat.

2. L’equaci6 d’estat de Van der Waals es pot escriure en termes d’unes variables reduides
Pr, Vg 1 Tr de manera que sigui independent de les constants a i b, propies de cada gas.
Siguin

%b?’ ve =3b, RTo= %

Els factors numerics son arbitraris, pero entendreu 1’eleccio en el problema que segueix a

aquest. Definim

pc =

P v T
pr=-—, vp=-—, Tp=—.
pc Ve Tc

Demostreu que en termes de les variables reduides 1’equacié de Van der Waals és

+3 L 8T >1
— Vp— = | == v —.
PRr UIQ% R 3 3Ra R 3

Demostreu que el punt critic (p,v,T) = (pc, ve, Te) és un punt d’equilibri termodinamic
per al gas de Van der Waals.

3. Considereu I’equaci6 de Van der Waals en forma reduida

L3 1y _8, 1
— ) (v—2=)== v > -,
P 3) 30 3

(a) Escriviu I’equaci6 de les isotermes p = p(v) per a T fixada.

(b) Demostreu que, depenent de si 7" esta o no per sota d’un cert valor 7}, les isotermes
tenen dos extrems relatius o no en tenen cap. Emprant aquest resultat, dibuixeu la
forma general de les isotermes, distingint els dos casos possibles.

(c) Demostreu que 7, = 11 que, per tant, en termes de les variables originals, la forma
de les isotermes és qualitativament diferentperal > T iperal < 1.

4. Es tenen 2 kmol de gas ideal a 0°C, i es comprimeixen de forma reversible des de 4 m?
a 1 m® a temperatura constant. Digueu si el sistema fa treball o és I’exterior el que
fa treball sobre el sistema, i calculeu el valor d’aquest treball. Recordeu que 7T'(K) =
t(°C) + 273, 15.

5. Calculeu el treball isotermic al passar d’un volum V4 a un volum V3 per a un gas de Van
der Waals.
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

. Emprant el resultat del problema 5, repetiu el problema 4 per a I’amoniac, considerat com

un gas de Van der Waals amb a = 4,225 - 107! Jm®mol=2i b = 3,707 - 107> m® mol !,
1 compareu els resultats.

. L’equaci6 d’estat d’una cert fil elastic és

L L2
T—KT(LTﬁ)

on K és una certa constant propia del material i Ly és una funcié de 7'. Calculeu el treball
necessari per comprimir, reversible i isotermicament, un fil de longitud L fins a la meitat.

. Escriviu el treball realitzat per un gas ideal que es transforma isotermicament entre V4 i

Vg com una integral sobre la pressio, i calculeu-la. Demostreu que el resultat coincideix
amb el que s’obté de (1.7) quan s’expressa en termes de les pressions inicial i final.

. Calculeu quants Joules so6n absorbits per 3 mols d’un gas ideal que s’expandeix isoter-

micament des d’una pressié de 5 atmosferes fins a 3 atmosferes a 0°C. Recordeu que
1 atmosfera = 0.98 - 10° Pa.

Escriviu les diverses formes del primer principi, a nivell de les equacions (1.18)—(1.20),
per a la pila reversible.

Suposeu que un gas de Van der Waals té una energia interna per mol donada per

a
Ty =cr -2
u(v,T) =c¢ =

on ¢ > 01 a és la mateixa constant que apareix a I’equaci6 d’estat. Calculeu les capacitats
calorifiques molars cy i ¢,.

Calculeu el treball associat a una transformaci6 adiabatica d’un gas ideal que es troba a
I’inici a pressi6 p4 i té volum V4 i1 passa a tenir volum V3.

Un gas ideal diatdmic s’expandeix adiabaticament fins a un volum 1.35 vegades 1’inicial.
Calculeu la temperatura final sabent que la inicial era de 18°C.

Calculeu I’energia interna d’un gas ideal seguint el procés explicat en el text (equacid
(1.12)), i vegeu que dona el mateix que (1.26).

Un cert sistema (p, V,T') té energia interna donada per U(p,V) = ap?V, on a > 0 és
una constant. Calculeu I’equaci6 de les corbes adiabatiques en el pla (V, p).

Referint-nos a la Figura 1.3, demostreu que, en un cicle de Carnot per a un gas ideal,

VaVe = VBVp.
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17.

18.

Calculeu el treball total que fa un gas ideal sotmes a un cicle de Carnot, en termes de les
temperatures 71 1 75 i els volums V4 1 V3, amb tots els valors referits a la Figura 1.3.

Dibuixeu un cicle de Carnot, per a un gas ideal, en el pla (p, 7)) ienel pla (V,T).

Indicacions per als exercicis

1.

3.

Les variables d’estat son (pq, po, Vi, V2, T), i les equacions d’estat p; V) = ny RT', poVa =
nyRT, que determinen una hipersuperficie tridimensional a R,.

. El punt critic (pc,ve, Te) correspon a (1,1,1) en termes de les variables reduides, i

aquest punt satisfa I’equacié de Van der Waals reduida.

(a) Les isotermes sén
8T 3

3v—1 _§:p<v>'

p:

(b) De p/(v) = 0 s obté 4Tv* = (3v — 1)2. Els zeros poden determinar-se comparant
graficament la parabola cubica de I’esquerra amb la parabola de la dreta. Depenent
de 7', hi ha dos zeros diferents, un de doble o cap. La grafica de p(v) es pot lla-
vors dibuixar esquematicament per a v € (1/3, 4+00), amb lim__, 1t p(v) = 400 i

lim, o p(v) = 0 en tots els casos. Per a T > T, no hi ha cap extrem, i la pressio
decreix monotonament amb v, mentre que per a 7' < 7 hi ha primer un minim i
després un maxim, amb decreixement posterior cap a zero. Per a T' = T, el zero
doble correspon a un punt d’inflexio.

(c) El valor de T, es pot determinar demanant que 473 i (3v — 1)? siguin tangents en
el punt d’interseccid. Aixo portaa v = 117, = 1, que en termes de variables no
reduides és el punt critic (pc, ve, Te)

. Cal aportar treball exterior per comprimir un gas ideal a temperatura constant. Hom obté

W =-6.29-10°] < 0.

. El treball és

Vi — nb 11
W =nRTlog -2 4 an? [ — — =) =W, + W
VA—nb

Si Vg > V), llavors Wy és positiu, mentre que W5 és negatiu. Aixo és degut a que W,
reflecteix la contribucié de les forces atractives modelades en el gas de van der Waals,
que fan que s’hagi d’aportar treball per separar les particules. El terme W, és com el del
gas ideal, amb la modificaci6 del volum finit de les particules. Si tenim una compressio,
Vg < V4 iels signes son a I’inrevés.
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6. Tenim una compressié. W, = —6.56 - 10 J, W, = 1.27-10°Ji W = —5.29 - 10° J, que
€s menor, en valor absolut, al treball que cal aportar en el cas del gas ideal, degut a que
I’atracci6 de les particules afavoreix la compressio.

7. El treball és

Lo
W= QTMML:4H2%<Q

Lo
que indica que, en aquesta compressié del fil, fem treball sobre el sistema. Aixo €s el que
ha de ser, ja que estem disminuint la longitud i, en I’interval considerat, 7 < 0.

8. Hom té

PB PB T
W = / (Ve — Va)dp + / <£ - VA) dp =nRT log — =nRTlog E
0 pa p VA

Hom pot fer també el calcul emprant el teorema de Green, en la forma

lsoerma 1
W = area((VA,pA),(VA70),(VB,O)7<VB,pB) ; (VAapA)) 2% (_pdv+‘/dp)
Cy

9. Eltreball déna W = 3478.4J, 1 com que el procés €s isotermic no hi ha variaci6 d’energia
interna (per ser un gas ideal). Per tant Q = W = 3478.4J > 0, que és calor absorbit pel
gas.

10. Les variables d’estat sén (Z, T, £),iel treball és AW = —EAZ. Les diverses expressions
del primer principi s6n

s - () 0 (39),-2)
s = ((3),-<() Jor+ (%),
s - (), 20 (), )=

11. Hom té que

0z
- (a),)

a
UV, T) =ncl —n*—
(V.T) = neT —n*L,

ou
v (ar),

1, per tant, ¢y = c. Per poder calcular
(8V)
ory,

oUu
Cp = <6_T)p +p
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12.

13.

14.

necessitem U (p, T"), donada per

a

Up,T) = ncT — n? )
1) V1)

No podem obtenir V' (p, T') explicitament a partir de ’equacié d’estat, pero

(), e i (3
ar ), V2(p, T)\oT )

= net () (po JCa_
P or ) \' TV, 1))

Derivant implicitament I’equaci6 d’estat i substituint hom obté, finalment,

i llavors

Ccp =C+ d
’ 1—2(¥ —b)" 25
En el limit ¥ >> b, resulta
s R R
1—2R‘%U 1—&

que és el resultat que es troba més facilment a la literatura.
Emprant pV/? = k tenim

& ' - k —7+1 —7+1
W= pdV:k:/ V”dV:Tl(VA -V ) =
Va Va Y

Emprem que 7'V?~! = constant, amb v = 7/5. Hom té que

T
Ty = ———+ = 25822 K = —14.9°C.
27 (1.35)7/5
Si el gas és monoatomic surt 75 = —34.8°C.
La calcul de I’energia interna seguint la construcci6 del text és

— _WOHestat o _pO‘/b —pV — ki nRT

U adiabatic — S -1 -1 =k+CyT,

que és el resultat correcte per a un gas ideal.
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15.

16.

17.

18.

19.

La condici6 de transformacié adiabatica, AU + pAV = 0 porta a I’equaci6 diferencial

dp  l+ap
dv. 2aV '’

amb soluci6 V'/2(1 4 ap) = constant. El mateix métode de calcul, aplicat a un gas ideal,

amb
pV

Up,V)=k+Cy—
(p> ) + VTLR,
porta a pl/7 = constant.
Combinant T,V ™' = T,V i T,V ™' = T,V ™, hom obté immediatament
(VaVe)™ = (VaVe) ™,
1 d’aqui el resultat desitjat.
Hom té
Vi
Wasp = nRTlog -2 >0,
Va

pVB — pcVe nik

Wpoe = o— :7—1<T1_T2)>0’
Vb
Wep = nRTglog—<O,
Ve
Vp —paV, R
Wpos — PpVp —pa A _ n (TQ—T1)<O,
v—1 v—1

1, en el cicle complet,

V VD Pro Vi
W = nRT; log -5 4 nRT, log 2D Prop(io) nR(T) — T3) log = > 0.
VA VC VA

En el pla (p,T) les isotermes sén rectes horitzontals i les adiabatiques corbes T =
1

1—1 L . . 2
constant - p 7, que com que v > 1 son creixents. En el pla (V,T) les isotermes sén
també rectes horitzontals, i les adiabatiques sén 7' = $EE, que sén corbes decreixents.

Hom té dU + pdV = CydT + pdV. Escollint (p, V') com a variables d’estat independents
tenim

nR vR

que no verifica la considicié d’igualtat de derivades creuades i que per tant no és exacta.

v
dU +pdV' = Cvd (%) +pdV = (& + 1) pdV + &Vdp,
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Capitol 2
Segon principi i entropia

El primer principi de la termodinamica prohibeix la creacid neta d’energia, pero no posa limits
en la conversié d’un tipus d’energia en una altra. Si sols tenim en compte el primer principi,
res prohibeix construir, per exemple, un vaixell que agafi calor del mar i el converteixi en
treball per impulsar-se, sempre i quan el treball obtingut no superi la calor adquirida. Aquesta
construccid, si fos possible, constituiria un perpetuum mobile de segona especie. Es, perd, un
fet experimental, que pot obtenir-se també teoricament a partir de les teories microscopiques de
la materia, que no €s possible construir una maquina d’aquesta mena, i aix0 constitueix la base
del segon principi de la termodinamica.

Cal remarcar que les limitacions estan en la conversio6 de calor en treball, i no en la de treball
en calor. Qualsevol quantitat de treball pot, mitjancant els mecanismes que calgui de friccid,
convertir-se en una quantitat equivalent de calor.

Seguirem principalment els capitols 3 i 4 de [1]. En el capitol 7 de [3] podeu trobar molts
exemples de maquines termiques, algunes de les quals considerarem en els exercicis. El capitol
2 de [2] proposa una certa quantitat de problemes conceptuals.

2.1 Enunciats del segon principi

Un objecte que es mantingui a temperatura constant 7" durant una transformacié durant la que
pot bescanviar calor amb I’entorn, pero no efectuar o rebre treball, s’anomena una font de calor
a temperatura T'. Aquest és un concepte ideal, ja que qualsevol objecte que bescanvii calor
sense treball canviara la seva temperatura. Una font de calor es pot realitzar, per0, de manera
aproximada si pensem que t€ una capacitat calorifica molt gran' comparada amb la dels sistemes
amb els que té interacci6. Una piscina d’aigua de 50 m® a 20°C és una bona font de calor a 20°C
per a un cilindre de 2 litres de gas submergit en ella.
L’enunciat de Lord Kelvin? del segon principi diu aix{

'Degut per exemple a que conté una gran quantitat de materia.
2William Thomson, 1824-1907.
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Segon principi — Lord Kelvin. Es impossible una transformaci6 tal que el seu
dnic resultat sigui convertir en treball la calor extreta d’una font.

Cal remarcar que
e la font de calor, per definicid, es manté a temperatura constant.

e la conversi6 de calor en treball és I’inic canvi. Per tant, el sistema que adquireix la calor i
fa el treball ha de tornar a I’estat inicial: la transformacié de I’enunciat ha de ser un cicle.

El suport per a I’enunciat de Lord Kelvin és el fracas de tots els intents de construir un perpetu-
um mobile de segona especie.

La Figura 2.1 mostra una representacio grafica d’aquest enunciat. Seguint amb la notaci6
emprada per al cicle de Carnot, considerarem que totes les quantitats de calor sén positives i
posarem explicitament el signe o, en el cas d’una figura, indicarem el sentit.

N

T

7

Figura 2.1: Il'1ustracié de I’enunciat de Lord Kelvin del segon principi. La situacié mostrada és
impossible. Pel primer principi, Q) = W.

L’enunciat de Clausius® del segon principi és el segiient

Segon principi — Clausius. Es impossible una transformacié tal que el seu vinic
resultat sigui transferir calor d’un cos a una certa temperatura a un cos a una tem-
peratura superior.

Aquest enunciat apareix illustrat a la Figura 2.2.

e Las fonts sén una classe especial de cossos. Els cossos de I’enunciat poden ser fonts de
calor, pero no cal que ho siguin. La seva temperatura en acabar el procés pot haver variat.

e El sistema que efectua la transmissi6 entre els dos cossos ha de tornar a I’estat inicial.

3Rudolf Clausius, 1822-1888.
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e En particular, suprimint el sistema del mig, I’enunciat implica que la calor no pot anar
d’un cos a temperatura més baixa a un cos a temperatura més alta, sense que passi res
mes.

El suport experimental d’aquesta forma del segon principi €s que el procés descrit no s’ha vist
mai que passi espontaniament, i tampoc s ha aconseguit crear una maquina que el produeixi i
torni al seu estat inicial.

Ql Qh

Figura 2.2: Il1ustraci6é de I’enunciat de Clausius del segon principi. Si 7, > 1;, la situacid
mostrada és impossible. Pel primer principi, ), = ().

Els dos enunciats sembla que no tinguin res a veure I’un amb 1’altre, i n’hem de demostrar
I’equivalencia. Per fer-ho, veurem que la negacié de cadascun d’ells implica la negacié de
I’altre.

No Kelvin = No Clausius

Suposem que I’enunciat de Kelvin no €s cert. Llavors podriem efectuar una transformacié amb
I’Gnic resultat d’extreu-re, d’una font a temperatura 77, una certa quantitat de calor i convertir-la
en treball. Aquest treball es podria després emprar per convertir-lo de nou en calor, per exemple
mitjancant fregament, i elevar la temperatura d’un objecte que ja estigués a una temperatura
T, > T). L’unic resultat del procés global seria passar calor d’una temperatura més baixa a una
de més alta, en violacid de I’enunciat de Clausius.

Per demostrar I’altra implicacié emprarem un sistema que implementa un cicle de Carnot.
Recordem que en un cicle de Carnot el sistema absorbeix una quantitat de calor ¢); > 0 d’una
font a temperatura 77 i en cedeix una quantitat () > 0 a una font a temperatura 7, < T,
obtenint un treball W/ > 0 igual a I’area del cicle. Com que el sistema retorna a 1’estat inicial,
AU = 0 i el primer principi déna 0 + W = @1 — @2, és a dir

W= — Q. 2.1)

No Clausius = No Kelvin

Suposem, en contradiccié amb I’enunciat de Clausius, que €s possible transferir una certa quan-
titat de calor (); d’una font a temperatura 7; a una font a temperatura 7, > 7}, de manera que
el sistema no pateixi cap altra canvi. Construim ara un cicle de Carnot que funcioni entre les
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isotermes 7}, i T}, prenent de la font a temperatura 7}, la mateixa quantitat de calor (J; que havia
rebut en el primer procés. La font a temperatura 7}, queda per tant, en el procés global, en el
mateix estat en que estava. Suposem que el cicle de Carnot fa un treball W > 0, 1 per tant
retorna a la font a temperatura 7; una calor ), = )1 — W. La font a temperatura 7}, en el
procés global, ha emes una quantitat de calor Q) = Q); — @, = W > 0, que ha estat convertida
en treball pel sistema que ha fet la segona transformacié. El procés total contradiu per tant
I’enunciat de Lord Kelvin.

2.2 La temperatura termodinamica

En aquesta secci6 considerarem que tenim una definicié qualsevol de temperatura, no necessa-
riament I’absoluta, amb valors que denotarem per ¢.

Anomenarem maquina a un sistema que realitza transformacions de calor en treball i vice-
versa, 1 considerarem una maquina que descriu un cicle entre dues fonts a temperatures ¢; (més
baixa) i t;, (més alta), realitzant un treball 11" a cada cicle, i absorbint una quantitat de calor
@n de la font a temperatura més alta i retornant-ne (); a la font a temperatura més baixa. La
maquina no ha de descriure necessariament un cicle de Carnot, perd ha de ser un cicle. En
aquestes condicions, tenim el segiient

Lema 2.2.1 SiW > 0, llavors Q; > 0i Qp, > 0,

Demostracié Com que la maquina opera en un cicle, W = Q;, — Q.

Suposem primer que ); < 0, és a dir, que la maquina ha absorbit en un cicle una quantitat
de calor —(); > 0 de la font a temperatura menor ¢;. Podriem llavors posar en contacte térmic
les dues fonts i deixar que la calor fluis espontaniament de la font a temperatura més alta cap a
la font a temperatura més baixa fins que aquesta hagués recuperat tota la calor que la maquina
li havia pres en el cicle. D’aquesta manera, la font a temperatura ¢; quedaria igual que al
comencament, i 1’Unic resultat final d’aquest procés seria que una quantitat de calor —Q;+ Q) =
W > 0 hauria estat agafada de la font a ¢} i convertida en treball W' > (0. Aix0 contradiu
I’enunciat de Lord Kelvin del segon principi i no pot ser.

Que @, > 0 es segueix llavors de que W = Q) — @Q;, W > 01 Q; > 0.

Emprarem més endavant el rendiment o eficiéncia, n, d’'una maquina que opera en cicles, i
que es defineix com el quocient entre el treball obtingut i la quantitat de calor usada de la font
a temperatura més alta. Emprant W = @), — @); queda

Qu

W _ Q- @
=g = ot =1- 5 (22)

Si W > 0, que és el que demanem a una maquina, a menys que la vulguem utilitzar com a
frigorific, tenim llavors, emprant el Lema 2.2.1 i que ); < @y, que

0<n<l. 2.3)
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Veurem més endavant, per0, que per acostar-nos a la fita superior cal que ¢, > t;.
Suposem ara que tenim una segona maquina treballant en cicles entre les mateixes tempe-
ratures, amb valors corresponents W, Qi Q. Tenim llavors la segiient

Proposicio 2.2.2 Suposem que cada maquina fa un treball positiu en un cicle. Si la primera
magquina és reversible es té que

@, Cn, (2.4)
Q — Qi
Si, a més, la segona maquina també és reversible, llavors
@n_ Gn 2.5)
Q Qi
Demostracié Com que les dues maquines realitzen un cicle, tindrem que
W = Qn—0Q, (2.6)
W = Qn—0Qr (2.7)

Pel Lema2.2.1, comque W > 01 W > 0, totes les quantitats de calor son positives. El nombre
real (), /)y, es pot aproximar amb la precisié que vulguem per

Qu_N

~ T X

Qn N
amb N i N enters positius. Considerem ara una transformacié que consisteixi en N cicles de
la segona maquina i NV cicles inversos de la primera (aix0 €s possible per hipotesis). En un
cicle recorregut en sentit contrari, la primera maquina agafa un treball W, déna una quantitat
de calor ()}, a la font a temperatura més alta ¢, i absorbeix una quantitat de calor (); de la font
a temperatura més baixa ;.

El treball total realitzat per les dues maquines, i les calors bescanviades en aquesta transfor-
macié amb multiples cicles sén

(2.8)

VVtotal = NW - NW7
Qh,total = NQh - NQha
Ql,total = NQZ - NQI

Combinant les relacions anteriors tenim que

VVtotal - Qh,total - Ql,totala

perd de (2.8) es dedueix que*
Qh,total = O, (29)

“De fet, que @ toral és tant petit com vulguem.
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i, per tant,
VVtotal = _Ql,total' (2 10)

L’equacio (2.9) estableix que el procés total no produeix cap bescanvi net de calor a la tempera-
tura més alta t;, mentre que (2.10) indica que tota la calor absorbida de la font a ¢; és convertida
en treball. D’aqui es dedueix que W, no pot ser positiu, ja que altrament s’estaria violant
I’enunciat de Lord Kelvin del segon principi. Per tant, Wy, < 0, que és equivalent, degut a
(2.10), a Q; ot > 01, per tant,

NQ > NQ.

Combinant aixd amb (2.8), com que totes les quantitats sn positives, tindrem

Q@i > Qu@y,

que és la primera part del resultat. Per demostrar la segona part, sols cal canviar els papers de
les dues maquines (ara €s possible degut a que la segona maquina és també reversible). S’ obté

llavors R
O Gn,
Ql Ql

i el resultat desitjat es segueix de les dues desigualtats.

En termes d’eficieéncia, els resultats de la Proposici6 2.2.2 es poden re-escriure en la forma
segiient.

Proposicio 2.2.3 Si tenim varies maquines, algunes d’elles reversibles i d’altres no, operant en
cicles entre fonts a temperatures t; < ty,, llavors totes les reversibles tenen el mateix rendiment,
mentre que el rendiment de les no reversibles no pot mai superar el de les reversibles.

Demostracié Per la Proposici6 2.2.2, donades dues maquines reversibles tindrem que

Qn _ @
Qu @1 ’
1, per tant, emprant la definicié de rendiment (2.2),
p=1- Ao Py
h Qn

mentre que si la segona maquina no €s reversible, tindrem, de la primera part de la Proposicié
22.2,

n:1—@21—9l = 7.
Qh Qh
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Hem vist que el quocient ), /Q); és el mateix per a totes les maquines reversibles que ope-
ren entre les mateixes temperatures ¢; 1 t,. Ha de ser, per tant, una funcié sols de les dues
temperatures, 1 no dels detalls de la maquina i el seu cicle. Podem per tant escriure

@ _
Q@

amb f una funci6 universal de les dues temperatures.

f(tistn), (2.11)

Lema 2.2.4 La funcio f satisfa
f (tm tl)

f(tl,th) = f(toyth)7

amb t, < t; < tj, arbitraries.

Demostracio Siguin A; i A;, dues maquines reversibles que operen entre £, i ¢; i entre £, i ¢,
respectivament. Suposem que, en un cicle, les dues maquines estan construides de manera que
donen la mateixa quantitat de calor (), a la font a temperatura ¢, (recordem que el resultat que
volem demostrar no depen dels detalls dels cicles). Emprant (2.11) tindrem, amb quantitats de
calor (); i ()}, absorbides per cada maquina a la temperatura més alta del seu cicle,

% = .f(tmtl)v % = f(tmth)a
1, per tant,
Qn _ fltots)
O~ fltnt) 212

Considerem ara un procés que consisteix en fer funcionar A; de manera normal i A; en sentit
canviat. A tots els efectes, la maquina formada per A; i A, que és reversible, esta funcionant
entre ; i t5, ja que la (), que una entrega a t, és recollida per I’altra. Per tant,

% = f(tl7th)7

1, comparant amb (2.12), s’obté el resultat.

Com que la temperatura ¢, és arbitraria, podem escollir que sigui la mateixa per a tots els
cicles, siguin quines siguin les altres dues temperatures. Podem, d’aquesta manera, considerar
que la funcié f és, de fet, funci6 sols de I’altra temperatura, i escriure

K f(to,t) = 0(t), (2.13)
on K > ( és una constant arbitraria que retenim per flexibilitat. Emprant (2.13), (2.11) queda

Qn _ 0(th)
Qi 0(t)

ftnt) = : (2.14)
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Com que la temperatura ¢ és empirica, és impossible determinar la forma analitica de 6(¢).
El que podem fer, pero, €s seleccionar la mateixa 6§ com una nova temperatura, i escollir K
per definir les seves unitats. Si aix0 es fa de manera que la magnitud dels graus de 6 sigui
la mateixa que la de I’escala Celsius, I’escala de temperatures obtinguda s’anomena escala
termodinamica absoluta. Aquesta escala esta construida integrament a partir del segon principi,
i é€s independent de les propietats termometriques de qualsevol substancia.

Hom té, pero, el segiient sorprenent resultat

Proposicio 2.2.5 La temperatura termodinamica absoluta 0 és igual a la temperatura absoluta
T dels gasos ideals.

Demostracié Considerem un cicle de Carnot per a n mols d’un gas ideal, i anomenem 7; i T},
les temperatures absolutes de les dues fonts, mesurades, per tant, amb un termometre de gas
ideal. Referint tots els valors a la Figura 2.3 i emprant les expressions per als treballs sobre
isotermes 1 adiabatiques tindrem,

v
Wa.p = nRT,log-2

Vy'
Ve — po Vo
Wpoo = pPBVB — DPC C’
v—1
v
Woop = nRTjlog -2,
Ve
Wpon — pDVD_pAVA'
v—1

Emprem ara que I’energia interna d’un gas ideal sols depen de la temperatura. Aplicant el
primer principi a la transformacié sobre la isoterma 7}, tindrem que, com que AUy .5 = 0,
Qn = Wa_,p, 1per tant

V
Qn = nRT,log —2 > 0, (2.15)
Va
1 de la mateixa manera s’obté (); = —Weo_p i
V V. V
Q, = —nRTlog ~2 = —nRT;log — = nRTjlog —2 > 0, (2.16)
Ve Vg Va
on hem emprat que que V4 Ve = VpVp. Queda aixi
0 T,
O _ G _ T (2.17)
o @ T

que demostra el resultat desitjat, ja que, a més, els graus de les dues escales son iguals als de
I’escala Celsius.
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Figura 2.3: Cicle de Carnot entre 7; i T},.

Emprant un cicle de Carnot podem re-calcular el rendiment de les maquines reversibles
entre temperatures fixades. Com que paVa = pVp 1 pcVe = ppVp, la suma dels dos treballs
adiabatics és zero. El treball total és per tant la suma dels dos treballs isoterms que, emprant
que V4 Ve = VVp, es pot escriure com

1%
W = nR(T, — T)) log 2. (2.18)
Va

El rendiment sera

po= v nR(T, —T)logys T, — Ty
Qn nRT}, 1og“f.—§ Th
T,

ﬁ?

- 1-

que és el que sabiem que havia de donar. Fixem-nos que, com més vegades més gran sigui 7},
que 7;, més gran sera el rendiment. Cal remarcar, pero, que les temperatures son les absolutes,
1 per tant una diferencia de graus que podriem considerar important, com ara t; = 0°Cit, =

100°C, es tradueix en
273, 15K B

© 373,15K
que és forca pobre. Aquest és, a més, el rendiment maxim teoric. A la practica, la irreversibilitat,

els fregaments mecanics 1 altres factors fan que el rendiment d’una maquina real sigui molt més
baix.

n=1 1-0,732 = 0, 268,
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En molts casos, a més, la temperatura baixa 7; és la del medi ambient, i per tant esta fora
del nostre control.

Si un cicle de Carnot s’opera en sentit antihorari, podra usar-se per absorbir una certa quan-
titat de calor (); de la temperatura més baixa i lliurar-lo a la temperatura més alta, emprant en
el procés una quantitat de treball W > 0 que s’aporta des de 1’exterior (el sistema fa, per tant,
treball — W < 0). De (2.18) tindrem, tenint en compte que operem el cicle de B a A,

v
—W =nR(T, — T;)log —.

VB

De la mateixa manera, de (2.16), tenint en compte que el sistema lliura calor —@); < 0 ala
temperatura més baixa,

Va
—Q; =nRT;log —.
Q1 = nRT;log Vs

Dividint ambdues expressions obtenim la quantitat de calor que podem extreure de la font freda
en funci6 del treball invertit i de les temperatures implicades,

1;

C=Wr—7

(2.19)
Aquest és el principi del funcionament dels frigorifics. En aquest cas, la temperatura més alta
T}, és la que és normalment la del medi ambient. El rendiment es defineix ara com el quocient
entre la calor extreta i el treball emprat, i val

Qz: T

g = o = ——————. 2.2
Ui g W Th_ﬂ ( O)

Fixem-nos que aquest rendiment pot arribar a ser molt gran si les dues temperatures sén molt
properes, just a I’'inrevés de les maquines termiques operades en sentit directe. Per exemple, si
t; = 23°C ity = 35°C, tindrem

296,15 K
Nirigo = 1K ~ 24,

de manera que, per cada Joule de treball podrem extreure 24 J ~ 5, 9 cal de la font freda. Aquest
és el fonament de les bombes de calor.

2.3 Entropia

Sigui un sistema X sotmes a un cicle, durant el qual rep calor d’un conjunt de fonts a tempera-
tures 11,15, ..., T, 1 sigui ); el calor bescanviat amb la font 7;. A diferéncia dels cicles de les
maquines termiques, suposarem aqui que (); és positiu si és calor rebut pel sistema i negatiu en
cas contrari.
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Proposicié 2.3.1

Z =<0, 2.21)

i la igualtat sols és certa si el cicle és reverszble.

Demostracié A més de les n fonts considerades, n’introduim una altra a temperatura 7y i n
cicles de Carnot C; que operen entre 7 i 7; (seleccionant la temperatura més baixa que toqui
en cada cas). Aquests cicles de Carnot poden operar en els dos sentits, i ho fan de manera que
C; retorna a T; la calor presa pel sistema ..

D’acord amb (2.17), la calor absorbida per C; de la font a T} és

1o

Qio = EQ@-. (2.22)

Executem ara un cicle del sistema > i de cadascun dels cicles C;. El bescanvi net de calor
amb cadascuna de les fonts a 7; és nul, mentre que la font a 7 lliura en total una quantitat de

calor
- =~ Q;
Qo = ; Qio=To ; T (2.23)

L’efecte net de tot el procés és que el sistema format per X i els C; rep una quantitat de calor ()
de la font 7, 1 com que s’ha efectuat un cicle, aixo €s igual al treball net realitzat en total pel
sistema complet. Si () fos positiu, aixo estaria en contradiccié amb 1’enunciat de Lord Kelvin.
Per tant )y < 01, com que 7j > 0, obtenim (2.21).

Si el cicle realitzat per Y és reversible, el podem executar al revés i les calors absorbides
seran QZ = —(;. Aplicant (2.21) al cicle invers tindrem

Qz Qz - Qz
0> = d — >0
YE--Y . am Y
Combinant els resultats obtinguts operant X en els dos sentits, s’obté la igualtat desitjada.

Suposarem ara que, en lloc d’interactuar amb un nombre finit de fonts, el sistema ho fa amb
un continu. Sense entrar en detalls, suposarem que podem substituir les sumes anteriors per
integrals sobre el cicle, que denotarem per §. Tenim llavors que

Proposicio 2.3.2 Per a qualsevol cicle

%? <0, (2.24)
mentre que Q
d

sols és certa si el cicle és reversible.
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En aquestes expressions 7' és la temperatura de la font que cedeix la quantitat de calor; si el
cicle és reversible, aixo coincideix amb la temperatura de la part del sistema que rep aquesta
quantitat de calor.

Considerem ara dos estats A i B, i suposem que tenim dues transformacions reversibles I1;
illydAaB.

Proposicio 2.3.3

aQ _ [ dQ
/m T T (2.26)

Demostracio Es deixa com exercici.

La propietat (2.26) ens permet definir una nova funcié de I’estat del sistema, I’entropia S.
Considerem un estat d’equilibri O, que agafem com estat estandard. Sigui A un estat d’equilibri
qualsevol que es pugui connectar amb O mitjang¢ant una transformacié reversible, i sigui

AdQ
S(A) = [ =2 227
ORI @.27)

on la integral esta calculada sobre una transformacié reversible qualsevol. Degut a (2.3.3),
S(A) esta ben definida ja que no depén de la particular transformacié que s’escolleixi. S(A)
sols depen de I’estat A i s’anomena 1’entropia del sistema en [’estat A. Amb els raonaments
usuals, es pot veure que si tenim dos estats A i B llavors

B
S(B) — S(A) = /A ?, (2.28)

amb la integral sobre qualsevol transformacio reversible d’ A a B, i que si escollim un altre estat
estandard les entropies de tots els estats pateixen una translacié del mateix valor. L’entropia
esta per tant, a I’igual que I’energia interna, definida excepte per una constant additiva. Per
a ’entropia, pero, aquesta constant €s important en alguns problemes, i la seva determinacio
€s ’objecte del teorema de Nerst, que €s el nom amb el que es coneix el contingut del tercer
principi de la termodinamica. Podeu veure el capitol 8 de [1] o el capitol 7 de [2].

A partir de la seva definicid, es pot veure que ’entropia es mesura en J K.

Es important remarcar que el calcul de I’increment d’entropia s ha de fer sobre una transfor-
macio6 reversible entre els dos estats. El resultat obtingut, pero, com que sols depen dels estats,
val per a qualsevol transformacio, reversible o no.

Podem re-escriure (2.28) com

B B
d
/ s = / e (2.29)
A a T
i llavors pensar que tenim una relaci6 del tipus

0Q
dS = —. 2.30
T (2.30)
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Com ja hem dit en el tema anterior, () no és la diferencial d’una funcié () de 1’espai d’estats.
El que si que és cert, pero, és que, per a una transformacié donada, () es podra escriure en
termes de les diferencials de les variables d’estat independents. Si aquestes son, per exemple,
X 1T (per a un sistema simple) tindrem

ds = % (X, T)dX + B(X, T)dT). 2.31)

Aquesta equacié esta dient que w = «(X,T)dX + (X, T)dT és una 1—forma, perd no és
exacta; en canvi

w

— =dS

T
si que és exacta, i és la diferencial de la O—forma S. La situaci6 és la mateixa que es té per a

les EDO que es poden convertir en exactes. Per exemple, si tenim I’EDO
y—axy =0, o,enversi6 diferencial, ydx —xdy =0,

podem multiplicar-la per 1/y? i obtenir

/
(£> =0, o,com adiferencial, d (E) =0,
Y Y

que és trivial d’integrar. Diem que 1/y? és un factor integrant per a 'EDO considerada. En
aquest sentit, podem dir que

T és un factor integrant per als bescanvis reversibles de calor.

En altres paraules, 1’invers de la temperatura absoluta converteix un terme problematic, el
valor del qual depen del cami reversible escollit per passar d’un estat a un altre, en la variacié
d’una funci6 d’estat.

Podem ara combinar, per a transformacions reversibles, el primer i segon principis en una
Unica relacid, emprant que

Orev@ = T'dS.

Passant AU + AW = AQ a diferencials, i tenint en compte que, per a sistemes simples
(Xl, XQ, T), AW = :tXlAXQ, tindrem

dU + X;dX, = TdS, (2.32)
que s’escriu normalment en la forma

dU =TdS F X; dXo, (2.33)
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i s’anomena equacid de Gibbs.> 1. equaci6 de Gibbs, que estableix una relaci6 entre diferencials
de funcions d’estat, és el resultat matematic més important de la termodinamica. Per a sistemes
(p, V,T), I’equaci6 de Gibbs pren la forma

dU = TdS — pdV. (2.34)

Per a sistemes no simples I’equacié de Gibbs conté altres termes que tenen en compte tots els
bescanvis de treball i, per a sistemes amb quantitat de materia o composicié variables, termes
que relacionen les variacions de les funcions d’estat U i S amb les interaccions del sistema
amb I’entorn i amb ell mateix. Per exemple, per a un sistema (p, V,T') que conté N especies
diferents (la quantitat de les quals pot canviar com a conseqiiencia de reaccions quimiques o
degut a I’aportaci6 o perdua de materia), I’equaci6 de Gibbs €s

N
dU = TdS —pdV + ) pdn;, (2.35)

i=1

on n; és la quantitat de mols de I’especie ¢—esima, 1 p; €s la magnitud intensiva associada,
anomenada potencial quimic.®
Hem vist que si tenim una transformacié reversible entre els estats A i B, llavors

d
S(B) — S(A) = / Q)
A—B, rev T
Anem a demostrar que, per a una transformacié irreversible qualsevol,

S(B) — S(A) > / o

(2.36)
A— B, irrev T

En efecte, sigui II; una transformacié irreversible d’ A a B, i sigui II una de reversible de
B a A, i considerem llavors el cicle

AL g e g

amb transformaci6 total I' = II; + IIg. El cicle total és irreversible i per tant, de (2.24) i (2.25)

d d d
r T A—>B, IIy T B%A, IIp T

Per a la transformacio reversible tenim
d
| E=sw-som)
B*)A, HR T

3Josiah Willard Gibbs, 1839-1903.

®Malgrat el nom, la seva preséncia no indica necessariament que hi hagi una reaccié quimica implicada. Per
exemple, si hi ha un tnic tipus de substancia, perd en quantitat que pot variar degut a bescanvis amb 1’entorn, hom
té dU = T'dS — p dV + p dn. El potencial quimic indica, per tant, com varia ’energia interna al variar la quantitat
de substancia.
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i per tant queda

o> [ Z-lstB)- s,

que és el resultat anunciat.
Podem combinar els resultats per transformacions reversibles i irreversibles dient que

S(B) - S(A) > / o

. (2.37)
A—B T

amb la igualtat sols valida si la transformaci6 que s’utilitza per calcular la integral és reversible.
Un sistema aillat no pot bescanviar calor, 1 per tant, per a qualsevol transformaci6 del mateix,

d
/ ©_
A—B T

S(B) > S(A). (2.38)

Tenim aixi que, en un sistema aillat, I’entropia de I’estat final no pot mai ser més petita que la de
I’estat inicial. Com que els sistemes aillats sols poden patir canvis propiciats per la seva propia
dinamica, s’acostuma a dir que els canvis espontanis d’un sistema aillat no poden disminuir
la seva entropia. Si el sistema no esta aillat és possible, mitjangant la interaccié amb un altre
sistema, disminuir-li I’entropia. L’entropia del conjunt pero, si aquest esta aillat, no podra
disminuir.

Per illustrar com la irreversibilitat porta a un augment de I’entropia considerem, per exem-
ple, un sistema que experimenta un canvi d’estat irreversible, mentre bescanvia una quantitat
de calor )y, calor amb el medi ambient, de forma potser també irreversible (degut a una dife-
rencia finita de temperatura entre el sistema i el medi ambient). Per simplificar, suposem que el
medi ambient és una font a temperatura 7;. Si el sistema passa de I’estat A a I’estat B, podem
calcular la seva variacié d’entropia pensant una transformacio reversible que el porti entre els
mateixos estats, o simplement podem emprar la funcié entropia del sistema, si la coneixem, i
obtenir

De (2.37) es dedueix llavors que

ASistema = S(B) — S(A).
Com que el procés és irreversible, tindrem que

d d irrev
ASsistema > / _Q Z —Q = Q .
A— B, irrev T A— B, irrev TO TO

on hem emprat que la temperatura 7" del sistema, que pot variar al llarg de la transformacio,
és tota I’estona més petita o igual que la de I’ambient 7y, T' < T}, 1 que, en conseqiiencia, la
calor flueix tota I’estona de I’ambient al sistema (i, per tant, d@) > 0). Si el procés es realitza de
manera que la temperatura del sistema es tota 1’estona igual a la de I’ambient, llavors la segona
desigualtat no hi €s, 1 la irreversibilitat €s llavors deguda exclusivament a canvis irreversibles a
Iinterior del sistema.
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El bescanvi de calor entre el medi ambient i el sistema es realitza mitjancant una resistor
termic, que és un tipus de cos que, idealment, no té cap variable d’estat (es diu que aquests
objectes “no tenen memoria”) i que, sotmes a una diferencia de temperatura, permet un flux de
calor a través seu. Com que no té estat, aquest flux de calor no el pot canviar i, en particular, no
hi ha canvis d’entropia.” L'tinic que fa un resistor termic és agafar una certa quantitat de calor
per unitat de temps a una temperatura i lliurar-lo a una altra temperatura. Els resistors termics
venen caracteritzats per la seva resistencia termica, perd aquest valor sols afecta la descripcié
temporal del flux de calor, que és una qiiesti6 fora del marc de la termodinamica de 1’equilibri
que estem descrivint.

El medi ambient cedeix una quantitat de calor Q;ey, pero no experimenta cap altre canvi, i
podem calcular el seu canvi d’entropia pensant que entrega aquesta calor de manera reversible
a la part del resistor que esta en contacte amb ell, a temperatura 7. Tindrem aixi

Qirrev dQ Q
ASzlm ient — _/ - — IFFGV'
plent 0 Ty Ty

La variaci6 d’entropia de I’ Univers és llavors

Qirrev
Ty

ASUnivers - ASsistema + ASambient - ASsistema - > 07

tal com ha de ser.

Com a segon exemple, considerem dues fonts de calor a temperatures 7 > T que es posen
en contacte termic perfecte, mitjancant un resistor termic, durant un cert temps i bescanvien una
quantitat de calor (). Acabat el procés les dues fonts es tornen a separar.

Com que 7T > T, la calor bescanviada per la font a 77 és (); = —(), mentre que per a la
font a T, tenim (), = (). Les variacions d’entropia de les dues fonts sén

_ fdQ _ T 1, @
ml_/ﬁ;ﬂ/w—ﬂ@—jy

_ [d@ _ 1 _ 1, _Q
Mb_/i‘%/w_ﬂ%_w

1 la variaci6 d’entropia de I’univers €s

11
AS:ASNLASg:Q(E—i) > 0.

7Les fonts, en canvi, si que tenen canvi d’entropia, degut a que absorbeixen o lliuren una quantitat de calor;
els resistors simplement deixen passar la calor. La variable d’estat de les fonts és la temperatura, perd tenen una
capacitat calorifica tant gran, de fet infinita en el cas ideal, que I’estat no canvia per més calor que bescanviin.
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2.4 Entropia dels sistemes (p, V. T

Per a sistemes (p, V,T'), si escollim V' i T com a variables independents i emprem

ou ou
= —= T — 2.
dU <6T)Vd +(av)TdV (2.39)
I’equaci6 de Gibbs (2.34) esdevé
ou ou
— | dT’ — | dV =T7dS — pd 2.40
(57), o7+ (5 av = 7as - A
o0, aillant d.S,
1 [oU 1 ou
dS===) dT'+ = — dv. 241
s=7(ar), 7+ ()] 7 240
Com que dS és la diferencial de la funcié S(V, T), aquesta relacié ens indica que
oS 1 [oU
- = — (= 2.42
(or), = 7(57), o4
oS 1 ou
— = = — : 24
(o), = 7+ (o). 24

Demanant la igualtat de les derivades segones creuades obtenim (eliminem els subindexs, ja
que ara esta clar que les variables independents sén (V, 7))

o (1oU\ 0 |1 [oU n
ov\ror) or|T\ov "')|
Calculant les derivades i emprant la igualtat de les derivades creuades per a U(V,T'), s’obté la

relacid

ou dp
o =T5r P, (2.44)

que en alguns casos ajuda a calcular U(V, T).
Per a un gas ideal I’equacio6 (2.41) esdevé

Cy R
dS = —dT +ndV, (2.45)

d’on veiem que 9S/0T = Cy /T i 0S/0V = nR/V. De la primera equacié obtenim que
S(V.T) = CvlogT + f(V),

1, substituint a la segona,
f'(V)=nR/V
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d’on f(V) =nRlogV + a, on « és una constant qualsevol. Per tant
S(V,T)=CylogT +nRlogV + a. (2.46)

Si Iestat estandard (V;, Tp) té entropia Sy, aquesta expressié es pot escriure com

T %4
S(V,T) =Sy + Cylog T + nRlog (2.47)
0

v
Emprant I’equaci6 d’estat pV' = nRT es pot també calcular S(p,T) i S(p, V).
L’equaci6 (2.46) ens permet deduir de nou la forma de les adiabatiques per a un gas ideal.
En una transformacié adiabatica no hi bescanvi de calor i per tant I’entropia es manté cons-
tant. Per aquest motiu, les transformacions adiabatiques es coneixen també amb el nom de
transformacions isentropiques.
Suposant S(V, T') constant a (2.46), tindrem

CylogT +nRlogV = constant, ésadir, 7 V"? = constant,

que és equivalent a I’equaci6 obtinguda en el tema anterior.

Com a segon exemple d’aplicaci6 de (2.46), considerem un gas ideal que experimenta una
compressio isoterma reversible fins a reduir el seu volum a la meitat. Si V4 = V és el volum
inicial, sera V3 = V/2, i com que la transformaci6 és isoterma, Tz = T4 = T Per tant

ASgs =S(B) - S(A) = anog% —nRlogV = —nRlog2 < 0.

El gas ha patit una reduccié de I’entropia, pero aixo és degut a que no és un sistema aillat, ja
que durant la compressié isoterma ha cedit una certa quantitat de calor al medi ambient.

La quantitat de calor bescanviada pel gas sera igual al treball que realitzi, degut a que les
transformacions isotermes no alteren I’energia interna d’un gas ideal. Per tant

V/2
Qap =Wap= nRTlogT/ = —nRTlog2 <0,

que indica que el gas cedeix calor a I’entorn. L’entorn és una font a temperatura 7', que en el
procés rep una quantitat de calor iguala —Q) 4,5 = nRT log2 > 0. La seva variaci6 d’entropia
¢s per tant

1
ASeniom = TnRT log2 = nRlog?2,

1 la variaci6 d’entropia de 1’Univers resulta ser nulla, tal com correspon a un procés reversible
com el que hem considerat.

Hem vist que el gas disminueix la seva entropia en una compressié. Podem dir que el gas
que ocupa menys volum esta en un estat més ordenat que no pas si ocupa més volum, en el
sentit segiient. Com més volum té un gas, més posicions tenen les particules per distribuir-se 1
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per tant menys informaci6 tenim nosaltres sobre I’estat microscopic del gas. Convenientment
matisat 1 formalitzat, aquest és el lligam entre la termodinamica i la mecanica estadistica, 1 de
fet es pot veure que 1’entropia és proporcional al logaritme del nombre d’estats microscopics
(en mecanica classica, les posicions i les velocitats de les particules) que corresponen a un estat
termodinamic determinat. Si anomenem II a aquest nombre, I’entropia és

S = klogll, (2.48)

onk = 1,38-1072 ] K~ ! és la constant de Boltzmann,® que és una de les constants fonamentals
de la Natura. La constant de Boltzmann permet, en mecanica estadistica, relacionar 1’energia
de les particules amb la temperatura, i de fet és igual a

on R és la constant dels gasos ideals i N4 és el nombre d’ Avogadro. Podeu consultar els capitols
9110 de [2] o el capitol 10 de [3] per a una exposicio compacta de la mecanica estadistica.

Per recordar

e El segon principi estableix limitacions a la quantitat de treball que es pot obtenir bescan-
viant calor entre dues fonts i, en particular, diu que no es pot obtenir treball a partir d’una
Unica font.

e Existeix una funcié d’estat, I’entropia, que, en els sistemes aillats, es manté constant per
a transformacions reversibles i augmenta per a totes les transformacions irreversibles.

e [’invers de la temperatura absoluta és un factor integrant per als bescanvis reversibles de
calor.

e ’equaci6 de Gibbs (aqui per a sistemes (p, V,T"))
dU =T dS — pdV

combina el primer i segon principis de la termodinamica.

Exercicis

1. Demostreu que no es pot fer que un vaixell funcioni simplement traient calor del mar.
Considereu que el mar t€ una capacitat calorifica finita, 1 que per tant disminueix, per poc
que sigui, la seva temperatura si se li extreu calor. No podeu, per tant, emprar directament
I’enunciat de Lord Kelvin, que fa referéncia a fonts i no a cossos.

8Ludwig Boltzmann, 1844-1906.
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. Calculeu la minima quantitat de treball necessaria per extreure una caloria d’un cos que
es troba a 2°C, en un ambient que esta a 25°C.

. Voleu augmentar el rendiment d’una maquina reversible que opera entre les temperatures
Ty < T, i podeu optar entre disminuir 77 en una quantitat A7 o augmentar 75 en la
mateixa AT'. Quina opcid triarieu?

. Demostreu la Proposici6 2.3.3.

. Calculeu la variacié d’entropia de 1 kg d’aigua que es porta del punt de congelacié al
punt d’ebullicié. Suposeu que la calor especifica és constant i igual a 1 cal g~!(°C)~L.

. Descriviu com és un cicle de Carnot en el pla (7', 5).

. La Figura 2.4 mostra la part rellevant del cicle d’Otto, que representa de forma idealitzada
un motor de benzina. Suposem que totes les transformacions son reversibles i1 que la
barreja de benzina i aire €s un gas ideal. De A a B tenim una compressié adiabatica i de
C a D una expansi6 adiabatica. Aquestes dues transformacions representen les carreres
respectives del pistd. Les altres dues transformacions sén a volum constant. De B a
C tenim un augment de la pressio i de la temperatura, degut a una entrada de calor ()},
que representa I’explosi6 de la barreja aire-benzina. Finalment, de D a A es produeix una
caiguda de pressio i temperatura, procés en el qual es deixa anar una quantitat de calor ),
i que representa 1’obertura de la valvula d’escapament dels gasos, que fa baixar la pressio
fins al valor de I’exterior. Com en tots els cicles d’aquest tipus, es produeix un treball
W = @ — Q. Noteu que ()}, representa el valor energetic de la benzina consumida en
el cicle. Demostreu que el rendiment del cicle d’Otto €s

Moo = - =1— St =1- P4 —1-
Qn Qn Tc =18

El quocient r = V4 /Vp s’anomena rad de compressio del cicle, i com més gran és millor

és el rendiment. No pot augmentar-se, pero, indefinidament, ja que si es fa, la barreja

aire-benzina explota igualment abans de que es produeixi la ignicid.

W Q Tp —Tx (VB)71

Fixem-nos que en el cicle d’Otto els processos d’absorci6 i lliurament de calor no es
realitzen a temperatura constant. Aquesta €s una caracteristica propia del cicle de Car-
not, i és el que fa que jugui un paper tant important en 1’establiment de la temperatura
termodinamica i la construcci6 de 1’entropia.

. Un motor funciona segons un cicle de gas perfecte que, representat en el pla (V, p), és un
rectangle. Suposem que el cicle es recorre en sentit horari, i que les pressions varien entre
P, 1 P 1els volums entre V) 1 V5.

(a) Calculeu el treball W realitzat en un cicle.
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Figura 2.4: Part rellevant del cicle Otto ideal. El cicle complert consta de dues transformacions
més que omplen i buiden el cilindre abans de comencgar en A i després de tornar-hi, respectiva-
ment. Aquestes dues transformacions no afecten, pero, el rendiment del cicle.

(b) Digueu en quines parts del cicle hi ha transferéncia de calor al gas i en quines és el
gas el que transfereix calor al medi.

(c) Calculeu la quantitat total (), de calor transferida al gas, i la quantitat total (); de
calor que transfereix el gas.

(d) Demostreu que el rendiment d’aquest motor és

_W_ v—1
_@_ gl ) ie

Po—P Vo—W1

n

9. Dos cossos, cada un d’ells amb variables termodinamiques independents (V,T'), estan
inicialment a temperatures 7} i T5, respectivament, amb 77 > 75, i es posen en contacte
termic fins que s’igualen les temperatures. Es suposa que en aquest procés els dos cossos
no experimenten cap canvi de volum apreciable, que el sistema total esta aillat adiabati-
cament, i que els cossos tenen capacitats calorifiques a volum constant que sén constants
i de valor C'; i Cy, respectivament.

(a) Calculeu la temperatura final comu T dels dos cossos, emprant el primer principi, i
la quantitat total ) > 0 de calor bescanviada.

(b) (Sortim de la termodinamica) El bescanvi de calor entre els cossos es pot descriure
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(d)

(e)

en el temps pel sistema d’EDO

do

cld—; = —k(6y —6,),
do

CQd—f = —k(0— 0y),

on 6;(t) i O2(t) sén les temperatures respectives en un instant de temps qualsevol,
01(0) = T1, 65(0) = T3, i k > 0 és una constant que depen del resistor térmic entre
els cossos. Calculeu la solucié del sistema, i demostreu que el limit de les dues
temperatures quan ¢ — oo és igual a 7.

Tornant a la termodinamica, calculeu la variacié d’entropia AS; de cada cos entre
I’estat inicial i el final, i la variacié d’entropia total AS. Per a cada cos, calculeu el
limit de AS; quan C; tendeix a infinit i 7' tendeix a 7}, perd mantenint constant ().
Interpreteu el resultat.

Demostreu que, si , y, a, b sén nombres reals positius i a + b = 1, llavors
azx + by > x%°.

Demostreu que AS > 0.

10. Suposem una maquina que opera un cicle, reversible o no, entre dues fonts a temperatures
T, > T;, prenent en cada cicle (), > 0 de la font a 7},, cedint (); > 0 a la font a 7; i fent
treball W = Q) — Q; > 0.

()

(b)

(©

Demostreu que la variacié d’entropia total per cicle és

pero que, sense més informacid, no podeu dir res sobre el signe de AS.

Demostreu que I’eficiencia 7 del cicle és

w T,
— = Tev — —AS,
h Qn
on 7,y €s I’eficiencia dels cicles reversibles entre 7}, 1 17, i per tant la perdua d’efici-
encia esta relacionada amb la generacid d’entropia i la irreversibilitat. Tota irrever-

sibilitat suposa una perdua de possibilitat d’obtenir treball.

Ui

La peérdua maxima de possibilitat de fer treball es déna quan les dues fonts es posen
en contacte mitjancant un resistor térmic i bescanvien directament una quantitat de
calor @), = Q); = @, fent treball W = 0. Demostreu que, en aquest cas, s’obté un
increment d’entropia maxim, que val

Qh I/Vrev

Ame‘lxs = nrev?l = ﬂ s
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on Wi, és el treball maxim que es pot obtenir per cicle, corresponent a una maquina
reversible.

(d) Considereu dos objectes de capacitats calorifiques constants C'y i Cs, que es troben
a temperatures 77 > T5, sota les mateixes condicions que en el Problema 9. Aquests
objectes s’utilitzen com a fonts de calor finites per a una maquina de Carnot, que
es fa funcionar fins que s’igualen les temperatures. Per fer-ho, es considera que la
maquina bescanvia quantitats de calor molt petites a cada cicle, de manera que en
un cicle la temperatura de cada cos es pot considerar constant. En el limit, s’obté
un continu de cicles de Carnot, parametritzats pel continu de temperatures dels dos
objectes. Calculeu la temperatura final comu dels dos cossos, 1 particularitzeu al cas
que les dues capacitats calorifiques siguin iguals.

(e) Calculeu el treball maxim que es pot obtenir de dos objectes amb la mateixa capa-
citat calorifica i temperatures respectives 77 > T5.

11. Emprant (2.44), demostreu que I’energia interna U(V, T") d’una substancia (p, V,T") amb
equaci6 d’estat de la forma p = f(V)T', no depén de V. Apliqueu-ho als gasos ideals.

12. Emprant (2.46), calculeu S(p,T") i S(p, V') per a un gas ideal. Mantingueu tota I’estona
la constant «, 1 determineu les noves constants que s’hi van afegint.

13. Emprant (2.44) i suposant que la capacitat calorifica molar a volum constant del gas de
Van der Waals €s constant i igual a ¢, calculeu-ne 1’energia interna molar.

14. El resultat del problema 13 és
uw(v,T) =T — ¢
v

Calculeu I’entropia d’un mol de gas de Van der Waals.

15. Calculeu I’equaci6 de les adiabatiques d’un gas de Van der Waals.

Indicacions per als exercicis

1. Es una modificaci trivial de No Kelvin = No Clausius. Suposem que extraiem de 1’o-
cea, a temperatura 7', una quantitat de calor () > 0, que convertim en treball W > 0.
Podriem emprar aquest treball per impulsar el vaixell, perd decidim convertir-lo en calor,
mitjancant fregament, i escalfar una part del vaixell que ja estava a T > T. El procés
global contradiu I’enunciat de Clausius.

2. Aplicant W = n@Q; s’obté (amb 1 cal = 4.1855J) Wiax = 0.351J.

3. SiT} — 17 — AT llavors s’obté un rendiment

B +AT
T =n T,
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Si Ty — 15+ AT llavors

s AT Ty
T Ty + AT
Com que AT > 011y < T, es té que ﬁ < 11 pertant ; > 1., de manera que és

millor baixar la temperatura de la font més freda.

. La transformaci6 IT = II, ! o IT; és un cicle reversible i per tant

st

i d’aqui es segueix immediatament el resultat.

. La capacitat calorifica del sistema és C,,, = mC, on m és la massa. Llavors dQ) = mCdT
i

T2 qr
AS = mC/ = 311.96 cal °C™' = 1305.71 JK .

Ty

. Enelpla (T, S) el cicle és un rectangle recorregut en sentit anti-horari, amb el punt A en
I’extrem inferior dret. Les isotermes s6n segments de rectes verticals i les adiabatiques
de rectes horitzontals.

. En les transformacions B — C'i D — A no hi ha canvi de volum i per tant el sistema no
fa treball. Llavors, del primer principi i tenint en compte el sentin en que (); €s positiu,

Qn = AUpooc=Uc—Up=Cy(Tc —1Tg),

Qi = —AUpoa=Up—Us=Cy(Tp—Ta).
El rendiment és
—— w 1 Q 1 Tp—Ty
Otto — ~ — +— ~ — + :
T Q Qn Te —Tg

Per a la adiabatica C' — D tenim chg‘l =T DV,;_I, que, emprant Vp = Vy, Vo = Vg,
es pot re-escriure com
TV ' =TV

Per a la adiabatica A — B tenim, directament, TAVX_l = Tng—l. Restant les dues
darreres expressions obtenim

(Tp — TV ' = (Tc — T)Vy

1 per tant el rendiment esdevé, en termes dels volums maxim V4 1 minim V3,

Vet
Nowo = 1 — (VB) =1—r"%
A
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8. (a) Com que el cicle és en sentit horari, el treball és directament ’area: W = (P, —
P)(Vy — V).

(b) e A — B. Tenim una expansié a pressié constant, i per tant, emprant 1I’equacié
d’estat, augmenta la temperatura i per tant I’energia interna. D’altra banda, per
ser una expansio, el treball també és positiu. Per tant Q4 .5 = A4 ,gU +
Wa_,g > 01 el sistema absorbeix calor del medi.

e B — (. El sistema disminueix la pressi6 a volum constant i per tant, de
I’equaci6 d’estat, es veu que la temperatura ha de disminuir, i amb ella I’energia
interna. D’altra banda no hi ha treball i, per tant, Qg ,c = Ap_,cU < 0Oiel
sistema cedeix calor al medi.

e C — D. Amb els mateixos raonaments, ara es veu que tant la variacié d’energia
interna com el treball sén negatius i per tant Q¢ p < 0.

e D — A. No hi ha treball i I’energia interna augmenta, de manera que Qp_, 4 >
0.

(c) Calculant explicitament,

Qasp = AapU+Wyup=Cy(T5—Ta)+ Po(Va — 1)
Cyv C

= H%PQ(VQ -V +R(V,-V) = #;fﬁ(% - Vi),
Qoos = Dpoall = Cu(Ta—Tp) = “LVi(P, — 1Y),
Per tant
Qn=Qasp+Qpsa= S_;PQ(‘/Q — Vi) + S—X,W(% - ).
El Q; es pot calcular de la mateixa manera o directament de @), — (; = W, 1 s’obté
Ql:f_gpl(%_‘/l)“‘%%(PQ_Pl)-
(d) Tenim
yo W (moRE-V) 1
Qv JEPy(Va = Vi) + TEVA(P2 — ) %%prl ""g_}‘fzvg‘fvl
i dividint tot per C/(nR) s’obté I’expressi6 desitjada.
9. (Suposem T > T5; altrament no passa res).
(a) Com que no hi ha treball de cap dels dos cossos, tenim que AU; = —Q < 01

AUy = @ > 0,1 per tant
AUl = _AUQ
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(b)

©)

Tenim que, en general, U = U(T,V), perd com que els volums sén constants en

els processos considerats, U = U(T'). Llavors, com que C' = % és constant, sera
AU = CAT. Per tant
Ci(Ty —Th) = —=Cy(Ty — Tt),
i d’aqui surt
CiTy + O T,
T = ——F—.
Cy+ Oy
Hom pot veure immediatament que 1o < Ty < T1.
Els valors propis de la matriu del sistema lineal son A = 0i A = —k (c% + c%) =
a < 0. Per tant
92(t) = Aeat + B
1, emprant la segona EDO,
Cy - C!
01 (1) = 6o(t) + feg(t) — Ae* + B + aneat.

Com que o < 0, hom té que lim; o 61(¢t) = lim;,, . 65(t) = B. Imposant les
condicions inicials s’obté

k
A = —(T) - T
OCCQ( 1 2)7
B — ClTl + CQTQ
Ci+Cy
i per tant B = T, tal com ha de ser.
Tenim que
Tr dQ TrdrT T
AS, = / —:0/ = = log=L <o,
! Ty T ' Ty T ! Tl
rdQ Trar T
AS, = / —:02/ — = (ylog =L >0,
n T mn I T
1 la variaci6 total d’entropia €s
C1+C2
AS = log T01T202

Tenim que el calor total bescanviat és, per a cada cos, Cy(Ty —T1) = —Q, Co(Ty —
T3) = @ i, per tant podem re-escriure les variacions d’entropia en termes de () com

1 Ty

AS) = log —
1 QTl _ Tf 0g Tl )

1 Ty
AS, = log —.
2 QTf — T og T,
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Suposant () constant, fer C; — oo vol dir fer 7y — T; en cada cas. En aquest limit,

. o Q
S
. . Q
T,lcl—% AS = T’
1, en total, en aquest limit,
Q  Q
AS=——+—=>0
T + T ’

que correspon a la variacié d’entropia quant dues fonts (ja que C; — oo correspon a
aquesta interpretacio fisica) bescanvien directament una quantitat de calor ). Veure
que AS > 0 en el cas general és una mica més complicat, i és 1’objectiu dels dos
apartats segiients.

(d) Considereu la funcié f(z,y) = az + by — 2%’ peraz > 0, y > 0.

(e) D’acord amb el resultat de I’apartat (c), cal veure que
Cy+C: C1C
Tyt > T L.
Tenint en compte I’expressio de T, aixo €s equivalent a

CiT + CoTy - L =

C1+C2 i C1+C2
T

C + C, L

Y

pero aquest resultat es segueix de la desigualtat de 1’apartat (d), agafant

o= Cl b_ C12
O+ 0y O+ Oy

10. Tenim W = @, — Q; > 0.

(a) La maquina retorna al seu estat inicial, i per tant ASy,q = 0, mentre que per a les
fonts tenim

Q@ @
AS), = T, 05 = T
En total

AS=A&W+A&+&$:—93+@.
T, T

No podem, pero, dir res sobre el signe, ja que, per exemple,

Qn Q<@ Qn Q@
AS=——"—+——=— < —=—+—=—>0.
T T T, T
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(b)

(©)

(d)

El rendiment és

LW - @
Qn Q@n Qn
De I’expressié per a AS obtenim
Q T T
— = — + —AS,
@n  Th Qn

1 substituint a 7 1 emprant 7, = 1 — TL;L s’obté 1’expressié que busquem.

La maxima irreversibilitat es déna quan les dues fonts es posen directament en con-
tacte 1 bescanvien la quantitat de calor Q) = @), = ;. Llavors

Q  Q Q< ﬂ)_ Q
- nrevT,l .

D’altra banda, el maxim treball ., que es pot obtenir €s quan s’opera una maquina
reversible entre les dues fonts, agafant () = ()}, de la font a T}, (i cedint la diferéncia
Qn—W < @QalafontaT}). Hom té que Wy = ey, 1 comparant amb 1I’expressio
de I’entropia,
VVrev

7

Amaxs =

Considerem una maquina reversible que efectua cicles tant petits com vulguem, on
el “tamany"del cicle fa referéncia a les quantitats de calor considerades. El que
aquestes quantitats siguin petites permet considerar que en un cicle, i malgrat la
finitud de les capacitats calorifiques dels cosos, la temperatura dels mateixos sigui
aproximadament constant, €s a dir, per a un cicle els cossos poden ser considerats
com a fonts. Llavors tindrem que, si les quantitats de calor sén AQ; i AQ», i el
cicle es produeix a temperatures Ty i1,

AQ T
AQQ TQ ‘

Combinant aixo amb AQ); = —ClATh AQy = CQATQ, s’arriba a

CCIAT, ATy

T 1

Sumant per a tots els cicles i fent el limit ATl — 0, ATQ — 0 s’obté
T 7 T 7
dT dT
— / Ol — = / OQ—A,
i) T T, T
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11.

12.

13.

(e)

on T, T5 s6n les temperatures inicials dels cosos i T’ és la temperatura final comuna
(quan aquesta s’assoleix ja no podem efectuar més cicles). Calculant les integrals
hom arriba a que

T = (T1C'1T2CQ) Cl-lrc2 ]

Si Cy = Cy = C s’obté que la temperatura final comuna és la mitjana geometrica

,I'rev =V TITQ-

Aquesta és la temperatura comuna quan dos cosos de la mateixa capacitat calorifica
es porten a ella de manera reversible. Si es posen en contacte directament el resultat
€s (apartat (a) del problema anterior) la mitjana aritmetica

T+ Ty

Tmaxima irreversibilitat = 9 .

Fixem-nos que Tiey < Tinaxima irreversibilitat- BN general, el valor resultant de portar els
dos cossos a la mateixa temperatura de qualsevol manera (sense aportar treball!)
estara entre aquests dos.

Emprant el resultat de I’apartat anterior, el treball maxim que es pot obtenir de dos
cossos de capacitat calorifica C' (hom pot també calcular el treball per a capacitats
diferents) és

V[/rev - Ql,rev_QQ,rev - _C<ﬂev_T1)_C(ﬂev_T2) - C(Tl +T2_2 T1T2) > 0.

Per a qualsevol sistema (p, V, T') I’energia interna U (V, T') obeeix

U _pop
ov —or P
Si I’equaci6 d’estat és de la forma p(V,T) = f(V)T s’obté
ou
= -0
ov

i per tant U(V,T) = U(T). Aquest és el cas dels gasos ideals, ja que p = 227",
Emprant pV = nRT a S(V,T) = a + CylogT + nRlog V s’obtenen

S(p,T) = a+nRlognR+ C,logT —nRlogp,
S(p,V) = a—CylognR+ Cylogp+ Cy,logV.

La capacitat calorifica molar a volum constant és

o= (3),~(2).
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14.

onu = U/n, v = V/n. De I’enunciat sabem que ¢(v,T) = ¢, i per tant
u(v,T) =T + f(v).

Per determinar f(v) substituim a

ou oup
) 7 ZEEY)
(), -7 (5F)

i obtenim, emprant I’equacié d’estat de van der Waals,

T
)7 AL e a

v—>b wv—0>b V2 9?2

Per tant, llevat d’una constant arbitraria, f(v) = — i1’energia interna molar és

a
T =T — =,
u(v,T) =c¢ ”

El fet que u disminueixi amb v indica que la for¢a entre les molecules que esta modelada
en I’equacio de van der Waals €s atractiva.

De I’equacié de Gibbs (per mol)
du =Tds — pdv
tenim, emprant u(v, T) = T’ — 2,
dT + %dv — Tds — pdo,

d’on
d dT+ R
S =C—
T v—>

Os _c
(@), = 7
0s R
(a)T ov—b
De la primera tenim que s(v,T") = clog T + f(v), i anant a la segona f'(v) = X%, d’on
f(v) = a+ Rlog(v — b), on «a és una constant arbitraria. Per tant

dv.

D’aqui llegim que

s(v,T) = a+clogT + Rlog(v — b).
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15. Posant s(v,T) = constant a I’expressié de ’entropia molar del gas de van der Waals
s’obté

K = clogT + Rlog(v — b).
Manipulant aquesta expressio s’arriba a
T(v—0b) =K.

Si b = 0, i tenint en compte que c era la capacitat calorifica molar a volum constant i per
tant R/c = R/cy = (¢, — cv)/cy = 7 — 1, s’obté ’expressié de les adiabatiques del gas
ideal.
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Capitol 3

Potencials termodinamics

L’ objectiu d’aquest tema és relacionar les equacions i funcions que es dedueixen del primer i
segon principis amb quantitats mesurables en el laboratori, ja que ni I’energia interna ni I’en-
tropia ho son. Seguirem principalment parts dels capitols 3,4 1 5 de [2], amb alguns exemples i
comentaris extrets de [1] 1 [3].

3.1 La superficie fonamental

Per a un sistema (p, V, T'), ’equacié de Gibbs
dU =TdS — pdV (3.1

pot integrar-se i obtenir la funci6 U = U(S, V), anomenada la superficie fonamental de la
substancia que estiguem tractant. Per fer-ho, sols cal seleccionar un punt (51, V7) i assignar-li
un valor U;. Llavors

U(S,V) = Uy + / T(8,V)d5 — p(3, V)V, (3.2)
Y
on 7y és qualsevol corba que connecti (S1, V;) amb (S, V). El resultat és independent de la corba
escollida, donat que, pel primer i segon principis, U i .S sén funcions d’estat, i IV també ho és.
D’altra banda, I’eleccié de U; sols desplaca la superficie cap amunt o avall.
Mentre no diguem el contrari, s’entendra que les variables independents sén S'i V. De (3.1)

es dedueix que
ou ou
T === =—\| = . .

Aquestes equacions donen la definicié de la temperatura i de la pressié de qualsevol substancia
termodinamica en condicions d’equilibri, sigui quina sigui I’equacié d’estat. De la igualtat de
les derivades creuades es dedueix llavors que

ary [ dp
)2,
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Aquesta €s una de les anomenades relacions de Maxwell, que veurem amb més detall en la
Secci6 3.3.

Anem a calcular la superficie fonamental per a un gas ideal. A partir de I’expressio de
I’entropia en termes de 7'1 V'

T
S—5 = Cvlong —i—anog%

tenim, posant Sy = 0,

’ 1 vV —
d’on, tenint en compte que % =

v
s (T\71V
nR o= | — —. 3.5
() 3 65)
D’aqui és possible aillar la temperatura en termes de S'i V'
TO 1—y 1= 1S
T(S, V)= =V e (3.6)

0

1 de I’equacio d’estat és llavors possible obtenir la pressid

Ve S, (3.7)

T
p(S,V) = nRVOI(i7

L’equaci6 de Gibbs es pot ara escriure en la forma ja preparada per a la seva integracid

T T —1
0 Ve T7%dS — nR EWV*’Ye”TRSdV. (3.8)

dU = -
Vo Vo

Integrem ara aquesta 1—forma des d’un punt (51, V1) a un punt (S, V'), seguint primer un seg-
ment amb V = V1 fixat, amb S anant de S1 a S, i després el segment amb S=25 fixat, 1 1%
variant de V; al seu valor final v:

nRk 1=1g s To G%S V"H—l
it vt

1 Vi

US, V) =U(S51,V) = ==



Figura 3.1: Superficie fonamental d’un gas ideal diatomic, en termes de les variables sense
dimensions.

Identificant els valors corresponents al punt inicial i final, tenim finalment

TD nk _ Y — 1
U(S, V)= Vi —85. 3.9
S.) = o eXp(nR ) (3.9)
Emprant (3.6) i (3.7) és veu que es satisfan les relacions (3.3). En termes de les variables

adimensionals

_ U v _ S
UV=——, UV=-—, 8§=—
nRTy’ Vo' nR’
I’equacié (3.9) queda com
1 _
u(5,7) = - 16(7‘”8171‘”. (3.10)

La superficie (3.10) apareix representada a la Figura 3.1 per a un gas diatomic (y = 7/5).

A partir de la superficie fonamental €s possible obtenir totes les propietats termodinami-
ques del gas. A més, totes les transformacions reversibles es poden representar com a corbes
sobre aquesta superficie. Malgrat aixo, la superficie fonamental, tal com I’hem definit, és poc
apropiada, excepte en casos com el del gas ideal, on totes les expressions es poden obtenir ana-
liticament, degut a que ni I’energia interna ni I’entropia sén variables que es puguin mesurar
directament en el laboratori. A la segiient seccid introduirem noves funcions que tenen una
interpretacié més directa, i que son equivalents a la superficie fonamental.

Veurem també que aquestes noves funcions permeten calcular el treball maxim que es pot
obtenir d’un sistema, o la quantitat de calor maxima que es pot extreure del mateix, en certes
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condicions. En el cas de I’energia interna, com que pdV = Wy, de (3.1) tenim que
dU =TdS — Wiey.
Si el sistema experimenta una transformaci6 adiabatica, llavors dS = 0 i
0 Wadiabaic = —dU. (3.11)

Per tant, com ja sabiem per la propia construcci6 de I’energia interna, el treball que s’obté en un
procés adiabatic €s igual a menys la seva variacid. En realitat, pel primer principi, aixo es manté
mentre la transformacio sigui en condicions d’aillament teérmic, 1 tant li fa que sigui reversible
com no:

§Wig—o = —dU. (3.12)

En les altres situacions que discutirem, la irreversibilitat fa apareixer desigualtats. A la literatura
sovint s’anomena adiabatica qualsevol transformacié amb 6¢) = 0, i els processos adiabatics
reversibles s’anomenen llavors isentropics.

3.2 Els potencials termodinamics

Sigui una funcié f : R* x R — R, amby = f(z,2), y,z € R, z € R™. Definim p € R per

p= a—(z,x) (3.13)

Suposant, al menys localment, que
0 f
R
podem llavors aillar z = g(z, p). La transformada de Legendre de f(y, z) respecte de x és la
funcié f : R” x R — R definida per

~

f(Z,p) Zf(Z,g(Z,p))—pg(Z,p). (314)

La diferencial de f es pot calcular pensant que f (z,p) és realment una funcié de les 3
variables (z, z, p) donada per

f=f(z2) - pa. (3.15)

Llavors

=0 9,
df = Z ajdzi + 8_£(Z’ z)dr — xdp — pdz.
i=1 "

Pero p = %(z, x) i el darrer i antependltim terme es cancellen. Queda aix{

. "9
df =) aidzi — zdp, (3.16)
i=1
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que, suposant que podem eliminar z = ¢(z, p), demostra que f €s sols una funci6 de les vari-
ables no transformades z i la nova variable p. Localment, la transformada de Legendre d’una
funci6 conté la mateixa informacié que aquesta.

La definici6 es pot generalitzar al cas vectorial i, en alguns casos, es canvia el signe. Aixi,
per exemple, a mecanica classica, donat el Lagrangia L(q, ¢), ¢ € R", es defineixen els moments

canonics p; com
oL

00

1 la transformada de Legendre de L respecte a les velocitats €s

Di

i=1

on es suposa que les velocitats estan expressades en termes de (¢, p), cosa que es pot fer sempre
que

2L
930

L’energia interna U (S, V') s’anomena potencial termodinamic, degut a que la seva variacié

20

dU = TdS — pdV

ve donada per la suma de productes de forces termodinamiques, I 1 —p, per variacions de les
coordenades generalitzades S i V/, en analogia a I’energia potencial U d’un sistema mecanic,
que verifica

i=1

Mitjangant transformades de Legendre, €s possible obtenir altres potencials termodinamics,
que poden ser més adients en segons quines situacions.

L’ energia de Helmholtz,' coneguda antigament com energia lliure i representada per F',? es
denota actualment per A, i és la transformada de Legendre de U(.S, V) respecte de S:

ou
A—U—S($>V. (3.17)
Com que
ou
(%)V =T, (3.18)

"Hermann von Helmholtz, 1821-1894.

%El nom energia lliure va ser desterrat tedricament per la IUPAC (International Union of Pure and Applied
Chemistry) el 1988, pero tant el nom com la notacié antics es continuen usant, especialment en els llibres de fisica.

3La A prové de la paraula alemanya Arbeit, treball. Aquesta era la designacié original de Helmholtz.
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I’energia de Helmholtz és una funcié de 71 V:

AT, V)=U(S(T,V),V)=TS(T,V), (3.19)
a on es suposa que de (3.18) s’ha aillat S = S(7, V'), cosa que es pot fer localment si
0?U
o . 2
a5 70 (3.20)

Pensant que A = U(S, V) — T'S, i emprant ’equacié de Gibbs per a U, tindrem
dA =dU — TdS — SdT =TdS — pdV — TdS — SdT,

1 arribem aixi a

dA = —p(T,V)dV — S(T,V)dT. (3.21)
De I’expressié d’aquesta diferencial exacta es poden llegir les derivades parcials
0A
V) = —| — 3.22
0A
S(TV) = —|=| . 3.23

L’equacié (3.22) no és rés més que 1’equacié d’estat p = p(7, V). Si ens donen ’energia de
Helmholtz d’una substancia, en termes de les seves variables naturals (7', V'), podem per tant
obtenir I’equacié d’estat de la mateixa. Fixem-nos, pero, que del coneixement de 1’equacio
d’estat no n’hi ha prou per obtenir la funcié de Helmholtz, ja que cal saber també S(T, V).

A partir de dA = —pdV — SdT = —0W,.y, — SdT podem obtenir

OWiey = —dA — SdT. (3.24)
Si la transformacid reversible es desenvolupa a temperatura constant tenim llavors
5VVrev,isoterm = —dA. (325)

Per tant, el treball que s’obté d’un procés reversible isoterm és igual a menys la variacié de
I’energia de Helmholtz. De fet, aquesta és la maxima quantitat de treball isotermic que es pot
aconseguir, ja que les irreversibilitats sempre fan que sigui menor. Per veure-ho, considerem
un sistema que esta immers en un bany a temperatura 7' constant, i que experimenta una certa
transformacid irreversible, pero tal que els estats inicial i final, que s6n d’equilibri, corresponen
a temperatura 7". Si anomenem ¢V el treball fet pel sistema durant la transformaci6 i 6¢)
la quantitat de calor bescanviada amb el bany tindrem, pel primer principi, com que no hi
transferencia de calor fora del conjunt bany-+sistema i1 suposem que el bany no fa cap mena de
treball,

dU + W = 80,
AUy = —0Q.
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don 5Q AU 4+ 6w
dSbany = T = - T .

La variaci6 d’entropia total sera
_dU - TdS ‘I— 5W T:C%s[ant . dA + 5W

dU + oW
<dSpgy +dS = ———+—— +dS =
0 < dSpany +dS T +dS T E
D’aqui es dedueix que, efectivament,
(ﬂ/visoterm S _dA (326)
Anem ara a calcular I’energia de Helmholtz d’un gas ideal. Tenim
A=U-TS
i en aquesta expressio sols cal escriure S com una funcié de 7'i V. De (3.6) tenim
v—1 T (VN
A N R
o (5w) -5 (%)
d’on .
nR T (VT
S(T,V) = 1 — | = . 3.27
(T,V) V_10g<TO(VO> ) (3.27)
Emprant (3.9) 1 (3.27) s’obté llavors
nRik T V
A(T,V) = T —Tlog — | —nRT log —. 3.28
(T,V) 7_1< ogTO> niTlog - (3.28)
En termes de les variables adimensionals
A V _ T
q = —— ) — — T = —
“TwRTy T W i
I’energia de Helmholtz és
_ 1 _ _ _ —_
a(T,v) = po— (T — T'log T) — Tlog . (3.29)
f}/ J—
La funci6 a apareix representada a la Figura 3.2.
L’entalpia H és la transformada de Legendre de U(.S, V') respecte a V:
ou
H=U-V|—| . 3.30
(av), 63
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Figura 3.2: L’energia de Helmholtz per a un gas ideal diatdmic, en termes de les variables adi-
mensionals. Com que és la transformada de Legendre de I’energia interna respecte a 1I’entropia,

conté, localment, la mateixa informaci6 que la superficie fonamental.

oUN
av),~ P
I’entalpia és una funci6 de S'i p:
H(S,p) =U(S,V(S,p)) +pV(S,p).

Com que

A partirde H = U + pV i emprant I’equacié de Gibbs per a U, s’obté
dH = dU + dpV + pdV =TdS — pdV + Vdp + pdV,

d’on
dH =T(S,p)dS + V (S, p)dp.

T(S,p) = (g—g)p,

D’aqui podem llegir

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

Si tenim una transformacio isobarica, és a dir, amb p = constant, I’equaci6 (3.33) queda

dH = T(S,p)dS.
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Si la transformacié és, a més, reversible, 7'dS = 0Q.y, 1 per tant
6Qisobéric, rev — dH. (336)

La variaci6 d’entalpia dona, per tant, la quantitat de calor que s’absorbeix en una transformacié
reversible a pressio constant. Aixo és, de fet, la maxima quantitat de calor. En una transformacié
general, amb possibles irreversibilitats, tindrem 7'dS > 6@ 1, per tant

0 Qisobaric < dH. (3.37)

El calcul de I’entalpia per a un gas ideal es deixa com exercici.
L energia de Gibbs* G és una funcié de 7' i p que es pot obtenir com la transformada de
Legendre doble de U(S, V') respecte a S'i V:

ou ou
G—U—S(%)V—V(W)S. (3.38)
Com que
ou ou
(3s), =7 (o), = o
queda
G=U-TS+pV. (3.40)

A partir d’aquesta expressié i emprant 1’equacié de Gibbs per I’energia interna hom arriba
immediatament a

dG = —SdT + Vdp, (3.41)
d’on
oG
S(T,p) = _(0_T>p’ (3.42)
oG
vty = (&) . 3.43
(T,p) (3P)T (3.43)

Per interpretar les variacions de GG cal suposar que el sistema pot fer treball d’algun tipus
diferent que el treball mecanic pdV'. Cal considerar per tant un sistema no simple, que tingui
al menys variables d’estat (p, V, X, X5, T'), amb un treball no mecanic, per a transformacions
reversibles, de la forma

6Wrev,nm = indX%

Amb aquestes variables addicionals, totes les diferencials dels potencials termodinamics, co-
mengant per I’energia interna, adquireixen un terme extra — W, nm 1, €n particular,

dG = —SdT + Vdp — §Wieynm. (3.44)

4Josiah Willard Gibbs, 1839-1903.
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D’aqui es veu que si el procés, a més de reversible, €s isoterm i isobaric,
6Mev,nm,isobélric,isoterm - _dG (345)

Per tant, el treball no mecanic que es pot obtenir en un procés reversible, isoterm i isobaric és
menys la variaci6 de I’energia de Gibbs. De nou, si el procés és irreversible, aix0 proporciona
sols una fita superior al treball que es pot obtenir en aquestes condicions. La introducci6 d’el
parell extra de variables és necessari ja que, en cas contrari, mantenir p i 7' invariants forca que
V' també ho sigui, i no hi ha transformacié possible.

Deixem també com exercici el calcul de I’energia de Gibbs per a un gas ideal.

Hem presentat les 3 transformades de Legendre possibles per a un sistema (p, V,T'). Per
a sistemes simples amb altres variables, es poden definir les mateixes transformades, que no
tenen, perd, noms reconeguts. Per a sistemes no simples, es pot definir un nombre més gran de
transformades.

3.3 Lesrelacions de Maxwell iles equacions de Gibbs-Helmholtz

Les diferencials dels quatre potencials termodinamics per a un sistema (p, V, T') sén

dU = TdS —pdV, (3.46)
dA = —SdT — pdV, (3.47)
dH = TdS + Vdp, (3.48)
dG = —SdT + Vdp. (3.49)

D’aquestes expressions es poden llegir les variables naturals de cada potencial 1 els valors de
les derivades parcials

ou ou

= (as), (), o
0A 0A

=), (o), oy
OH OH

7= (22 v= (Z2) (3.52)

(85 >p ( dp >5

oG oG

Laigualtat de les derivades parcials segones, que és, de fet, la condicid per a que els membres de
la dreta de (3.46)—(3.49) siguin diferencials exactes, tal com indiquen els membres esquerra,
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imposa el que es coneix com a relacions de Maxwell:

oT B op
(), = (), 559
oS _ (9op
(a_V)T - <8T)V’ 0
). - (3,
op ) ¢ »

as
08 ov
— | = = (=) . (3.57)
op ) or),

Cal notar que cada una de les relacions de Maxwell involucra les quatre variables 7', S, p i
V.

Tal com veuremde seguida, les relacions de Maxwell poden utilitzar-se per fer desapareixer
de certes expressions d’interes les derivades de I’entropia o respecte a 1’entropia, que és una
quantitat no mesurable en el laboratori.

Volem ara comengar a relacionar els potencials termodinamics amb variables facilment me-
surables.

Avpartirde A=U —TSiG = H — TS podem obtenir U i H en termes de les variables
independents (7',V) i (T, p), en lloc de les naturals respectives (S, V) i (S, p):

UT,V) = AT, V)+TS(T, V)= A(T,V)—T (%) (359
Vv
H(T.p) = G(T.p)+TS(T.p) = G(T.p)—T (%) . (3.59)

Aquestes expressions es poden re-escriure com

urv) _ M_l(w) :_(‘9 (A(T’V)>) (3.60)

T2 T2 T oT oT T
HT.,p) _ GT,p) 1(0GT,p)\ _ (0 (G(Tp) (3.61)
T2 N T2 T oT N oT T . '

i en aquesta forma s’anomenen equacions de Gibbs-Helmholtz. El fet remarcable és que no
contenen I’entropia. Fixem-nos que la dependéncia de U en (T, V') no és natural des del punt de
vista matematic, pero en canvi ho és des del punt de vista experimental, ja que €s, per exemple,
la forma que haviem emprat per definir les capacitats calorifiques a volum i pressié constant

ou

OV = (8_T)V y (362)
ou ov

Cp = (a_T)p +p (8_T>p (363)
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De fet, C, es simplifica notablement si s’expressa en termes de 1’entalpia en lloc de I’energia
interna. A partirde H = U + pV tenim

(or),= (), (a7,

C, = <8H) : (3.64)
p

1, per tant,

T
que esta al mateix nivell que (3.62). Emprant (3.62) i (3.64) podem escriure les diferencials de
U 1 H en les noves variables en termes de les capacitats calorifiques

ou ou ou
_ (%2 T — T+ (= .
dU (8T>Vd + (av)TdV CydT + (av)TdV, (3.65)
0H oU OH

Igualant aquestes diferencials amb les diferencials naturals respectives i aillant les diferencials
de I’entropia, obtenim

TdS = CydT + ((0_{]) + p) dv, (3.67)
ov )

TdS = C,dT + ((5’_H> — V> dp. (3.68)
op ) ¢

Aquestes sOn expressions que, si coneixem la dependencia de U en V olade H en p, i a
més coneixem les capacitats calorifiques, permeten obtenir I’entropia en termes de (7', V') o de
(T, p). De fet, és possible fer desapareixer a més I’energia interna i I’entalpia, i deixar sols la
pressio, la temperatura i el volum. En efecte, de

oS oS
= TdS —pdV =T ((22) dT+ (22 dV ) — pdV
dU ds — pdV ((8T)Vd +(8V>Td) P

oS oS
= T|— T T|(— ) —
(6r), o0+ (7 (5, -#)
oUu oS
— ) =7(Z) -
(aV)T <aV)T a
1, emprant la relacié de Maxwell (3.55),

U\ _p(w) _
(%), -7 (%),
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L’equaci6 equivalent per a I’entalpia és (??):a

oOH oV
(a_p)T _ 7 (a?) ‘v (3.70)

Aquestes equacions sén generals per a qualsevol substancia (p, V,T') i demostren que es pot
determinar la dependenciade U en V' ide H en p si es coneix I’equacié d’estat de la substancia.
Anant llavors a (3.67) o (3.68) es veu que el coneixement de 1’equacié d’estat i de Cy (T, V') o
C,(T, p) permet calcular S(7', V') o S(T,p). Si eliminem 7'dS entre (3.67) i (3.68) i emprem
(3.69) 1 (3.70) podem obtenir una relaci6 universal entre dV', dp 1 d7"

dp ov
(C,— Cy)dT =T <—) dV + T <—> dp. (3.71)
P oT ), ar ),

D’aquesta relacié podem llegir
( oT ) 1 ( op )
0 V p Cp - OV 82 v ’

orN 1 (v
apV_Op—CV oT p'

), (or), =+ (@), ().~
ov) \or) — " \oar),\op),

les dues equacions son la mateixa. De la primera tenim llavors

— (g_g)vi dp v
GO, -7(52), (),

ov

v\ _ () (oV
(a_T>V‘ <aV)T<6T>p’ G-72)

B op ov\?
C,—Cy=-T (W)T (8_T) (3.73)

p

De fet, degut a que

1, emprant la relaci6

queda finalment

Totes les substancies reals son tals que, quan s6n sotmeses a un increment de pressié a tempe-
ratura constant, es comprimeixen, és a dir,

(a—v> <0,
op )
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d’on

Op 1
<0V)T N (8_V) =
dp T
La relaci6 (3.73) indica que, per a totes les substancies reals, C}, > Cv, i la diferéncia es pot
obtenir si es coneix 1’equaci6 d’estat. Aixo permet de mostrar de forma trivial que, per a un gas
ideal, C}, = Cy + nR.
Aillant U i H de les equacions de Gibbs-Helmholtz (3.60) i (3.61), un simple calcul mostra
que les capacitats calorifiques (3.62) i (3.64) es poden obtenir com a derivades segones de les
funcions de Helmholtz i de Gibbs respecte a la temperatura:

GQA(T,V)>
Ov(T,V) = —T (222220 (3.74)
V(T V) ( oT? ”
9*G(T,p)
C,(T,p) = -T (—) . (3.75)
v o ),

Les capacitats calorifiques son, per tant, proporcionals a les curvatures de les funcions de Helm-
holtz 1 Gibbs en la direcci6 de la temperatura. A la segiient secci6 obtindrem més relacions que
impliquen les derivades segones de la superficie fonamental en les seves diferents formes, i
relacionarem les propietats termiques d’una substancia amb les mecaniques.

3.4 Les curvatures de la superficie fonamental

No hi ha cap substancia real tal que una aportaci6 de calor resulti en un descens de temperatura.
De fet, a menys que es produeixi una transformacioé de la substancia, i de fet n’obtinguem aixi
una de diferent, sempre es produeix un augment de temperatura. Per tant C'y i C,, sén funcions
positives de (7,V') i (T, p), respectivament (o sén constants positives). De (3.74) i (3.75) es
dedueix llavors que les curvatures de A i GG en la direcci6 de la temperatura sén negatives:

FPATY) _ PG(T.p)

< 0. 3.76
aT? ’ oT? (3.76)
El coeficient d’expansio volumetrica 3 es defineix per
1 [foV
= — == 3.77
mentre que coeficient de compressibilitat volumeétrica isotermica k ve donat per
1 [0V
=—= (= . 3.78
" 4 ( Ip )T ( :
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[ és quasi sempre positiu, perd també pot ser negatiu, com és el cas de 1’aigua entre el punt

de congelacié 1 aproximadament els 3, 9°C, per0d xr €és sempre positiu. Emprant V' = %—g ,
T
hom obté
1 9*G
T = == 3.79
1 9°G
T = —=—. 3.80

De la darrera relaci6 i del fet que xr > 0 es dedueix que la curvatura de GG en la direc-
ci6 de la pressi6 també és negativa. Emprant (3.77) i (3.78) a (3.73), i tenint en compte que

(%—‘;)T (%)T = 1, s’obté que la relacié universal entre les capacitats calorifiques es pot es-

criure com )
C,—Cy = TVﬂ—. (3.81)
RT
Recollint els diversos resultats obtinguts, podem escriure totes les derivades segones de
G(T, p) en termes dels parametres calorics Cy i C), i dels parametres mecanics 5 i kr:

G C, &G 0°G

. —— = —Kr

o012 T Op?

Podem ara emprar les formules de 1’Exercici 6 per obtenir les derivades segones de A(7, V)
en termes de les de la seva transformada de Legendre G(7', p) respecte de V' (identificant G = f,
A=f,2z=T,x =V 1ip= —p). Tindrem, per exemple,

2
892G
PA PG (aTap> _ G BV _ O
T2 072 %27(2; T ky T

on, en el darrer pas, hem emprat (3.81), i hem obtingut aixi el resultat (3.74) que ja coneixiem.
Les altres derivades segones soén

’PA 1 1

8V2 %QTg VKJT7
i 92G

0*A aTop B

oToV rg - T kr

3Cal canviar el signe de I’expressi6 de 1'Exercici 6 per a les derivades respecte a p; en les férmules anteriors no
afecta degut al quadrat o a ser derivada segona.
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Posant-ho tot plegat, tenim

PA Gy PA 1 PA 8

oz~ T AVE Ve 9TV kp G859

De la mateixa manera, pensant que G(7',p) és la transformada de Legendre de H(S,p)
respecte a S, s’arriba a

O?H T  0°H

ooy TVZO? - OPH VT
= — =—VK = .
9S> ~ C,  op? oo, 0 9pasS G,

(3.84)

Finalment, tenint en compte, per exemple, que A(7,V) és la transformada de Legendre de
U(S, V) respecte a .S, hom obté

U T U 1 T U BT

W N C_V’ ov?2 B VK)T + Cvl‘f,%’ 0SoV B 7/§TCV.

(3.85)

Anem ara a veure com el coneixement de les curvatures dels potencials, és a dir, les de-
rivades segones dels mateixos en les direccions dels seus eixos naturals, permet calcular-los.
Les derivades parcials primeres dels potencials sén £V, +p, £7', £5. Si coneixem 1’equacié
d’estat podem calcular T'(p, V'), p(V,T) o V(T p), i sols queda després calcular I’entropia a.S.

Per obtenir 1’equaci6 d’estat escrivim

oV oV
dV(T,p)=—=— ) dT — | dp= dl" — d
V( 7p) (5T)p + (8p>T p /BV ’%TV D,

d’on dv
v - BdT — krdp,
1, finalment,
dlogV = pdT — krdp. (3.86)

El membre de I’esquerra indica que el de la dreta és una diferencial exacta, i es pot per tant
integrar sobre una corba arbitraria a partir d’un punt de referéncia si coneixem els parametres (3
i k7 en funcid de (T, p). Per (3.82), aix0 és equivalent a congixer dues de les derivades segones
de G(T,p). Fixem-nos que hem pogut trobar una expressié tancada degut a que V' apareix en
els dos termes que formen la diferencial de V.

Per calcular I’entropia, escrivim

oS oS 0*G 0*G

1 queda, finalment,
C
ds = ?pdT — Vdp. (3.87)
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De nou, aquesta 1-forma exacta es pot integrar des d’un punt de referéncia fins a un estat ar-
bitrari al llarg de qualsevol corba. Amb el coneixement de V (T, p) i S(T,p) és possible ara
integrar

dG = —SdT + Vdp, (3.88)

i obtenir G(T', p), completant aixi el pas de les curvatures als potencials termodinamics, ja que
la resta de potencials es poden obtenir per (anti-)transformades de Legendre. Es possible també
portar a terme tot aquest procediment emprant qualsevol dels altres tres potencials com a punt

de sortida.
9GY __ (9VB)
opT ), or ),

De (3.87) es segueix que
1 (oC,\ _ oV D5)
, ( o )T = (—8T p. (3.89)

Aquesta és una relacié de compatibilitat entre un parametre caloric, C,, i un de mecanic, £,
que tota substancia real ha de satisfer. Es pot veure que, expressant 1’entropia en termes d’altres
variables, és possible obtenir altres relacions de compatibilitat. Degut a la relacié universal
(3.81), sols una d’elles, per exemple (3.89), és, pero, independent.

és adir
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Per recordar

o U = U(S,V) és la superficie fonamental d’una substancia, i conté tota la informacié
termodinamica sobre la mateixa.

e Els potencials termodinamics A, H i G s’obtenen de U emprant la transformada de Le-
gendre respecte a .S, V' o les dues.

e Els potencials termodinamics proporcionen informacié sobre les quantitats maximes de
treball o calor que es poden obtenir d’una transformaci6 sota certes condicions.

e Les relacions de Maxwell codifiquen les condicions d’integrabilitat de les 1-formes que
proporcionen les diferencials dels potencials.

e Les derivades segones dels potencials termodinamics contenen informacié que €s facil
d’obtenir a partir d’experiments, i a partir d’aquesta informacié es poden calcular I’equa-
ci6 d’estat i els potencials.
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Exercicis

1. Suposeu que empreu com a variables termodinamiques independents d’un cert sistema
I’energia interna U i el volum V.

(a) Demostreu, a partir de 1’equacié de Gibbs, que

g (1\ 0 ( p>
ov\r) oU\T/
(b) Demostreu, emprant aquesta relacid, que 1’energia interna U(V,T') d’un gas ideal
sols pot dependre de la temperatura.

(c) Aneu a casa d’un amic que esta completant la seva tesi en el departament de Fisica
Fonamental de la UB. Mentre preneu una cervesa, us mostra tot cofoi 1’esborrany
d’un article que esta escrivint. El fullegeu sense massa interes, perd de cop i volta
us crida I’atencio el segiient paragraf:

To summarize, we have proved that, under the conditions described in Section
11, the equation of state for tripiglocanol is given by

pV? =0T, (3.90)
and that the internal energy has the form
U=apV. (3.91)

In the next Section, we will describe an experimental method to determine the
constants a and b.

Li dirieu alguna cosa, al vostre amic?

2. Calculeu I’entalpia i I’energia de Gibbs d’un gas ideal. Calculeu les respectives formes
adimensionals, 1 representeu-les graficament.

0A
(a_p)T = pVIiT.

4. Demostreu (3.72), suposant que p = p(7, V') defineix V en funcié de pi 7.

3. Demostreu que

5. Calculeu B i k7 per a un gas ideal i per a un gas de Van der Waals.

6. Sigui f la transformada de Legendre de f, amb f(z,p) = f(z,x) —xzp, p = %, i
x = z(z,p). Demostreu que

of _of of _ - or_ g or_ 1
0z 0z 0Op Yoo T %’ 8p_%'
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Emprant aquests resultats, establiu la relaci6 segiient entre les derivades segones de f i f :

~ 02 2 ~ A 2
aﬁ_aﬁ_(a@ #f 1 »f 2

2~ 9.2 22f 2 9 2f -

Invertiu aquests resultats per obtenir

~ 92 f 2 27
er of %) e 0 ey M

22 Oz 2f x 217 920x 2f
022 022 2% f Ox? %y 020 %y
Op? Op? Op?

. Demostreu les relacions (3.84) 1 (3.85).

. Una substancia té entalpia

H(S,p) = C15log L
Po

on py és una pressié de referencia i C é€s una constant positiva. Calculeu la capacitat
calorifica a volum constant Cy, d’aquesta substancia.

. S’ha trobat experimentalment que 1’energia de Helmholtz d’una certa substancia es pot
descriure amb bona aproximacio per

A
A(T, V) = AT exp(aT) — nRT (log(V — As) + 73) 7
on A, Ay, A3 1 sén constants positives.

(a) Calculeu I’equaci6 d’estat de la substancia, i compareu-la amb la del gas ideal.

(b) Calculeu I’energia interna de la substancia.

. La superficie fonamental del 3-beta-metilcarbal en forma de vapor vora el punt de con-
densaci6 esta definida implicitament per

(S —a)* = BVU?,
on « i B s6n constants positives.

(a) Calculeu-ne I’energia de Gibbs.

(b) Calculeu la seva equaci6 d’estat.
(c) Calculeu C,,.
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11. Una substancia té energia de Gibbs

G(T,p) = nRTlog - — L(T)p,
Po

on pg és una pressio de referéncia i L(7') és una funci6 positiva de la temperatura.

(a) Calculeu I’equaci6 d’estat de la substancia.
(b) Calculeu C, (T, p).
(c) Calculeu I’entropia.

(d) Calculeu el coeficient volumetric d’expansio

=5 (5r)

(e) Calculeu la compressibilitat isotermica

1 /0V
kr(T,p) = v (8_]9) :
T

12. Per a una certa substancia es sap que
kr=a— 1 B=b—,
p p

on a i b sOn constants.

(a) Digueu quina €s la relacio entre a i b.

(b) Calculeu I’equacié d’estat de la substancia.

Indicacions per als exercicis

1. Agafem (U, V) com a variables independents d’un sistema (p, V, T').

(a) L’equaci6 de Gibbs és
1
ds = —duU + 2av,

T T
d’on, demanant la igualtat de les derivades creuades,
g (1 0 [p
— (=)= Z(£) 3.92
oV (T) oU (T) (3.92)
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(b) SipV = nRT resulta

p(U.V) _nR
Tw,v) VvV’
d’on 5
Py _
ouU (T> =0
i llavors, degut a (3.92),
g (1Y 0
ov\T)
que implica
oT
(W)U =0. (3.93)

De U = U(V,T) obtenim T" = T'(U, V) tal que
U=U\V,T(UV)).

Derivant respecte a V' queda

o (VY (U (TN e (U
S \ov /), \or),\ov ), \ov /),
oU
(5v),

i per tant I’energia interna d’un gas ideal és sols funcié de 7" (o de (p, V') en la forma
pV emprant ’equacié d’estat). Aquesta és la segona demostracio termodinamica
que fem d’aquest fet (la primera era la del problema 11 del tema anterior).

(c) DepV2 =bTiU = apV s’obté
b 1 ab

p_ 2 @
T vV T UV’

1 llavors (3.92) porta a
ab

ovE T
que implica que ab = 01 per tant que 0 bé pV? = 0 0 que U = 0, situacions aquestes
que no poden donar-se per a cap substancia real.

2. L’entalpia d’un gas ideal és

RT % y—1 -1
H(s,p) = P T s

1—v

v,
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0, amb variables adimensionals ,

S - H W
5:_7h: y P= —H+
nRk nRT() HRTO
T _ Yoo _x=1 y-1g
h = ——pD 7 ]
(5,p) o L
L’energia de Gibbs és
nRy pVo
G(T,p) = T —Tlog — RT'log ——
(T, p) o ( og 0)+n T
o,
T A7 T TN N _ G 5 _T _
T,p) = T—TlogT)+T1 bg= T=—
9(T.p) 7_1( ogT)+Tlogp, amb g WRT. 7P

3. La definici6 del coefficient k1 és

7 v \op r

1% oV
dA = —SdT —pdV = —SdT — p ((a_p)po + (a—T>pdT>

() oo ()

D’aqui resulta llavors

0A oV 1 /0oV
) = —p =) =pV([—= (2= — V.
(3p)T p(3p>T P < V((‘?p)T) prrr

4. S’obté derivant implicitament respecte a 7" la identitat p = p(T, V (p, T))).

Tenim

5. Peraun gasideal V = ”’%T 1 llavors
5 = L/ovy 1 nR 1
o vi\eor), V. p T
1 [oV 1 nRT 1
kr = ——|— | =—=|[— =,
V \0p/; vV p? p
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Per al gas de van der Waals, (p + %) (v — b) = RT' i, derivant implicitament,

5 = L /ovVyy 1 [0v
- v (5r) =3 (7).

1 R 1
= = - = = T
it E-Be-b  ST-Eu-y 0T
o — LoV 1 [0v
- V \ 9p T_ v \ Op T
1 —(v—=2> 1
( ) = a QaZHT@)’T)'

a
2

’Up—l—v——?]—g(?}—b) ﬁp—i_v(vfb)_v_2

No poden obtenir-se expressions explicites en termes de (p,T’) degut a la impossibilitat
de solucionar de forma tancada 1’equaci6 d’estat per a v.

6. Es un calcul pesat perd trivial.

7. S’han d’emprar les darreres expressions de 1’exercici 6 i els resultats per a les deriva-
des segones de A i GG, pero tenint en compte que la de les derivades creuades d’ A esta
malament en la versié original dels apunts (corregit a la versi6 de 30 d’abril), i que és

0?A 6]

TV~ kp

Les formules de 1’exercici 6 es poden usar tal com estan en aquest exercici, degut a que
les transformacions H — G i U — A no impliquen la pressié, pero degut a 1’error
esmentat en la derivada de A, la darrera derivada de (88) en la versi6 original tenia el
signe equivocat.

Posant f = H, f =G, z = p (pressid), t = Sip="T tenim

OPH 1T

052 —  2GJ/oT?  C)

PH PG (9°G/aTdp)” v VT
o7 o @qjorr Mt Te
?H  9°G/oTdp  BVT

asop G/  C,

Emprant C,, = Cy + T V%, hom pot veure que 92 H/dp? es simplifica a

82H . _CVKJTV
o2 C,
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Per obtenir les de U, posem f = U, f =A,z=V,z=.5,p="Tillavors
02U 1 T

952~ 2AJOT? Oy

PU A (92AJ0TOV) 1 . T3
oV?2 oV?2 02A/0T? Vir  Cyk3’
U ?A/OT OV BT

asov —  PA/OT?  Cyrr

Per completar I’exercici es poden re-deduir les expressions per a U a partir de les de H,
per0 s’ha de tenir en compte ara el signe canviat, posant p = —p, i emprar la forma
simplificada de 9* H/Op? per connectar amb les expressions obtingudes a partir d’ A.

. (probablement es pot fer de manera més simple) Hem de calcular

ou
o= (51),
Tenim que U(S, V) = H(S,p(S,V)) — p(S,V)V. Podem obtenir p(S, V') a partir de
OH S e
V= (6_]3)5_015 5, d’on p(S’V>_01V’

i llavors

C, 52
— 8% (log =22 1) .
U(S,V)=CS (og 7 >

De U(T,V)=U(S(T,V), V) obtenim
(o). = (@s), (o)
aTr ), 05 ), \oT )
Anem a veure com calcular aquestes dues derivades parcials.

e De I’expressio de U(S, V') tenim, directament,

oU ¢, 52
— =2 1 )
<85)V ClS 08 pOV

e Pensant que S(7', V') esta definida implicitament per

OH 0,52
T=(2=) =20,Slog —-
(as)p Cr5og oV’

obtenim, derivant implicitament, que

(or), = i
oT' ), 4C, + 2C, log &52°

poV
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Posant-ho tot junt obtenim

C. 52 1 S log 18?2
Cv = 2C\Slog 1V ' Cr52 péYs?
Po 401 + 201 log oV 2+ log oV

Slog & TS
2+log 2 ACIS+ T

9. (a) Lequaci6 d’estat és

0A 1 Az
=—|(==) =nRT| —— — —
b (av)T " (V—A2 v2)’
que és la del gas ideal en el limit que As, A3 — 0. Fixem-nos, pero, que el siste-

ma que s’obté en aquest limit no és un gas ideal, ja que queda llavors A(T, V') =
A Te*T —nRTlogV .

(b) DeU = A+ TS, amb

0A A
S =— (8_T)V = — AT — AjaTe* +nR (log(V — Ay + 73> ,
obtenim

U=—AaT?e,

que, de nou, no és I’energia interna del gas ideal. El resultat no es pot posar de
forma tancada en termes de (S, V).

10. Sigui
(S —a)* = BVU? (3.94)

(a) Hem de calcular G = U — T'S + pV. Derivant (3.94) respecte a S s’obté

ou 2(S —«)?
T — 2\ 3.95
( a8 ) v BVU (3.95)
i fent-ho respecte a V/,
ou U U
= — _ = — d’ V = —. 3.96
P (av) s oy ST T, (5.96)

Posant (3.95) a (3.94) s’obté, a més,
T

82



(b)

()

Llavors, substituint-ho tot a G,

1 3
G=—-TS—-aT.
Ve
Cal ara expressar S en termes de (7', p) (per tal de poder calcular C},). Emprant

I’expressio de I’energia interna resulta

4(S — a)?
T = 97
BVT (3.97)
mentre que la del volum esdevé
TS — 4pV
T C k) S . 1 (3.98)
4p T
Elevant aixo0 al quadrat i emprant (3.97) s’arriba a
BT!
= —— 3.99
G (3.99)

que és ’equacié d’estat que es demana en I’apartat segiient. Tornant a (3.98) i
emprant (3.99) s’obté I’expressio desitjada de 1’entropia,

BT?

S = —

a+16p’
1 llavors B T
G(T.p) = —alT — ——.
(T,p) = —« 61 7

Podem ara re-calcular 1’equaci6 d’estat com
BT*
v (%) _ BT
op ), 64 p?

0’G 3 T8
= T-— =—_B—.
Cr oT? 16 p

Tenim

11. Aquest és facil: és tot un calcul directe a partir de G.

(a)

oG 1
V=— =nRIT- — L(T).
(ap>T p ( )
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12.

(b)

(©)

(d)

(e)

()

0*G "

0G P
— (&) — LRl 2+ (1.
S (8T>p nR ogpo—i— (T)p

106G 1 (nR _ nR—pL(T)
B_VaTap_V<7_L(T)) " nRT — pL(T)

1 0°G nRT nRT

“Vopr  Vpr  nRpT — pPL(T)

RT =

Els coneixement de (3 i k7 ens diu que

1og
V oT Op p’

192G T
Vor aF.

Derivant la primera respecte a p 1 la segona respecte a 7' s’obté, pensant que V' =
V(T,p),

_lovee 106 T

V2 OopdTop 'V OTOp? p?’
Lovee 1 06 T
V20T op?  V OTOp? P2’

Sumant les dues equacions i tenint en compte les diverses expressions per a 3 i kp
(com a derivades segones de GG i com a derivades primeres de V'), s’arriba a

T2

0=

(3& - b)a

i per tant b = 3a. El resultat també es pot obtenir de manera molt més simple
emprant

d(log V') = 5dT — krdp, (3.100)
1 demanant la conseqiient igualtat de les derivades creuades
o8  Okr
op 0T’
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(b) Posant a (3.100) les expressions de 3 i kr, amb b = 3a, s’obté
T2 3
d(log V) = 3a—dT — a—dp.
p p
Integrant aixo es té
3
logV =a— + «,
D
on « €s una constant arbitraria i, finalment,

RS o2
V =e% "7 = Vpe"r.
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Part 11

Mecanica de fluids
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Capitol 4

Les equacions de la mecanica de fluids

En aquest tema presentarem d’una manera molt compacta les equacions de la mecanica de fluids
en I’anomenada formulacié Euleriana. Veurem les lleis de conservacié de massa, quantitat de
moviment 1 energia, alguns tipus de fluids simples, com ara el fluid ideal 1 el fluid isentropic,
introduirem la funcié de corrent 1 la vorticitat, i arribarem a I’equacié de Navier-Stokes. Desen-
voluparem el tema seguint el primer capitol de [4], amb algunes aportacions del capitols 4 i 6
de [5].

4.1 Les equacions d’Euler

Sigui D un domini de R? (0 de R? o IR, encara que aquest darrer cas €s particular en molts
aspectes), i sigui £ € D. Imaginem una particula, de massa i dimensions menyspreables,
suspesa en el fluid i que es mou amb ell, i que nomenarem particula de fluid.

Denotem per (%, t) € R, n = 3,2, 1, la velocitat d’una particula de fluid que passa per &
en temps ¢. El conjunt de valors #(Z, t) per a tot ¥ € D forma el camp espacial de velocitats
del fluid en temps t.

Per a cada t suposarem que existeix una funcié p(Z,t), la densitat espacial de massa del
fluid, que doéna la densitat del fluid en el punt & en temps ¢. L’existencia d’aquesta funcié és
el que s’anomena la hipotesi del continu, que és evident que fa fallida si anem a escales prou
petites com per a que la natura atdbmica o molecular de la materia es posi de manifest. Tenint en
compte aquesta limitacid, la massa, en temps ¢, d’'un volum W C D prou gran com per a que
I’estructura microscopica del fluid no es posi de manifest sera

m(W.0) = | pl@t)av, (.1
w

on dV = d"7 és I’element de volum a R", n = 3,2, 1.
Procedirem ara a obtenir les equacions que es dedueixen per als fluids dels principis de
conservaci6 de la quantitat de materia, de la quantitat de moviment i de 1’energia.
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4.1.1 Balanc¢ de massa

Sigui W una regi6 fixada de D, que no canvia en el temps. Tindrem que, degut precisament a
que W no depen de ¢,

d d

Sty = & /W i av = [ 2

Pz, t)dv.
Wat( )

dt
Suposant que a I’interior de ¥/ no hi ha cap font ni cap embornal de materia, la variacié de
massa de W sols pot ser deguda a un canvi net en la quantitat de fluid que travessa la frontera
OW de W. Si 7i és la normal unitaria a §W orientada cap a 1’exterior, la quantitat de materia
que travessa la unitat d’area, de dins cap enfora, en un punt donat de la superficie per unitat de
temps €s

pu - 1.

La variaci6 total de massa per unitat de temps sera per tant

d
—m(W,t) = —/ pu -1 dA,
ow

dt
on el signe negatiu és degut a que si « - 77 > 0 la materia esta sortint de 1W. Comparant les dues
expressions per a la variacié de la massa, obtenim la forma integral de I’equacio de continuitat

ap

5 (1) dV = / il - 7 dA, 4.2)
w ow

que és una de les formes matematiques que codifiquen el principi de conservacié de la massa.
Si els camps de velocitat 1 densitat de massa son prou suaus com per poder aplicar el teorema

de Gauss, aixo dona
a —>
/ <—p +V- (pﬁ)) dv = 0. 4.3)
w \ Ot

Com que la integral ha de ser zero per a qualsevol W, si suposem que I’integrant és una funcié
continua obtenim la forma diferencial de I’equacio de continuitat

a - —
— + V- (pi0) = 0. (4.4)
ot
Si els camps p i @ no sén prou suaus per justificar els passos que hem realitzat per arribar a la
forma diferencial, llavors la forma integral €s la que s’ha d’emprar. De fet, els metodes numerics
basats en principis variacionals parteixen de les equacions en forma integral, 1 utilitzen funcions
de suavitat limitada per aproximar les solucions.
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4.1.2 Balanc de la quantitat de moviment

Sigui Z(t) = (x(t),y(t), 2(t)) la trajectoria que segueix una particula de fluid. EI camp de
velocitats en temps ¢ sobre la trajectoria de la particula és llavors tal que

47

a(Z(t),t) = 5 (6) = (@(1), (1), 2(8)) = (u(@(?), 1), v(2(t), 1), w(@(2),2)).  (4.5)

Cal notar que el camp de velocitats, expressat d’aquesta manera, t€ una doble dependéncia en
t, ja que pot variar al llarg de la trajectoria seguida per la particula i, a més, pot variar, per a un
punt fixat, d’un instant de temps a un altre.

L’acceleraci6 de la particula de fluid sera

du ou, ou. Ou., OF

at) = —(x(t),y(t), 2(t),t) = —i + =G+ 3+ = = (@ - V)@ + &l
a’( ) dt (ﬂj( )73/( )7Z< )7 ) ax‘r—i_ ayy+ 822 + at ( >U+ tu?
on hem introduit els operadors diferencials
0 - 0 0 0
0= —. 4-V=u— _ —. 4.6
or Y T e Ty TV (4.6)
Si definim la derivada material com
D=8, +@-V, (4.7)
podem escriure I’acceleracié d’una particula de fluid com
du
a=— = Dyu. 4.8
= U (4.8)

El nom de derivada material prové del fet de que D, déna el ritme de canvi que experimenta una
particula de fluid, que segueix el moviment de la materia del fluid. El terme - V de la derivada
material s’anomena derivada advectiva. L’origen dels dos termes que apareixen a la derivada
material s’il'lustra a la Figura 4.1.

De fet, si f és una funcié escalar qualsevol (pot ser una component de la velocitat) que
depen de la trajectoria de la particula i de I’instant de temps, hem demostrat que

 a0) 9(0),2(0),1) = f +- V] = Dif. “9)

Per a qualsevol medi continu, les forces que actuen sobre una porcié de substancia s6n de
dos tipus. Hi ha en primer lloc les forces d’esfor¢ (stress en angles), que son les que la resta del
medi fan sobre la porcié de substancia a través de la superficie que els separa. En segon lloc,
hi ha forces externes (body forces en angles), com ara la gravetat, que exerceixen una forca per
unitat de volum del medi. La clara separacio teorica entre les forces de superficie i les de volum
va ser idea de Cauchy.
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T+ AL), t+ At)

Figura 4.1: Origen de les dues contribucions a la derivada material. En temps ¢ + At la velocitat
de la particula de fluid ha variat degut al pas del temps i al fet que es troba en Z(¢ + At) en lloc
de Z(t).

Meés endavant considerarem les forces d’esfor¢ amb més generalitat, pero ara definirem un
fluid ideal com aquell on les forces d’esfor¢ sén sempre perpendiculars a la superficie a través
de la qual s’exerceixen. Més concretament, existeix una funcié escalar p(Z,t), anomenada
pressio tal que, si 77 €s la normal unitaria corresponent a una certa orientacié de la superficie S
que separa localment dues regions del fluid, llavors

forca a través de S en el punt & en temps ¢, per unitat de superficie = p(&,t)7.

El concepte de fluid ideal és una idealitzacié extrema del comportament dels fluids reals, que
de fet exerceixen forces d’esfor¢ amb components tangencials, i sense les quals és impossible
explicar moviments de rotaci6 en el fluid. Es pot veure que, si la pressié termodinamica esta
definida, aquesta és igual a la pressi6 que apareix a la for¢a d’esfor¢ del fluid ideal (consulteu
la secci6 4.10 de [5] per a més detalls).

Sigui W una regio del fluid. La for¢a d’esforg total en un cert instant de temps a través de
OW sera

Sow = —/ pit dA, (4.10)
ow

on el signe menys és degut a que escollim la normal cap enfora, i la resta del fluid fa forca sobre
el fluid de W. Si p és prou suau, podem aplicar el teorema de Gauss' i resulta

Sow = —/ VpdV. 4.11)
%%

'De fet, apliquem el teorema de Gauss a la projecci6 de la forca en una direccié qualsevol. Si € és un vector
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Si I;(f, t) és la forca externa per unitat de massa, la forga externa total sobre W en I’instant ¢
sera

By = / pb dV, (4.12)
w

jaque pl; és la forca per unitat de volum. Tenint en compte les expressions per als dos tipus de
forca, podem deduir, en el limit de volums arbitrariament petits, que la for¢a total per unitat de
volum en el punt Z en I’instant ¢ és

—Vp + pb.
Com que la unitat de volum té massa p, si apliquem la segona llei de Newton a la unitat de

volum al voltant d’una particula de fluid obtenim la forma diferencial del balan¢ de quantitat
de moviment

pD,ii = —Vp + pb, (4.13)
que també s’escriu com
\V4 -
Dii=—~L 15 (4.14)
p

Anem ara a obtenir la forma integral del balan¢ de quantitat de moviment, primer a partir de
la forma diferencial i després directament. Obtindrem expressions diferents, la demostracié de
I’equivalencia de les quals donara peu a introduir alguns conceptes fonamentals de la mecanica
de fluids.

Passant al membre de la dreta la part de la derivada advectiva de (4.13), resulta

poyit = —p(ii - V)i — Vp + pb.

=

Emprant ara I’equacié de continuitat 0,p + V - (pu) = 0, hom pot escriure
Oy(pil) = Oyp @i+ p Oyt = —V - (pid)id — p(iT - V)i — Vp + pb.
Si W és una regi6 fixada de I’espai tenim llavors

d 0
S padv = | Za)d
G [erev = [ S

=

— —/ (v (p@d)ii + p(ii - ﬁ)ﬁ) dv —/ 6pdv+/ pbdv.
W W W
La component :—esima de I’integrant de la primera integral és, emprant el conveni d’Einstein,

V - (pil)ui + plil - V)u; = 05(puj)u; + pudyu; = 0 (pujus) =V - (piiu;),

unitari fixat, tenim

—

é-SaW:—/ p€~ﬁdA:—/ ﬁ(;;é‘)dvz—é*-/ Vp dV.
ow w w

Com que € és arbitrari, es dedueix (4.11).
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i per tant, emprant el teorema de Gauss,

/ <§-<pﬁ)ui+p(ﬁﬁ)ui> dV:/ ﬁ-(pﬁui)dvz/ wip @ - 7i dA.
w w %]

Ajuntant els resultats per a les 3 components tindrem

/(6-(pﬁ)ﬁ+p(ﬁﬁ)a>dvzf pi -7t dA,
w oW

1 obtenim llavors, aplicant també el teorema de Gauss al terme de pressio, la forma integral
derivada® del balang de quantitat de moviment, valida per a un volum fix a I’espai,

d bl
— pudV = — / (pii + p(@ - 7)) dA + / pbdV. 4.15)
dt Jw )% w
El vector
pit + p(i - 7)d (4.16)

s’anomena flux de quantitat de moviment per unitat d’area a traves de OW . La integral

/ pu dV
w

és la quantitat de moviment continguda en el volum WW. L’equaci6 (4.15) diu per tant que la
variaci6 de la quantitat de moviment d’un volum fix és deguda al flux de quantitat de moviment
a través de la seva frontera i a I’acci6 de les forces externes.

4.1.3 Teorema del transport. Fluxos incompressibles

Anem ara a obtenir directament una forma integral del balan¢ de quantitat de moviment. Per
fer-ho, introduirem alguns conceptes i resultats que sén interessants per si mateixos.

Sigui £ un punt de D, i sigui Z(t) = (5(5, t) la trajectoria d’un particula que esta en el punt
¢ perat = 0. Suposarem que, per a cada ¢, I'aplicacié ¢ : D — D tal que ¢,(€) = Z(t) és
un difeomorfisme. Les coordenades Z(t), que segueixen una particula del fluid, corresponen a
la formulacio Euleriana de la mecanica de fluids, mentre que les coordenades 5 apareixen a la
formulacié Lagrangiana.® La formulaci6 Euleriana és la més emprada, i és la que hem utilitzat
des del comengament. La formulacié Lagrangiana €s especialment simple en problemes en una
dimensi6 d’espai, degut a que el difeomorfisme ¢ conserva I’ordenaci6 dels reals.*

2En el sentit d’obtinguda a partir d’un altre resultat.

3Malgrat el nom, ambdues sén degudes a Euler.

“Una discussié conceptual detallada de les dues formulacions pot trobar-se a James F. Price, Lagran-
gian and Eulerian Representations of Fluid Flow: Kinematics and the Equations of Motion, disponible a
http://www.whoi.edu/science/PO/people/jprice.
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Si W és una regié donada de D, llavors
Wy = 6,(W)

€s el volum ocupat per les particules de W al cap de ¢ unitats de temps. Emprant la notacié de
(4.11) 1 (4.12), 1a forma integral primitiva del balan¢ de quantitat de moviment és

d — —
- pﬁ dV = Sawt —+ BWt, (417)
dt Ju,

on tots els termes tenen la interpretaci6 evident, fet aquest que no €és el cas de (4.15). Cal ara
demostrar que les dues formes integrals sén equivalents, cosa que farem demostrant 1’equiva-
léncia, sota condicions de suavitat dels camps, de (4.17) i (4.13). Per fer-ho utilitzarem el canvi
de variables entre la formulaci6é Euleriana 1 Lagrangiana, 1 aprofitant que en aquesta darrera el
volum és fix, corresponent al volum inicial que s’esta seguint al llarg del temps.

Hom té’

— —

d s d 7

5 [ @ a =3 [ p0@E.0aEn e, @19
W, w

on J (E, t) és el Jacobia de ggt. Com que W no depen del temps, podem entrar la derivada dins

la integral i fer-la actuar sobre els diferents termes. Per al primer tenim®

O (pi)(GE).1) = Duloi)(B(8).), (4.19)

mentre que per al Jacobia tenim el segiient

Lema 4.1.1 La derivada temporal del Jacobia de la transformacio de coordenades Lagrangi-
anes a Eulerianes és proporcional a ell mateix, amb un coeficient donat per la divergencia del
camp de velocitats:

o - o

SIED) = TE D) (VD) GE), 1) (4.20)

Demostracié Posant ¢(, 1) = (¢1(E, 1), ¢2(E, 1), d3(E, 1)), el Jacobia és

941 941 Od 941 9%y Od3
en- B B E_|E R &
|88 o o;| oo o oo
06 06 0& o6 0fs  0&

SA la primera integral, la variable & és la variable d’integracié sobre el volum W, dV = d®z, mentre que a la
segona la variable d’integraci6 és f: dv = d3¢.

®Emprem 9/t per recordar que la funcié depen de més d’una variable, perd la derivacié és respecte a la
dependencia total en ¢ i per tant és igual a I’actuacié de D;.
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La derivada temporal del Jacobia dona lloc a tres determinants, cada un d’ells corresponent a
derivar una columna. La contribuci6 de la primera columna és

9291 9 Od3

otogr  0&1 061

%01 Ody  Od3

Ot0E; 0f;  0&y |

9291 g3 993
O0td€s  0&  O&3

La derivada temporal de les components de (E déna les components de , ja que

9 GE 1) = S0 = @0, 1) = GHE 1,0) = (BE 1,0, o(FE 1,0, w(FE 1), 1)

Tindrem llavors, per exemple,

829251 . 82¢1 . (9 8¢1 . (9u (9u 8(;51 (9u 6’gb2 8u 8(;53

0t0E, 069t 06 Ot D& 061 06 Dy 0 Dy O,

Procedint d’aquesta manera, es té

%61 0y Do Ou 0b1 | Ou 9¢a | Ou O¢s 92 Od3
oto€ o¢ o0& Op1 O dpa O Op3 O 0 19}
Do, Doy boy| _ |Buds | Dubss | 90bes bs os| _ Ou
oto. 0 O, | 0¢1 O O¢2 O Op3 O 0 19} - ’
Otd€s 03 O3 O0¢1 0&3 g2 03 O¢3 063 03 0O&3

Agrupant els resultats dels tres determinants de la derivada del Jacobia resulta finalment

oJ  Ou ov ow = P
ot 3¢1j+ 8¢2J+ 8¢3J_ TV HeG 1))

tal com voliem.

Emprant el lema tenim, a partir de (4.18) i emprant (4.19),

L )@, 0 av = /

5 (Dilp@(@(E).2) + pid(V - D((E),8)) J(E:) AV,
Wi W
En aquesta darrera integral podem desfer el canvi de variables, i resulta
d — — — — g — —
3 [ (PD(E(E), 1) dV = (Dt(pU)(x(t% t) + pu(V - a)(z(t), t)) dv.
Wt Wt

Pero

-

Dy(p@t) + pi(V - @) = Dypii + pDyii + pii(V - @) = Oypii + @ - Vpii + pDyit + pi(V - @)
- (@p—l—ﬁ- Vot p(V- ﬁ)) @+ pDyil

- (8t,0 LV (pﬁ)) @+ pDyii = pD,i,
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on hem emprat la forma diferencial de 1’equaci6 de continuitat. Tenint en compte aix0, obtenim

d
— | pudV = [ pDdV. 4.21)
dt We We

Hem demostrat, de fet, el

Theorem 4.1.2 (Teorema del transport) Donada una funcio f(Z(t),t) definida sobre les tra-
Jjectories de les particules de fluid

d
— pf dV = / pD.f dV. (4.22)
dt Wi Wi
De fet, es pot demostrar que si en la integral del membre de 1’esquerra de (4.22) es suprimeix
la densitat (mantenint f(Z(t),t)), llavors

d

G, fv = I (o4 um) av (4.23)

Utilitzant (4.21), la forma integral (4.17) es pot escriure com

/ pDyiidV = S, + B,
Wy

= —/ pﬁdA—i—/ pl;dV——/ <6p—pg)d‘/',
oWy Wi Wi

on hem emprat, sota les hipotesis habituals, el teorema de Gauss. Com que aixo ha de ser
valid per a qualsevol W, i per tant per a qualsevol W;, si assumim la continuitat dels integrants
s’obté immediatament la forma diferencial (4.13), i queda demostrada I’equivaléncia de les dues
formes integrals. En la demostracié hem emprat les coordenades de la formulacié Lagrangiana
com una eina auxiliar per facilitar la derivada de la integral.
El resultat del Lema 4.1.1,
O J = (V- 10) J, (4.24)

és també util per discutir la incompressibilitat. Diem que un flux d’un fluid’ és incompressible
si,peratot W C D,

volum(W) = volum(W;), peratott > 0.

Per tant, la incompressibilitat €s equivalent a que

d
— [ av =0
dt Jy,

La incompressibilitat és, en principi, una caracteristica d’un cert moviment, o flux, del fluid, i no del fluid per
se. Aixi, un cert fluid pot comportar-se sota certes circumstancies de forma incompressible i de forma compressible
en altres. Els liquids, pero, acostumen a ser aproximadament incompressibles en un ampli rang de situacions.
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Emprant (4.23) amb f = 1, aix0 és el mateix que

/ V-idV =0.
Wi

Per tant, tenint en compte que aixo ha de ser valid per a qualsevol volum, i suposant la continu-
itat de V - @, hem demostrat la

Proposicio 4.1.3 Un flux és incompressible si i sols si el seu camp de velocitats és solenoidal:

-

V-ud=0.
Equivalentment, emprant (4.24) i el fet que Qgt:() = identitat,

Proposicio 4.1.4 Un flux és incompressible si i sols si el Jacobia del canvi de coordenades
Eulerianes a Lagrangianes val

J(g,t) =1, peratotge Diperatott > 0.
L’equaci6 de continuitat (4.4) es pot escriure com
Dyp+ pV - i = 0. (4.25)
Com que p > 0, veiem que

Proposicio 4.1.5 Un flux és incompressible si i sols si la densitat de massa és constant sobre
les trajectories del fluid

Dip(Z,t) =0, peratotZ € Diperatott>0.

En particular, si el flux és homogeni, és a dir, si p és constant en [’espai, llavors el flux és
incompressible si i sols si p és també constant en el temps.

Anem ara a resoldre equacié de continuitat expressant p en termes del seu valor en ¢ = 0, el
difeomorfisme ¢, i el seu Jacobia. Si en 1’equacié (4.22) del teorema del transport posem f = 1
obtenim d

— dV =0, 4.26

a Ji,” (4.26)
que no €s més que 1’equacid de continuitat en forma integral pero per a un volum que es mou
amb el fluid. D’aqui es dedueix que

/ p(F(#), ) dV = / p(7(0),0) dV.
Wi

Wo

—

Fent un canvi de variables a la primera integral, aix0d esdevé, tenint en compte que Z(0) = &,

/W D(BE 1), 1) T(E ) AV = / p(€.0) dV.

Wo
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Com que W), és arbitrari, i sota la hipotesi de continuitat dels integrants, obtenim

p(d(&:1),8)J(&,t) = p(&,0), (4.27)
que ¢s una forma algebraica de 1’equacio de continuitat. D’aquest resultat es veu que si un flux
és homogenl a temps ¢t = 0, de manera que p(f 0) no depen de 5 i és a més incompressible, i
per tant J (5 ,t) = 1, llavors romandra homogeni per a tot ¢ > 0. Si no és incompressible pot,

pero, perdre la homogeneitat inicial, degut a que J pot dependre de { fet que, d’altra banda, és
forca intuitiu.

4.1.4 Balanc d’energia

Les equacions que, en forma diferencial, hem deduit fins ara sén

Dip + pﬁ U =0 (conservaci6 de la massa), (4.28)
pDyu = —ﬁp + pl; (balang de la quantitat de moviment). (4.29)

Tenim aqui (en el cas de R?) 4 equacions escalars perd 5 funcions (les tres components de
i, p1p). Cal una nova relacio, pero aquesta, de fet, depén de les caracteristiques del fluid. Si la
temperatura no esta implicada en la descripcié del moviment del fluid, I’equacié que manca és,
en general, una relaci6 entre la pressio 1 la densitat, el que s’anomena una relacio constitutiva
del fluid.

Veurem que, donada la relaci6 constitutiva, el balan¢ d’energia es dedueix, de fet, de (4.28)
1 (4.29) 1 no és, per tant, un principi nou. La situaci6 €s, per tant, semblant a la que tenim a
la mecanica del punt, on el balang d’energia s’estableix a partir de manipular la segona llei de
Newton.

L’energia cinetica continguda en un cert volum W de fluid, Kyy, és

1 d
Ky = 5/ ol av, (4.30)
w

on ||d]|? = u? + v? + w.
En general, I’energia total continguda en un volum de fluid s’obté afegint a I’energia cinetica
I’energia interna, Uy, de manera que

Eyw = Kw + Uy

Es aquesta energia interna la que depén de les propietats termodinamiques del fluid. Si les forces
externes son, en part o completament, conservatives, es pot afegir la part corresponent a la seva
energia potencial, pero aixo sols ho farem més endavant al discutir I’equacié de Bernoulli.

La derivada temporal de I’energia cinetica d’un volum I, arrossegat pel fluid és, emprant
el teorema del transport,

d d /1 1
—Kw, = — (= dl*dv ) == D,||@l|]* av
Gt = g (g [ amrav) =3 [ onjal

_ / pit - Dy dV. @31)
Wi
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D’altra banda, el treball fet sobre un volum W; té una contribucié sobre la superficie W,
deguda a la pressio, 1 una contribuci6 per tot W; deguda a la forca externa. El treball per unitat
de temps, la potencia,® que és el que hem d’igualar a la derivada temporal de 1’energia total, és,
per tant,

PWt:—/ pﬁ-ﬁdA—i—/ pii - bdV. (4.32)
oWy Wy

Anem ara a considerar dos casos d’especial importancia, que corresponen a dues equacions
constitutives diferents.

Flux incompressible

Anem a suposar que, en el cas incompressible, el treball fet sobre el fluid sols afecta I’energia
cinetica, 1 per tant I’equacié de balang¢ d’energia per a un volum W; és

EKWt:—/ pﬁ-ﬁdA+/ pii-bdV. (4.33)
dt oW, Wi

Emprant (4.31) i el teorema de Gauss, tenim

/ pﬁ~DtﬁdV:—/ (6-(pﬁ)—pﬁ-5) dv.
Wt Wt

Degut, pero, a que el flux és incompressible, V-7=0,i per tant

/thﬁDtﬁdV:—/Wt (ﬁﬁp—pa-z?) dv.

Aquesta equacié s’ obté, pero, de considerar el balan¢ de quantitat de moviment, p Dt = —ﬁp—k
pl;, multiplicar I’equacié per « i integrar sobre W;. Veiem aixi que, per evitar una contradiccié
entre el balang de quantitat de moviment i el d’energia cal que, si el flux és incompressible, que
sols es consideri I’energia cingtica en el balan¢ energetic.

Hem arribat aixi a que les equacions d’un flux incompressible s6n

pDiii = —Vp+ pb, (4.34)
Dy = 0, (4.35)
Vi = 0, (4.36)

que sén un conjunt de 5 equacions que permeten determinar les 5 funcions que hi apareixen. La
darrera relacié expressa, de manera indirecta, la relacié constitutiva del flux incompressible.

Les equacions anteriors s’anomenen equacions d’Euler per a un fluid incompressible, 1
s’han d’acompanyar de la condici6 de frontera

u-n=0 sobredD,

8Dimensionalment, el treball és forca per desplacament, i la poténcia corresponent és forca per velocitat.
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per evitar que el fluid pugui entrar o sortir de D. Cal notar que les equacions d’Euler s6n no
lineals, degut a la presencia de la derivada material. Posant-la explicitament

pOi+ (@- V)i = —Vp+ pb, (4.37)
Op+ (@-V)p = 0, (4.38)
Vi = 0, (4.39)

Flux isentropic

Si definim I’energia interna, I’entropia i el volum per unitat de massa

tindrem

1
dv = —Edp

i llavors, a partir de I’equacié de Gibbs, dU = TdS — pdV, podem obtenir-ne la versié per
unitat de massa
de = Tds + L.dp, (4.40)
p

amb variables independents (s, p). Definim un flux isentropic com aquell que no experimenta
canvis d’entropia en la seva evolucid, de manera que ds = 0. Queda aix{

de = %dp (4.41)

1, per tant, p i € son, de fet, tant sols funci6é de p. Anem a veure que, sota aquestes condicions,
I’energia interna s’ha d’incloure en el balan¢ d’energia.
L’energia interna del volum W, és

Uw, :/ pe dV. (4.42)
Wi

La seva variaci6 temporal ve donada per

d . . ,
S Uw, = / pDe dv 2 / pLDypav 42 / P oV @) dv
dt Wi w, P w, P

_ / PV @ dV. (4.43)
Wi

Aquest resultat expressa que la variacié d’energia interna és deguda al treball mecanic efectuat
en tot el volum W, per I’expansio o contraccio local. En el limit que el flux €s incompressible,
V -4 — 0, no hi ha variaci6 d’energia interna.
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Tal com hem dit, suposem que el balan¢ d’energia €s ara

d

&(KWNLUWJ = —/

pii -7 dA + / pi - bdV. (4.44)
oWy

Wi

Emprant (4.31) i (4.43) i transformant per Gauss la integral de superficie resulta

/ pﬁ-DtﬁdV—/ pﬁ-advz—/ (ﬁ-(pa')—pa-@ av.
Wy Wy Wi

Ara no podem emprar V-Z=0 per escriure V- (pii) = U - ﬁp, pero el terme addicional és
justament cancellat per la contribucié que prové de I’energia interna. El balan¢ d’energia acaba

sent per tant
/ il - Dy dV = —/ (ﬁ-%—;ﬂ-b) v,
Wt Wt

que, de nou, s’obté a partir de I’equacié de balang de la quantitat de moviment multiplicant per

U 1 integrant. Aixo demostra que, per a fluxos isentropics, cal tenir en compte I’energia interna

en el balang per evitar una contradiccié amb 1’equacié de balang de la quantitat de moviment.
Les equacions d’Euler d’un flux isentropic son, per tant,

pDii = —Vp+ pb, (4.45)
Diyp = —pV -, (4.46)
p = pp), (4.47)

on la darrera equacié depen del fluid especific que s’estigui considerant. De nou, aquestes
equacions s’han d’acompanyar de 77 - @ = 0 sobre la frontera del fluid. A més de les mateixes
no linealitats que hi havia en el cas del flux incompressible, ara hi ha a més, possiblement, la
provinent de la relaci6 constitutiva (4.47).

4.1.5 El teorema de Bernoulli

Donat un fluid amb camp de velocitats (7, t), definim les seves linies de corrent (streamline)
com les corbes integrals de « a temps fixat. Si les parametritzem per s, les linies de corrent Z(s)
corresponents a congelar el camp de velocitats en el temps ¢ obeeixen

dz(s)
ds
Les trajectories del camp de velocitats son, en canvi, les solucions de

— = u(x(1),1).
R GON)
Diem que el flux del fluid és estacionari si 0;u = 0. En aquest cas, les trajectories coincideixen
amb les linies de corrent.

Per fluxos estacionaris hom té el celebrat

= u(¥(s),t), tfixat.
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Theorem 4.1.6 (Teorema de Bernoulli) Sigui un fluid sota un flux estacionari i isentropic, i
sotmes a una forca externa conservativa, de manera que b = —N ¢, on @ és [’energia potencial
per unitat de massa associada a la for¢ca externa. Llavors la quantitat

L.

SHall* +h+ e,

2
on h és ’entalpia per unitat de massa, roman constant al llarg de les linies de corrent.

Demostracio Com que el flux és estacionari, I’equacié de balang de la quantitat de moviment
esdevé

— 1 — —
(u-V)u= —;Vp — V. (4.48)
Posant aquest resultat a la identitat vectorial

1o o
5V||ﬁ||2 = (@- V)i +1ux(Vxu), (4.49)

s’obté

1 4 1 o =
§V|W||2 = —;Vp — Vo +ix (V x ).
Com que el flux és isentropic, hom té que Ve = %§p, 1 llavors

=, 1 = 1> = = —
V<§Hﬂ’||2+€> Z%Vp—;Vp—Vgp—l—ﬁx(an’):—V (%) —Vo+ax (VX

Finalment )
\Y (§|]17H2+5+§+90) — i@ x (V x ).
L’entalpia és H = U + pV'. Dividint per la massa, obtenim les quantitats per unitat de massa
h=c¢e+ ]2,
p
1 per tant podem escriure la relacid anterior com

- /1 -
V(§||ﬁ\|2+h+go) =i x (V x ). (4.50)

Pel teorema del gradient, tindrem que la diferéncia de valors 1||a||? 4  + ¢ entre dos punts
s1 1 S d’'una mateixa linia de corrent sera

1 Z(s2) s2 1 .
(5\\ﬁ]]2+h+g0) = / V(§\|ﬁ]|2+h+g@) - #(s) ds
a_c’(sl) S1

_ /32@ X (¥ x @))(#(s)) - #(s) ds = 0

S1

degut a que les trajectories coincideixen amb les linies de corrent i per tant Z(s) = @(Z(s)).
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Com a aplicaci6, considerem 1’aigua d’un riu, per a la que h és constant i, sota 1’acci6 de
la gravetat, o = gz, on z és, per exemple, 1’alcada sobre el nivell del mar. Llavors, escollint
localment I’eix X en la direcci6 del riu, tenim @ = (u, 0,0) i el teorema de Bernoulli ens déna

1, 1,
Uy + pgz = Zuy + pgze,
2 2
d’on
Au? = —2pgAz.
Per a un desnivell de 100 metres, Az = —100 m, hom obté

Au? ~ 2000 m?*s ™2,
que correspon a increments de velocitat superiors als 40 m s~!, que no és ni de bon tros el
que s’observa. Essencialment, 1’aigua del riu esta caient sota 1’accié de la gravetat com si fos
una pedra. El desacord entre la predicci6 teorica i la realitat és degut a no haver considerat els
fenomens de dissipacid, que estan absents en els fluids ideals.

4.2 Rotacio i vorticitat

Els fluids ideals, aquells tals que les forces d’esfor¢ sols tenen component normal a la super-
ficie que separa localment dues parts del fluid, s6n incapacos de iniciar o aturar un moviment
de rotacid, degut precisament a I’abséncia de forces tangencials. En aquestes condicions, cal
esperar que la rotacié d’un flux donat es conservi.

Sigui C' una corba simple tancada en el fluid a ¢ = 0, i sigui C; aquesta corba en ¢ > 0 al
ser transportada pel fluid, és a dir, en termes del difeomorfisme é‘t,

Ct = 51&(0)-

La circulacio del flux al voltant de C és la integral de linia
e, :j{ u-ds 4.51)
Ct

Per poder estudiar com varia amb ¢ la circulaci6 ens cal un lema equivalent al teorema del
transport, pero per a corbes en lloc de volums.

Lema 4.2.1 Si i és el camp de velocitats del flux i C; és I’evolucio pel flux de la corba tancada
simple C, llavors

d
— u-ds= Dyt - ds. (4.52)
dt Oy Cy
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Demostracio Sigui{(s), s € [0, 1], una parametritzacié de C' = Cy—(, de manera que ¢(&(s), t),
s € [0, 1] és la corresponent parametritzacié de C} i, per tant,

- = —

740 - d5 = / S(E(s), 1),1) - DuB(E(s). 1) ds,

amb derivada

% Ctﬁ.ds* = /0 %[ﬁ(*ﬂs)yt),t)-855(*(3),15) ds
— /0 [Dtﬁ(_’(_)<5)7t),t) 855(_’(3):75)+ﬁ(§lg‘(_’(8),t),t) 353&;(*(8)715) ds
Pero

1 per tant la segona integral val

1 1
T2 = T2 1 — — Y
/ u(P(E(s), 1), 1) - Osu(@(E(s), 1), ) ds = | SOs(u- @) (d(E(s),1),t) ds =0
0 0
per ser C; una corba tancada. Queda llavors sols la primera integral, i per tant

d
dt Jo,

i ds— / DLaBEs).0.0) - 0.8E ). ) ds = & Dya-ds
0

Cy

tal com voliem.

Amb aquest resultat €s llavors trivial demostrar el

Theorem 4.2.2 (Teorema de circulacio de Kelvin) Per a un flux isentropic sense forces externes,
o per a un flux homogeni incompressible també sense forces externes, la circulacio sobre una
corba tancada arrossegada pel fluid és constant en el temps

jf ﬁ-ds?:jf - ds.
Cy C

1 ta

Demostracié Emprant (4.52) tindrem

d
— ¢ u-ds= ¢ Du-ds.
dt Ct Ct
En abséncia de forces externes, D;i = —Vh per a un flux isentrdpic i D@ = —V (p/p) per a

un flux homogeni incompressible’. En qualsevol cas, queda la integral d’un gradient sobre una
corba tancada, i per tant el resultat és nul.

Recordeu que la incompressibilitat garanteix que I’homogeneitat es mantingui en el temps.
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Aquest resultat és I’expressié matematica del que haviem dit respecte a la conservacié de
la rotacié. Implica, en particular, que si una corba tancada, seguint el moviment del fluid, va
reduint la seva longitud, la velocitat mitjana del fluid sobre la mateixa ha d’augmentar, per tal
de mantenir constant el valor de la integral. Aquesta és una explicacid, simplificada, del que
s’observa en els remolins.

Donat un flux d’un fluid amb camp de velocitats , el seu camp de vorticitat & ve donat per

G =V x 1. (4.53)

En termes de la vorticitat, la circulacié sobre una corba es pot escriure, emprant el teorema de
Stokes, com

rczjfﬁ-dgz/(ﬁxﬁ)-ﬁdA:/w-dfT, (4.54)
C 3 P

on Y és qualsevol superficie que tingui C' per vora. El teorema de circulacié de Kelvin implica
llavors que, si ¥3; és una superficie tal que 0%; = C,

4l 5ai=24 g.a5-0. (4.55)
dt Jy, dt Je,
La vorticitat  té€ una interpretacié en termes de com varia el camp de velocitats a la vora
d’un punt donat.
Considerem un flux estacionari i siguin & i / dos punts propers, amb y = ¥ + h. Expandim
u al voltant de ¥ fins a primer ordre,

-

a(§) = A7) + (ﬁﬁ) (@), (4.56)
on (Vi)(&) és la matriu 3 x 3 que déna la derivada del camp de velocitats @ en el punt Z,

B O, u Oyu Ou
Vi=| 0v 0Oy 0w
Oyw Oyw Ow

Separant V@ en les seves parts simetrica D i anti-simetrica S, (V@)(Z) = D(Z) + S(2),
tindrem, si @ = (u, v, w),

20,1 Oyu + Oyv O,u + Opw

1 /5 - 1
o - (eeewar) -4 arth M SN as)
0w+ O0,u Oyw + O,v 20, w
0 Oyu — O0,v O,u — O,w
1 /e ey 1 v
s = 5 (w — (V@) ) =5 | 9w -0 0 du—0w |. (4.58)

O, w — Ou Jyw — O,v 0
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Tenint en compte que & = V X il = (Oyw — 0,v, 0,u — Oyw, 0,v — Oyu), la matrius S es pot
posar en termes de les components (wy, ws, ws3) de &J com

1
S=— W3 0 —W1 . (459)
2
—W9 w1 0

Es immediat veure que 1’acci6 de .S sobre un vector correspon a fer-ne el producte vectorial
amb &

— 1 —
Sh = 55 X h, (4.60)
de manera que (4.56) es pot escriure com
— ]_ —
u(y) = u(¥) + D(¥)h + 5&(5) X h. (4.61)
Considerem ara I’evoluci6 de ho= Yy — &, quan ¥ i & evolucionen amb el flux, de manera que
o =) i g =), }
dh - 1 -
P D(Z)h + 5@3(9?;) X h. (4.62)

Recordem que estem emprant I’aproximacié lineal i, per tant, els resultats sols tindran sentit
per a i prou proper a Z. Els dos termes que apareixen a la dreta de (4.62) corresponen a
transformacions geométriques ben definides. Com que D(Z) és una matriu simétrica, es pot
diagonalitzar en una base ortonormal. Si denotem per hi,i=1,2,3, les components de h en
aquesta base, resulta el sistema d’equacions

dh;

- dzﬁm ) = 172737
dt '

on els d; sén els valors propis de D(Z). Les solucions s6n exponencials exp(d;t), i per tant,
depenent del signe de d;, el flux esta simplement expandint o contraient les distancies (o deixant-
les invariants si d; = 0) al llarg dels eixos de la base ortogonal. La solucié en la base ortonormal
serd h;(t) = e%'h;(0). Per aquesta rad la matriu D(Z) s’anomena el tensor de deformacié del
flux. De fet, si considerem un element de volum de costats ﬁi en la direcci6 dels vectors de la
base ortogonal, tindrem que el seu volum variara com

d - - - R
3 (Pahahs) = (A1 + da + ds) (ahohy).

La traga d’una matriu és invariant sota canvis de base, i per tant

1 = - =d —
dy + dy + dy = Te(D(Z)) = Tr (§(Vﬁ+ (va)T)) = Tr(Vid) = V - 0.
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Aix0 confirma el nostre calcul previ, en el lema usat per demostrar el teorema del transport, que
el ritme de variaci6é temporal d’un element de volum ve donat per la divergencia del camp de
velocitats. Anem finalment al terme que conté la vorticitat .

Tenint en compte (4.60), I’equacié diferencial a R?

dh 1 -
o CGxh 4.63
a 29" (4.65)
té solucid . .
h(t) = eS'h(0). (4.64)
La matriu 5 correspon a efectuar una rotaci6 d’angle ||c||§ al voltant de I'eix determinat per

w. EIl camp de vorticitats esta, per tant, relacionat directament amb els moviments locals de
rotacié del fluid. Les rotacions no varien el volum, i aixd queda reflectit en el fet S té traga
nulla, a diferéncia de D.

Anem ara a estudiar quina és 1’evolucié temporal del camp de vorticitat. Donarem el resultat
per a fluxos homogenis i incompressibles, perd, amb la modificacié adient (veure exercici), €s
també valid per a fluxos isentropics.

Proposicié 4.2.3 Sigui un flux homogeni i incompressible amb forces externes conservatives
b= —V. Llavors
Dy = (& - V). (4.65)

Demostraciéo L’equacié de balang de quantitat de moviment d’un fluid homogeni i incompres-
sible es pot escriure, passant al membre de la dreta la derivada advectiva, com

o = — <73>—%—
p

= _v(g>_6@_
p

_ _ﬁ<2)_w_
p

on en el segon pas hem emprat la identitat (4.49). Actuant amb Vx i tenint en compte que
V x V f = 0 per a qualsevol funci6 f, s’obté

<

i V)i

—~

!

V||a@||)? + @ x (V x @)

N — N~

V| + i x &,

OB = Vx(ixd)
= @-V)i-a&(V-@)—(@- V)3 + (V- Q).

Com que el flux és incompressible V-4 = 0,icomque W = V x wes t€ V - & = 0. Queda aixi

2]

@+ (- V)& = (& V)i,
que és el resultat desitjat.
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Els conceptes relacionats amb la vorticitat juguen un paper important en la mecanica de
fluids, tant a nivell teodric, ja que permeten,per exemple, establir resultats rigorosos sobre 1’ exis-
tencia 1 unicitat de solucions per a les equacions de la mecanica de fluids en dues dimensions,
com a nivell experimental, ja que les superficies i corbes tals que son tangents al camp de vorti-
citat es manifesten clarament. Per a més detalls, podeu consultar la secci6 1.2 de [4] i el capitol
5 de [5].

4.3 Flux irrotacional

De I’equaci6 (4.65) es dedueix que si la vorticitat €s nulla en un cert instant de temps en una
certa regi6 per a un flux homogeni i incompressible d’un fluid ideal, segueix sent zero per a
temps posteriors. En aquest cas el flux que s’obté s’anomena irrotacional, i anem a veure que en
dues dimensions té una descripcié matematica molt elegant. En general, la perdua de la condicié
d’irrotacionalitat & = 0 requereix 1’acci6 de forces externes o bé d’esforgos tangencials, que no
existeixen en el cas de fluids ideals. Podeu consultar la introducci6 al capitol 6 de [S] per a més
detalls.
El camp de velocitats d’un flux estacionari en

u(r,y) = (u(z,y),v(z,y),0),
1 la condici6 d’incompressibilitat és V - @ = 0 esdevé
Opu + Oyv = 0. (4.66)
La vorticitat sols té una component no nulla
J(z,y) = (0,0,0,v — Oyu),
i per tant la condici6 de flux irrotacional és
0,0 — Oyu = 0. (4.67)

Pel teorema de Green en un domini simplement connex, les equacions (4.66) i (4.67) indiquen,
respectivament, que els camps (—v, u) i (u, v) sén conservatius, i que existeixen per tant funci-

ons ¥(x,y) i ¢(x,y) tals que
v= =00, u= 0,1, (4.68)

u= 0,0, v=0y0. (4.69)

La funci6 v s’anomena funcio de corrent (stream function). El nom prové de que les linies
de corrent s6n corbes de nivell de v. Efectivament, si (z(s),y(s)) és una linia de corrent del

flux dos dimensional, es té
/

o' =u(z,y), ¥ =v(zy)

107



i llavors d
o (z(s),y(s)) = O’ + Oyby’ = (—v)u + vu = 0.
Per la seva banda, la funcié ¢ s’anomena potencial de velocitat, donat que el deu gradient
dona el camp de velocitats (per aquest motiu, els fluxos irrotacionals s’anomenen també fluxos
potencials). Comparant (4.68) i (4.69) tenim que

ax¢ = ay¢a ay¢ = _axw: 4.70)

que s6n les equacions de Cauchy-Riemann per a una funcié de variable complexa ¢(z,y) +
it)(x,y). Amb les condicions de derivabilitat associades, aixd implica que ¢ i ¢ s6n les parts
real i imaginaria d’una funcié holomorfa w(z), que s’anomena potencial complex. L especifi-
caci6 d’aquesta funci6 determina totalment el flux irrotacional (amb les condicions d’estaciona-
rietat i incompressibilitat). Per la condicié d’analiticitat, sols cal donar la funcié de corrent o el
potencial de velocitat. Tots els resultats sobre funcions de variable complexa poden aplicar-se
en aquest context. En particular, hom pot veure que

w'(z) = u — v, 4.71)

i que ¥ 1 ¢ son funcions harmoniques, és a dir, satisfan I’equacié de Laplace. Com que 1’e-
quaci6 de Laplace és lineal, la suma de solucions n’és soluci6. Es possible construir potencials
complexos que donin el camp de velocitats per a certes geometries simples, 1 combinar-los
per obtenir la solucié de problemes més complicats. Sigui, per exemple, w(z) = £ A22, en el

-2
semipla superior Im z > 0, amb A > 0 una constant amb unitats s~*. Hom té
1
w(z) = §A(x2 —9?) +iAxy

i per tant ¢)(z,y) = Axy. Les linies de corrent son les corbes de nivell d’aquesta funcid, algunes
de les quals apareixen representades a la Figura 4.2. x = 0 és també una linia de corrent 1, si
s’inclou y = 0 en el domini, també ho és y = 0.

Les components del camp de velocitats es poden calcular a partir de 1), o directament de
w'(z) = Az = Az + iAy, emprant (4.71). Hom obté u(z,y) = Az iv(x,y) = —Ay, i per
tant, per a A > 0, la velocitat té sempre component y negativa i component x segons el signe
de x. Tenim per tant un flux que, per a y — 400, incideix parallelament cap ay = 0, 1 es va
dispersant cap als costats quant s’hi acosta. Hom té que

Jim, v(z,y) =0,
1 per tant la component normal de la velocitat a la frontera és nulla, tal com ha de ser per a
la soluci6 de les equacions d’Euler. A més, lim(, ) 0.0 @ = O, i el punt (0,0) és un punt
d’estancament. El camp de pressions es pot calcular ara a partir de (4.35), que en aquest cas es
redueix a

—

p(ii - V)i = —Vp.
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-4 -z 0 i 4
A
Figura 4.2: Linies de corrent corresponents al potencial complex w(z) = %Az2 en el semipla
superior (A = 1).
En components, aixo és
p(udyu +vo,u) = —0yp,
p(ud,v +voyv) = —0yp,

d’on d,p = —pA%xi0,p = —pA?y. Per tant

1
p(z,y) = —5/»42(372 +4°) + po,

on pg és la pressio en el punt (0,0). Aquesta expressié produeix pressions negatives si ens
allunyem prou de I’origen, per més gran que sigui py. Aquest problema és degut a que estem
considerant una regié no fitada, i el camp de velocitat assoleix magnituds arbitrariament grans
lluny de I’origen. El problema que hem solucionat no correspon, per tant, a una situacio fisica.
Pot constituir, perd, una bona descripcié d’un flux real per a una regié prou propera a (0, 0).

El capitol 6 de [5] conté més exemples, aixi com una discussid de les forces sobre un objecte
generades per un flux irrotacional al voltant seu (teorema de Kutta-Zhukhovsky).
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4.4 Fluids no ideals. I’equaci6 de Navier-Stokes

Fins ara hem considerat fluids ideals, és a dir, fluids tals que, si S és una superficie entre dues
parts del fluid,
forca sobre S per unitat d’area = —p(Z, )7,

on 77 és la normal a S' 1 p és la pressié. En certes circumstancies, limitar-nos a una interaccid
d’aquest tipus entre parts del fluid pot ser una bona aproximacio, pero, en general, cal considerar
I’existencia de forces en direccions diferents de la normal. Aix0 és essencialment degut a la
natura microscopica del fluid 1 al moviment aleatori de les particules que el constitueixen. Si
imaginem que tenim dues capes de fluid en contacte pero movent-se a velocitats diferents, les
molecules de la part més rapida es difondran cap a la part més lenta, i a I’inrevés, de manera que
hi haura una transferencia neta de quantitat de moviment entre les dues capes. Per a gradients
raonables del camp de velocitats, aquest efecte, que dona lloc als fenomens de viscositat, és
important. Tenint en compte aix0, canvien I’expressio anterior per

forga sobre S per unitat d’area = —p(Z, t)7 + o (Z, )7, (4.72)

on o és una matriu 3 x 3 (a R®) anomenada el tensor d’esfor¢.'® El punt important és que
o no €s necessariament parallel a 77. Amb aquesta nova forma de la interaccié a través de la
superficie, I’equacié per al balang¢ de la quantitat de moviment d’un volum que es mou amb el
fluid, (4.17), esdevé (sols canvia la forma de gawt)

d

— | pudv=-— / (pit — o) dA + / pbdv. (4.73)
dt Wi oWy Wi

Es tracta ara d’escollir o de manera que la forga resultant descrigui correctament el transport
de quantitat de moviment degut al moviment molecular. Per raons de simetria i invariancia, es
pot veure que el tensor d’esforg té la forma

o=V @)+ 2D, (4.74)

on I és la matriu identitat, D és el tensor de deformaci6 i A i i sén coeficients. L’equaci6 (4.74)
es pot re-escriure com

1 = 2 - 1l = -
o=2u (D - g(V : ﬁ)I) + ()\ + 3 > (V)L =2pu (D - g(V : ﬁ)I) +(¢(V-u)I. (4.75)
El parametre p és el primer coeficient de viscositat, mentre que ( = X + 2/3u és el segon
coeficient de viscositat, i el primer terme de I’expressio de o a (4.75) té traca nulla, ja que
TrI = 3iTr D = V - 4. Experimentalment es troba que, en la majoria de situacions, ¢ és

10Molts autors, per exemple [5], defineixen el tensor d’esfor¢ com tot el membre dret de (4.72), incloent-t’hi el
terme de pressio.
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molt petit, i posar ( = 0 es coneix com a hipotesi de Stokes que, pel que hem dit, és equivalent
a considerar que o té traca nulla. De fet, es pot veure que, si ¢ = 0, la pressié mecanica i la
pressié termodinamica coincideixen. A partir d’ara posarem ¢ = 0 i tindrem

o =2 <D — %(6 : a’)I) : (4.76)

Els fluids que obeeixen (4.76) s’anomenen fluids Newtonians, 1 la seva viscositat queda deter-
minada pel coeficient (constant) .

Podeu consultar la seccié 4.10 de [5] per a una deduccié de la forma (4.74) i la discussio
sobre la hipotesi de Stokes.

Emprant el teorema de transport per al membre de 1’esquerra de (4.73) i la forma (4.76) en
el membre de la dreta, el balan¢ de quantitat de moviment esdevé,

1 - -
/ pD,dV = —/ <pﬁ —2u (D — (V- ﬁ)I) ﬁ) dA + / pb dV. 4.77)
Wt 8Wt 3 Wt

Les integrals sobre 0W; s’han de convertir en integrals sobre W;, manipulant-les apropia-
dament i emprant després el teorema de Gauss. Per als termes proporcionals a 77 aixo ja ho
haviem fet, multiplicant per un vector fix arbitrari i aplicant llavors el teorema de Gauss.!! Per
a 'integral que conté D - 77, que no és proporcional a 77, cal variar el metode. El que farem és
donar una formulacié general per a tots els casos.

Considerem

My dA, (4.78)
ow
on M és una matriu 3 x 3 que pot dependre del punt, i M és, per tant, un vector que, a cada
punt de OW, pot tenir components normals i tangencials. En qualsevol cas, el resultat de la
integral és un vector, la component ¢-¢sima del qual és

( MﬁdA) = / (M7), dA= [ M, -7 dA, (4.79)
ow i ow ow

on M; és el vector format per la i-esima fila de M. Podem ara aplicar el teorema de Gauss i
resulta

( MﬁdA) — / V- M, dV. (4.80)
ow i w

Considerem primer

/ pri dA.
oW,

'Vegeu la nota a peu de pagina en referéncia a I’obtenci6 de (4.11).
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En aquest cas, la matriu M és pl i, per tant, si I: és el vector format per la fila i-€sima de la
matriu identitat,'?

( | v dA) — [ ohyav= [ awhyav= | o= [ apav
oWy i Wi Wi Wi Wi

Ajuntant les components, resulta
— / pit dA=— [ VpdV,
AW, Wi

1, de la mateixa manera,

2 - 2 i
B W aida= L SV -w) v
3 Jow, 3 Jw,
Per a la darrera integral tenim, emprant (4.57), que
1

Dij:2

1 per tant

D, = (%i + &-ﬁ) . (4.82)

N —

Llavors
— ]. d =d = —»2 - .
(Dii);dA= [ V- (Vui + @u) dV =pu (v u; + OV - u) dv.
oW, 2 Jw, W,

t

Ajuntant els resultats de les 3 components s’obté

on [ D dAZ;L/ (ﬁ%ﬂ 6(6-6)) av. (4.83)

oWy Wi

Substituint tots aquests resultats a (4.77) queda finalment, posant A = V2 = 92 + o2 + 02,
— 2 —  — — -  — —
/ pDidV = / (—Vp - ?”V(V ) + (V26+ V(V - ﬁ)) + pb> dv
Wt Wt
— [ (- EVE @)+ i+ gb) av
Wi

Com que aix0 és valid per a tot W, sota les hipotesis de continuitat habituals s’obtenen les
equacions de Navier'*-Stokes'# per a un fluid Newtonia

.01 - - .
pDyii = —Vp+ GV (V - i) + plii + pb. (4.84)

2Emprem el conveni de sumaci6 sobre fndex repetits, és a dir, per exemple, 9; (pLy) j = 23:1 0; (pL;) e
13Claude-Louis Marie Henri Navier, 1785-1836.
14Sir George Gabriel Stokes, 1819-1903.
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Per raons fisiques, i també matematiques associades a la presencia de derivades segones respecte
aI’espai, aquestes equacions s’han d’acompanyar de la condicié de frontera & = 0 sobre 0D, en
lloc de 7 - & = 0. Les equacions de Navier-Stokes amb la seva condicié de frontera, juntament
amb I’equaci6 de continuitat i la relaci6 constitutiva entre la pressio 1 la densitat (o la condicié
d’incompressibilitat), determinen completament el flux dels fluids viscosos.

Si considerem fluxos homogenis i incompressibles, amb p = pg, s’obtenen les equacions de
Navier-Stokes per a flux incompressible

Oyt + (- V)i = =V (pﬁ) + AT+ b,
0

V.-u=0,

(4.85)

on v = u/pg és el coeficient de viscositat cinematica.

El terme addicional que apareix a les equacions de Navier-Stokes (flux viscds) respecte a
les equacions d’Euler (flux inviscid), proporcional al Laplacia del camp de velocitats, fa que,
matematicament, s’hagi d’imposar velocitat del fluid nulla respecte a la frontera del domini
on es té el fluid. Aixo implica que, a més de la component normal, s’ha de demanar també
que la part tangencial de la velocitat relativa sigui zero. Aquesta exigencia matematica, que
juga, per exemple, un paper important en la demostracié de resultats d’existencia i unicitat
de solucions (especialment en dues dimensions), té un rerefons fisic, ja que, d’acord amb la
descripcié microscopica de la interacci6 entre parts del fluid, cal esperar que les particules del
fluid en contacte amb les parets que el contenen tinguin una velocitat nulla respecte al mateix,
degut a la interaccié amb els atoms o mollecules del material de les parets. Aquesta condicid
de velocitat tangencial zero, coneguda com no-slip condition, es pot verificar experimentalment
seguint particules o substancies tracadores que s’introdueixin en el fluid. La condici6 de frontera
per a les equacions de Navier-Stokes juga també un paper important en la generaci6 de vorticitat
en el flux.

Suposem ara un flux homogeni 1 incompressible, sense forces externes, amb una longitud
caracteristica L (pot ser una longitud associada a un objecte immers en el flux), i una velocitat
caracteristica U (per exemple, la velocitat del fluid lluny de I’objecte esmentat). Aix0 defineix
també un temps caracteristic 7' = L/U. A I’equaci6é de Navier-Stokes (4.85), amb b =0, hi
efectuem el canvi de variables segiient

u = Ud,
Li. V=LV
) L b
1
t = Tt/, 8,5:T8t/,

8y
Il

de manera que les variables amb primes son sense dimensions. Resulta llavors
2
, U

U —) = N\ o 1 =, (D U 1!
Tat/u—l— L(u V' = LV o +L2VAu,
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Tenint en compte que 7' = L /U, i dividint-ho tot per U?/L, queda

14

il —»/.6/ —»/:_6/ / AN
i + (U )i P+ TRt
on

. (4.86)
€s una pressio sense dimensions. Suprimint ara les primes de la notacié podem escriure

- - 1

i+ (u-V)iu=—-Vp+ R—eAﬁ, (4.87)

on v

Re = — (4.88)

v

és el nombre de Reynolds'" del flux. El nombre de Reynolds és una quantitat sense dimensions,
1 permet, des del punt de vista teoric, efectuar calculs aproximats per a Re molt gran (que vol
dir que els efectes viscosos son petits en comparacié amb els inercials) o molt petit (que vol
dir que els efectes viscosos dominen). Fixem-nos que no té sentit dir que v és gran o petit, ja
que aix0 depen del sistema d’unitats que s’utilitzi, pero si que ho podem dir d’una magnitud o
parametre sense dimensions.

Si dos fluxos tenen la mateixa geometria, de manera que els parametres geometrics d’un es
poden obtenir dels de I’altre fent un canvi d’escala, i el mateix nombre de Reynolds, llavors
tindran la mateixa equacié de Navier-Stokes adimensional (4.87), 1 un flux es podra obtenir de
I’altre combinant les dues adimensionalitzacions. Aquest fet s’ha explotat tradicionalment per
construir models a escala de vaixells, submarins, avions o construccions hidrauliques o aeries,
i obtenir, a partir d’aquests, resultats sobre el comportament dels models reals sense haver de
construir-los.

Sigui per exemple un submari de longitud L; = 200 m que es mou a velocitat U; = 5m s,
L’aigua de mar a temperatura normal t€ una viscositat cinematica v, = 1,83-107m? s71, i per
tant el nombre de Reynolds per al flux del submari en aquestes condicions és

UL,

151

Re; = =0,55-10%

Si tenim un model a escala 1/40, de manera que L, = 5 m i volem experimentar amb ell en
aigua dolca a temperatura ambient, que té v, = 1,004-107% m? s~1, per tal d’obtenir prediccions
per al model real, caldra fer-ho en un flux amb velocitat

Uy = ZRe;, = 109 ms "
Lo

Avui en dia, pero, el gran avang en el metodes numerics, que ha donat lloc a una branca especi-
fica anomenada CFD (computational fluid dynamics) i en el hardware per implementar-los, en

150sborne Reynolds, 1842-1912.
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forma de super-computadors, fa que I’experimentacié amb models a escala hagi perdut impor-
tancia.

El nombre de Reynolds esta també associat a la prediccié de 1’aparicié de flux turbulent.
En general, per a Re < 2000 es pot quasi assegurar que el flux sera laminar, sense barreja
macroscopica de capes de fluid, mentre que per a Re > 4000 el flux acostuma a ser turbulent,
amb I’aparici6 de estructures complexes que evolucionen en el temps i que deformen i barregen
els volums de fluid.

Hom pot fer desapareixer el gradient de pressio de les equacions de Navier-Stokes (o de les
d’Euler) prenent-ne el rotacional, pero aix0o augmenta el nombre de derivades respecte a 1’espai
de I’equacio resultant. Una manera més eficient de fer-ho esta basada en el

Theorem 4.4.1 (Teorema de descomposicié de Helmholtz-Hodge'®) Un un camp vectorial &
qualsevol a D C R3 es pot escriure de manera tinica com

& =i+ Vp, (4.89)

on
\VAT; 0 aD, (4.90)
ii-i = 0 adD, (4.91)

on 1 és la normal en cada punt de 0D.

Demostracié Anem, en primer lloc a veure que si @ verifica les dues condicions, llavors és
ortogonal a qualsevol gradient.

(4.90) -

/ﬁﬁpdv - / (6-(pﬁ)—pﬁ-ﬁ) dv ‘2 / V- (pit) dV
D D D
- / pii-idA “2 0.
oD
Emprant aixo0, és immediat demostrar la unicitat. Si
Q:ﬁl+6p1 :ﬁz‘f'ﬁpQ

amb u; 1 U que satisfan (4.90) 1 (4.91), llavors 0 = w0y — iy + ﬁ(m — p2). Multiplicant aquesta
igualtat per u; — s 1 integrant el resultat sobre D s’obté

0= [ (1l = @ + (@ — ) - Vo1 ) V.
D

El segon terme és nul pel resultat anterior i el fet que w; — > satisfa (4.90) i (4.91). Queda aixi

/ ||ﬁ1 _ﬁ2||2 dV: 0,
D

16William V. D. Hodge, 1903-1975.
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d’on u; = s i llavors ﬁpl = ﬁpg. D’aquesta darrera igualtat es dedueix que p; 1 po poden
diferir en una constant, pero aquesta no apareix en la descomposicio (4.89).

Queda per demostrar 1’existencia. Donat ¢J, sigui p la solucié del problema de Neumann per
a I’equaci6 de Poisson

Ap=V-@aD, 9P _ 5 720D,
on

La soluci6é d’aquest problema existeix i és Unica llevar d’una constant additiva. Obtingut p,
definim @ = & — Vp, que resulta que satisfa (4.90) i (4.91):

Vi = V-&—Ap=0,

i = n-Jd—n-Vp=n-o——=—=0 adD.

St

La descomposicié de Helmholtz-Hodge és molt important en electromagnetisme, on la part
de gradient s’anomena longitudinal i la que té divergencia nulla s’anomena transversal.

La descomposicié de Helmholtz-Hodge permet definir I’ operador de projeccio de Helmholtz-
Hodge P ;. Donat un camp vectorial & qualsevol a D C R?, efectuem la seva descomposicié
segons (4.89). Llavors

Py (3) = . (4.92)

Si @ és un camp vectorial qualsevol que satisfa (4.90) i (4.91), llavors Py (@) = i, de
manera que P%{ y = Ppy 1 Py és nilpotent. D’altra banda, Py és, evidentment, lineal, de
manera que és un operador de projeccid. A més, anihila qualsevol gradient,

Pyu(Vp) = 0. (4.93)

jaque ﬁp =0+ ﬁp i el camp vectorial identicament nul satisfa les propietats (4.90) i (4.91).
Considerem ara 1’equaci6é de Navier-Stokes adimensional (4.87) per a un fluid homogeni 1

incompressible i li apliquem P . El gradient de la pressié desapareix i, a més, com que si «

satisfa (4.90) i (4.91) llavors també ho fa 0,u, hom té que Py (0,1) = 0,u. Resulta aixi

, 1
Ol = Py (—(ﬁ- V)i + ﬁAﬁ) . (4.94)

Ens queda aix{i una relaci6 equivalent a I’equacié de Navier-Stokes original pero sense la pres-
sié. Si es soluciona (4.94), la pressié es pot recuperar a partir del terme de gradient de la
descomposici6 de

N
Pot semblar que (4.94) és més complicat que 1’equaci6 original, perd hi ha metodes numerics
especifics!” que treuen profit de I’operador de projecci6. Fixem-nos que el terme A té diver-
gencia nulla, pero no satisfa, en general, la condicié (4.91) i1 per tant no es pot treure fora de
I’actuacié de Pyy. La projeccié de Helmholtz-Hodge es pot emprar també amb les equaci-

ons d’Euler, ja que la part sense divergencia sols cal que tingui component normal nulla a la
frontera.

17Vegeu les referéncies a [4].
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4.5 Balang d’energia per a fluids no ideals

A partir de I’equaci6 (4.73) de balang de la quantitat de moviment per a un fluid qualsevol es
pot obtenir la forma diferencial

J

on 7;; son els elements del tensor d’esforcos generalitzat (que, recordem, molts autors anomenen
simplement tensor d’esforgos),
Tij = —p(5w + 044 (496)

amb o;; els elements de la matriu o.
Multiplicant per u; i sumant sobre ¢ tenim

thG = p Z uibi + Z Uiaj’fij, (497)

= p Z uibi + Z @(umj) - Z Tijajui, (498)
i ij ij
on 1

és ’energia cinetica per unitat de massa. L’equaci6 (4.97) és I’equaci6 general de balang de
I’energia mecanica, i expressa que la variacié d’energia cinetica del fluid és deguda al treball de
les forces externes i al de les forces entre els elements de fluid.

Per a un fluid Newtonia

2 =
—,u(Vu)éw,

Tij = —pdi; + 2Dy — 3

1 llavors

. 2
ij

— —u(F 0+ 2t (D - (T DD - 101 )

=

on a la darrera igualtat hem emprat que Tr I = 3, Tr D = V - . Definint

-

¢ = 2uTr ((D _ %(V - )I)(D — %(6 . ﬁ)I)T> >0 (4.99)
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i posant-ho tot a (4.98) queda finalment la forma diferencial del balan¢ d’energia mecanica per
aun fluid Newtonia

pDie = p > wbi+ Y 0(u;mij) +pV - i — ¢. (4.100)
7 i

Integrant (4.100 sobre un volum que es mou amb el fluid i emprant el teorema del transport,
arribem a la forma integral

d , B}
— pedV = / pu-bdV + Z(umj)nj dA—i—/ pV-udV — ¢ dV. (4.101)
dt Wt Wt 8Wt 7,] W, Wt

Els dos primers termes corresponen al treball per unitat de temps fet sobre el fluid de W; per
les forces externes i per la resta del fluid, respectivament. La integral de pﬁ - és el treball
de compressié per unitat de temps, mentre que la de —¢ és I’energia que es perd per unitat de
temps degut a la dissipaci6 viscosa. L’energia implicada en aquests dos darrers termes no pot,
pero, desapareixer, i ha de revertir en I’energia interna del fluid o en un flux de calor. El balang
d’energia mecanica d’un fluid no ideal porta aixi a la introduccié de conceptes termodinamics
de manera més general que el que haviem fet en el cas de fluids ideals.

4.5.1 Primer principi de la termodinamica

L’equaci6 de balang de I’energia mecanica es deriva de la de balan¢ de quantitat de moviment i
no és per tant un principi separat. En fluxos on la temperatura hi juga un paper, cal un principi
independent (que no pot ser obtingut a partir de consideracions mecaniques), i aquest no és
més que el primer principi de la termodinamica, presentat de manera adaptada a la mecanica
de fluids. Aixo és més facil de formular per a un volum que es mou amb el fluid, i1 presenta la
forma

d

— ple+e)dV = / pii-bdV + Z(umj)nj dA—/ q-ndA.  (4.102)
dt Jw, W oW,

oWy ij

Aqui, € és I’energia interna per unitat de massa, de manera que € + e €s I’energia total emma-
gatzemada en el fluid (excloent-hi la possible energia potencial de les forces externes) per unitat
de massa, i ¢ és el flux de calor per unitat d’area. La calor que entra en el sistema (el fluid en

Wt) és
_ / 77 dA,
oWy

i el treball que fa el sistema mitjangant les forces de volum i de superficie és

_/ pit-bdV — [ > (wmi;)n; dA,
Wy

oWy ij
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i per tant els signes son els normals segons el conveni del primer principi. Convertint tots els
termes en integrals de volum hom obté la forma diferencial

pDy (e +e) = pii-b+ > 0;(umi;) — V- (4.103)
ij
Aquest és el primer principi de la termodinamica en forma diferencial, i conté tant termes
mecanics com termics. Si ho combinem amb I’equaci6 de balang de I’energia mecanica (4.100)
obtenim 1’equaci6 de balang¢ de I’energia termica

pDie ==V -G—p(V -0)+ ¢, (4.104)

que expressa que la variaci6 d’energia interna és deguda al flux de calor, el treball de compressié
i la dissipaci6 viscosa. Per al flux isentropic (¢ = 0) d’un fluid ideal (z = 0 i per tant ¢ = 0)
hom recupera el balang¢ d’energia interna (4.43).

Hom pot utilitzar tant (4.103) com (4.104) com equacions que expressen el primer principi
de la termodinamica per al flux d’un fluid, ja que I’equacié de balan¢ de I’energia mecanica no
€s un principi independent. Tenim per tant una equacié addicional, perd també tenim una nova
variable, I’energia interna ¢, i per tant el nombre d’equacions continua sent el mateix que el de
funcions a determinar. El flux de calor, mitjancant la llei de Fourier, introdueix el gradient de la
temperatura 7'(¢, ¥) i sembla per tant que tinguem de fet una nova variable. En aquest cas, pero,
es restableix el balan¢ donant la relaci6 constitutiva del fluid que expressa 1’energia interna en
termes de dues de les variables termodinamiques implicades, per exemple com a funci6 de la
temperatura i la densitat, ¢ = (7T, p).

Sota certes condicions conegudes com a aproximacid de Boussinesq (vegeu la Seccié 18
del Capitol 4 de [5]), el terme de dissipacié viscosa és menyspreable comparat amb els altres,
1 p(ﬁ - 1) és pot combinar amb el terme de I’esquerra de I’equacié. Per a un gas ideal s’obté
llavors .

pc, DT = =V - ¢,
on ¢, és la capacitat calorifica a pressié constant per unitat de massa. Si el flux de calor obeeix
la llei de Fourier ¢ = —kVTikés constant, aixo esdevé

D,T = xkV*T,

amb k = k/(pc,). Finalment, si el fluid esta en repos, D, = J; i hom obté I’equaci6 classica de
la calor
o.T = kV?T,

que també apareix en una varietat de contexts diferents.

4.5.2 Segon principi de la termodinamica

De I’equacié de Gibbs per unitat de massa (4.40) tenim

p

T'ds = de — ;dp,
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i d’aqui podem calcular la derivada material de 1’entropia per unitat de massa,
TDys = Die — L Dip. (4.105)
p

Si inserim ara I’equacié del balang d’energia termica (4.104) 1 I’equaci6 de continuitat D, p =
—p(V - 1) obtenim

leg _ ¢ = (q 1. = ¢
D;s =—=V - —=-V-|=)|—-=q¢- VT + =. 4.106
pDis = =5V -G+ 5 ==V (T) 720 VT + 5 (4.106)
Finalment, emprant la llei de Fourier ¢ = —kVT , aiX0 esdevé
- (j’ k S 9 10}
Dis=-V-.-[= — (VT = 4.107
pD,s V(T)+T2(V)+T ( )

El primer terme del costat dret és la variacié d’entropia degut a la variacié de ¢/7 al llarg de
la trajectoria de les particules de fluid, i €s un terme reversible ja que no implica conduccié
de calor. Els dos darrers termes representen la producci6 irreversible d’entropia deguda a la
conduccid de calor i a la dissipaci6. Pel segon principi, no poden ser negatius, i aixo requereix
que 4 1 k no siguin negatius. Com que aquest és el cas, el segon principi de la termodinamica
ja esta incorporat en la formulaci6 presentada. Si el fluid €s no viscds 1 no hi ha conducci6 de
calor, I’entropia es conserva al llarg de les trajectories del flux.

La interpretaci6 dels termes que apareixen a (4.107) és més clara si integrem 1’equacio sobre
un volum fixat a I’espai WW. S’obté llavors, emprant 1’equacié de continuitat per reescriure el
terme provinent de la derivada advectiva de s,

d
— [ psdV = —/ psu-1ndA
dt Jy ow

1

_ — 7 i dA
L7
1 /o \2
n k/Wﬁ<VT> av
+ /?dv. (4.108)
o T

El primer terme és el flux d’entropia degut al fluid que creua la frontera de 1/, mentre que el
segon és el flux d’entropia degut al flux de calor. Aquests dos termes de superficie, pero, no
augmenten ni disminueixen I’entropia global de I’Univers, ja que el seu efecte es compensa pels
termes iguals i de signe contrari que s haurien d’incloure en el balang del fluid que rodeja a W .!8
El tercer terme és positiu i representa la produccié d’entropia degut a la conduccid irreversible
de calor dins del fluid, mentre que el quart també es positiu i descriu la creacié d’entropia degut
a la dissipacio.

18Si W = D, tot el fluid, llavors el primer terme no hi és i el segon s’ha de discutir incloent la font que
proporciona el flux de calor i les caracteristiques d’aquest flux.
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Per recordar

La derivada material D; = 0, + @ - V descriu com varien les magnituds si ens movem
amb el fluid.

El teorema del transport indica com derivar integrals sobre objectes arrossegats pel fluid.

Les equacions d’Euler per a fluids ideals (sense forces d’esfor¢ tangencials) imposen la
conservacio de la massa i el balan¢ de quantitat de moviment. Una tercera relacid, que
depen del tipus de flux (per exemple, incompressible o isentropic) déna 1’equacié que
manca i fa que el balang¢ d’energia mecanica es dedueixi del de quantitat de moviment .

Les equacions de Navier-Stokes introdueixen forces d’esfor¢ tangencials en el fluid, que
descriuen el fenomen de la viscositat mitjancant un terme proporcional al Laplacia del
camp de velocitats. La condici6 de velocitat nul'la a la frontera del fluid que aixo implica
juga un paper important per a la generaci6 de vorticitat 1 en la dissipaci6 d’energia.

Dos fluxos homogenis i incompressibles, i sense forces externes, amb la mateixa geome-
tria 1 el mateix nombre de Reynolds, estan governats per la mateixa equacié de Navier-
Stokes.

Al considerar fluids no ideals cal introduir el primer principi de la termodinamica com a
equacio independent.

La viscositat transfereix energia del moviment macroscopic (energia cinetica) al movi-
ment microscopic (energia interna).

Exercicis

1.

Deduiu el balan¢ de massa per a fluids en una i dues dimensions, tant en forma integral
com diferencial.

. Demostreu que la derivada material satisfa la regla de Leibniz.

. Demostreu (4.23) directament a partir del teorema del transport. Si la integral de la diver-

gencia es converteix en integral de superficie, s’obté 1’anomenada férmula de Reynolds

d

< de:/ afdv+ | fi-iidA.
dt Jyw, Wi oW,

. Escriviu (4.23) per a una dimensi6 d’espai, i demostreu-ho directament (derivant la inte-

gral, sense utilitzar el canvi de variables).
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10.

. Demostreu que, per a fluxos isentropics, I’equacié de balang de la quantitat de moviment

es pot escriure com B .
Dyi = —Vh+b. (4.109)

Suposeu un flux isentropic per a un gas ideal. Demostreu que la relacié constitutiva i
I’energia interna per unitat de massa venen donades per

Cy
v—1

p(p) =Cip", e(p) =

on ('] és una constant.

. Demostreu que per a fluxos estacionaris, homogenis (p = constant a I’espai, de manera
O: p

que Vp = 0) i incompressibles,' el teorema de Bernoulli també és valid, perd posant
p/p en lloc de I’entalpia per unitat de massa.

Demostreu que el teorema de circulacié de Kelvin conserva la seva validesa en presencia
de forces externes conservatives.

. Demostreu (4.60).

S

Aquest problema és per demostrar que €' és una rotacio, i determinar-ne les seves carac-

teristiques.

(a) Demostreu que S té valors propis 0, :I:i”‘é’;”, 1 que el nucli és el subespai generat per

Ww.

(b) Demostreu que R = ¢€5¢ és una matriu de rotacié, és a dir, que RR” = I i que

det R = 1. Per a aquest darrer resultat podeu emprar la relacid, valida per a qualse-
vol matriu A,
det e = T4,

(c) Demostreu que ||R|| = ||¥]|, on ¥ és un vector qualsevol.

(d) Demostreu que I’eix de rotacié de R ve donat per .

(e) Sigui @ un vector perpendicular a . Si actuem amb R sobre aquest vector i calculem
I’angle entre el vector resultant i 1’original haurem determinat 1’angle de la rotacio.
i. Demostreu que, si @ - @ = 0, llavors & X (& x @) = —||d||*d.
ii. Emprant el resultat anterior, expandint en serie I’exponencial exp(St) i usant
que Sa = %Q x d, calculeu Rd.
iii. Calculeu I’angle entre @ i Ra.

19La condici6é de incompressibilitat no s’utilitza directament, perd és necessaria per garantir que es mantingui
I’homogeneitat al llarg del temps.
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11. Demostreu que I’equivalent a (4.65) per a fluxos isentropics és

— 1 .
D, (f) = ~(&- V). (4.110)
p) p
12. Sigui
Y 2 2
—y— >1
Y(r,y) =y T T

(a) Demostreu que és una funcié harmonica 1, suposant que és una funcié de corrent,
calculeu el camp de velocitats.

(b) Demostreu que el camp de velocitats s’anulla quan ens acostem als punts (+1,0), i
dibuixeu, aproximadament, les linies de corrent.

(c) Calculeu el camp de pressions.

13. Calculeu i dibuixeu aproximadament els camps de velocitat associats als potencials com-
plexos (definits en cada cas, si no s’indica, sobre el domini que pertoqui)

(a) w(z) = Alogz, A> 0.

)
(b) w(z) = —iAlogz, A > 0.
() w(z) =Uz U > 0.
(d) w(z) =U(z+d*/2),U > 0, pera|z| > a.

14. Demostreu que, en el cas general d’un fluid qualsevol, I’equacié de balang de la quantitat
de moviment en forma integral (4.73) porta a I’equacié en derivades parcials

pDyu; = pb; + Z 0jTij,

J

on 7;; = —pd;; + 045, per a cadascuna de les components u; del camp de velocitats.
15. L’equacié de Stokes.

(a) Determineu les dimensions de .

(b) Amb la mateixa notacié emprada per arribar a I’equacié de Navier-Stokes original,

demostreu que
L

= —D
uU
també €s una pressié adimensional. Efectueu 1’adimensionalitzacié de I’equacid

de Navier-Stokes amb aquesta p/, i escriviu el resultat en termes del nombre de
Reynolds.

/

p
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(c) A partir de ’equaci6 sense dimensions obtinguda en 1’apartat anterior, considereu
el cas que Re — (. L’equaci6 que en resulta s’anomena equacio de Stokes adimen-
sional:

vy =N, 4.111)

Es una equaci6 lineal i sense derivades temporals, i per tant el camp de velocitats
soluci6é de la mateixa sols pot variar en el temps si ho fan les condicions de fron-
tera. Aquesta equacid, juntament amb la condicié de incompressibilitat, descriu el
moviment de fluids quan els efectes deguts a la viscositat son dominants. Aquest
és el cas, per exemple, del flux de lava o de quitra (degut a I’elevada viscositat i les
baixes velocitats), 1 també el flux al voltant dels éssers microscopics que es despla-
cen en 1’aigua, com ara els paramecis, degut en aquest cas a la seva petita grandaria.
Aquests éssers utilitzen la superficie del seu cos per variar les condicions de frontera
del flux i generar aixi variacions temporals del camp de velocitats que els impulsen
en la direcci6 que volen.?

(d) Demostreu que si restaureu les dimensions a (4.111) s’obté ﬁp = pAd, que s’ano-
mena, simplement, equacié de Stokes.

(e) Considereu I’equacié de Stokes i la condicié d’incompressibilitat,
Vp = uAi, V-i=0.
Demostreu que

1. La pressio 1 les components del camp de vorticitat son funcions harmoniques.

ii. Les components del camp de velocitat son funcions bi-harmoniques, és a dir,
satisfan I’equacié A%¢ = 0.

16. Sigui un flux viscés, homogeni i1 incompressible entre dues plaques planes paralleles
situades ay = 01y = d > 0, respectivament, i sense forces externes. Cerquem solucions
estacionaries de la forma u(z,y, z) = (u(z,y),0,0) i a on p sigui sols una funcié de z,
p(z,y,2) = p(x), amb p(0) = p; i p(L) = ps, amb L > 01ip; > py, de manera que el
fluid és espitjat per la pressié en la direccid positiva de I'eix X.

(a) Calculeu el camp de velocitats i la pressio.

(b) Calculeu el camp de vorticitat.

(c) Calculeu la forga total que fa el fluid sobre una area d’un metre quadrat d’una de les
plaques, 1 el gradient de la pressio i el Laplacia del camp de velocitats en els punts
que estan en contacte amb elles.

20Ep relaci6 a aquesta forma de desplagament, hi ha un teorema famds, anomenat the scallop theorem, el teorema
de la petxina del pelegri, que diu que si les variacions de forma sén cicliques i tals que s6n simetriques en el temps
respecte al punt mig del cicle, llavors la propulsi6 neta és nulla. El teorema fa referéncia a la petxina del pelegri,
que és I'tinic mollusc bivalve que es desplaga per 1’aigua d’aquesta manera, obrint i tancant simetricament les
valves, i que no podria fer-ho si fos molt més petit o visqués en un fluid molt més viscos.
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(d) Com que el camp és estacionari, I’energia cinetica de qualsevol volum fix del fluid
no varia en el temps. Com es fa aixo compatible amb la presencia de dissipacié?

17. Demostreu (4.108).

Indicacions per als exercicis

1. En el cas unidimensional tenim W = [a, ] i

b
m(W.1) = / plo.1) dr,

d’on

d *Op(x,t)
aW(m, t) = /(; T dx.

El flux de massa per I’extrem b és —p(b, t)u(b, t) (es perd massa si la velocitat és positiva
en x = b), mentre que per a I’extrem a tenim un flux p(a, t)u(a,t). La forma integral del
balan¢ de massa és per tant

/a %J;t) dz = — [p(b, t)u(b,t) — p(a,t)u(a,t)].

El terme de la dreta es pot escriure com

b
_/a %(p(m,t)u(x,t)) dr,

i amb el raonament habitual sobre continuitat arribem llavors a la forma diferencial

dp 0
E—i—%(pu) =0.

Si W C R? tenim que m(W, t) = [, p(x,t) dA, mentre que el flux de massa que travessa

oW és
/ pu -1 dl
oW

on 77 és la normal orientada cap a I’exterior de la corba tancada OWW. La forma integral
del balan¢ de massa és

/ 9 (E1) dA = — / o(F,1)i(F, 1) - 7(F) di.
w Ot ow

Per poder obtenir la forma diferencial cal convertir la integral de la dreta en una doble,
pero no podem emprar directament el teorema de Green, ja que aquest implica integrals
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de la forma |, oW f - £'dl, on t és el vector tangent a la corba. Tenim, perd, que si la corba

la orientem en sentit antihorari, llavors ¢ s’obté de 77 girant 5+ Si construim a cada punt
de la corba un vector ¥ que sigui igual que @ perd girat també 7 /2, llavors

U-n=uv-t

i podrem aplicar a |, ow U t dl el teorema de Green. Si @ = (u1, us) hom té que el vector
girat en angle recte en el sentit antihorari és ¥ = (—us, u1) i, per tant,

—

/pﬁ~ﬁdl = /pﬁ-fdl:/ (—pug, puq) - dl
ow ow ow
Oreen / 3(u)+£(u) dA—/ﬁ (pit) dA
= o axpl 8yp2 = o 1% :

Sota les condicions del teorema de Green, la forma integral es re-escriu per tant com

/?dA:—/ﬁ(,)ﬁ)dA,
w t w

1 amb el raonament habitual arribem finalment a la forma diferencial de 1’equacié de
continuitat

o
a#—v-(pu)—O.

La forma diferencial, tant en una com en dues dimensions, és formalment igual a la del
cas de tres dimensions.

. Trivial, donat que D; és un operador diferencial de primer ordre.
. Sia d

| stav=[ oDisav

dt Wy Wy
posem % en lloc de f obtenim

d 1
ey (th - —thp) av.
dt Jw, W, p

Emprant I’equaci6 de continuitat hom té

- -

Dip=0p+(@-V)p=—V-(pi) + (@-V)p=—pV -

£y

Y

i llavors

d fdvz/w(atfﬂﬁﬁ)fwﬁﬁ) dV:/ (atf+6-(fa)> dv.

dt Wi Wi
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4.
3.

L’entalpia per unitat de massa és h = € + pv, on € és I’energia interna per unitat de massa
i v és el volum per unitat de massa, és a dir, 1/p. Per a un flux isentrdpic hom té que (aixd
son diferencials respecte a I’espai)

P
de = ?dp7
i llavors s’obté immediatament que
d
dh = L.
P

i per tant I’equacié de balan¢ de quantitat de moviment per a fluxos isentropics es pot
escriure com

. Per a un flux isentrdpic d’un gas ideal tenim que pV* = C. Dividint per m” i emprant

que V/m =  arribem a

£ = 017

p"f
d’on p(p) = C1p?. Lenergia interna per unitat de massa d’un gas ideal és (llevat d’una
constant additiva)

:&T:&ﬂ_cvg_c_v Cip" G L

€ = — =
m m nR p R pc—cy y—1

Aquestes relacions indiquen com varien la pressio i I’energia interna al llarg de la tra-
jectoria seguida per una particula de fluid si es produeixen expansions o contraccions
adiabatiques.

. Hem de veure que

1 P
—|Ja]|* + = + ¢
2 p

es conserva al llarg de les linies de corrent. Emprant que ﬁp = 0 (flux homogeni) podem
escriure 1’equacio de balang de la quantitat de moviment en el cas estacionari com

. 1- = . .
(@ V)i == Vp-Vo =~V (%) —Vé.
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10.

Llavors

1= - - - - -
§V||17H2:(7I~V)ﬁ+ﬁx(an’):—v (i—j) —Voé+1ix (V x i),

d’on

_ /1 -
V<§Hﬁ||2+‘g+gb> = x (V x @)

1 el resultat es segueix ara amb el mateix raonament emprat a la demostraci6 del text.

. Partim de

d
— ¢ u-ds= Dy - ds.
dt Oy Cy

Emprant D, = —61{—1—6& onk = hok = p/pdepenent de si estem en el cas isentropic
o homogeni incompressible, queda

d —
¢ i-ds=—¢ V(++¢)-d5=0
dt Cy Cy

per ser la integral d’un gradient sobre una corba tancada.

-

. Es un calcul directe. Es pot fer també emprant la notacié compacta (@ x b); = €;;xa;by.

_1

Llavors, com que S;; = 5

€ijkWr, resulta

)

T 1 1 ]_ o -
<Sh)2 = Sz‘jhj = —éeijkwkhj = §eikjwkhj = 5 (w X h) .

(a) Tenim det(S — AI) = —\3 + )\W, i els valors propisde S sén A =01 A = :I:z'”%”.
Per tant el nucli t€ dimensi6 1 i, com que S& = %cf) X & = 0, resulta que Nuc(S) =
().

(b) Com que ST = —S, hom té RR”T = e5etS" = eS¢~ = . A més

det R = det ¥ = T = ¢! T — 0 — 1,

|l

jaque TrS = O—I—i@ — il — .
(c) Trivial emprant RTR = 1.
(d) Com que S =0

RcU:etScU:Z—|S’“o§:w+ZHSko§:cﬁ+O:Q
k=0 k=1 """
() i Wx(dxa)=(d-a)d—|d|]’d=—||d|d.
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ii. Hom té, tenint en compte que a@ és ortogonal a & i per tant que es verifica la
identitat precedent,

1
Sa = -wxa
a 20.1 a
1
Shi = —llalPa,
Sha = —ch?HQchZ
sia = —|alla.
16
1, per tant, que, ambn = 0,1,2,.. .,
2n = 1 2n—»
s = (-1)" I
1
Stlg = (—1)"22n+1||w||2"w X d.
Llavors
0 t2n ) 0 t2n+1 —_
Ra = S"a —5“""a
¢ ;(Qn)' o (2n+1)! ¢
> t2n - t2n +1 . 1 om e
n=0
_ ol , - -1 ||w|y
=acost + w X a-—=-sint .
2 ||| 2
iii. .
(R(L)—HGH2COSt|| ol

i per tant I’angle entre @ i Rd, que déna I’angle de rotacid, és t”w”

11. Emprant I’equacié de continuitat en la forma D;p = — pﬁ - (1 que Dy satisfa totes les
regles de derivacié) hom obté immediatament que

W

1 — —
D, (—) :—<8tﬁ+(ﬁ-V)@+cUV~ﬁ>. (4.112)
p) p

Emprant a ’equacié de balang de la quantitat de moviment la identitat vectorial

(@- V)i = =V||T|]> — @ x (V x @),



hom obté o
1= , I
ovt + 5V |lil]* — @ x (¥ x @) = —77” —Vo.

Tenint en compte que @ = V x i que el rotacional d’un gradient és nul obtenim, prenent
el rotacional,

OB —V x (I xd)=—-V x (E)
P

Si expandim el rotacional del producte vectorial, i tenim en compte que V-G=0 per
eliminar un dels 4 termes resultants, queda

0,6 — ((@ﬁ)ﬁ-@(ﬁﬁ)-(ﬁﬁ)@) — _V x (%) .

Posant aixo a (4.112) arribem a

Com que no estem suposant que ﬁp = 0 no podem treure la p fora del rotacional i fer-lo
actuar sobre el gradient. Com que estem, perd, en el cas isentropic, tenim que p = p(p) i,

per tant, ~ .
Vp =p'(p)Vp.
Llavors
- \Y, 1= - 1= = 1 = - 1= -
V x <7p> = —EV,OX Vp+EV xVp = —EVpx Vp = —?Vpx (p’(p)Vp) =0,

i obtenim el resultat que es demana.

12. (a) Esimmediat veure que (92 + 92)¥(x,y) = 0, i per tant ¥ pot ser una funci6 de cor-
rent d’un flux 2-dimensional estacionari, homogeni, incompressible i irrotacional.
Les components del camp de velocitats son

22— y2
U(I,y) = ay\If =1- m,
2xy

(b) Hom pot veure que

o lim 410 @ = (0,0),

130



o u(z,y) >0siz?+y? >1,
e v(0,y) =0,

e signe v(z,y) = —signe xy,
[ ]

lim, 4. v(z,y) = 0, Vy.

De tot aix0 es dedueix que el flux és parallel a I’eix horitzontal per a z — +o0, va
d’esquerra a dreta i rodeja simétricament la circumfergncia z2 +y* = 1. Una analisi
més detallada mostra que la component normal de @ és zero sobre 22 + y? = 1

(feu-ho!).
(c) De
i 3y2 —1
Op = — O0x oyu) = —2pot————,
p po(udyu + vyu) T )
a2 —y? —1
op = — O o) = —2p0Y——————,
yp po(u v +U yU> PoY (1'2 +y2)3
s’obté el camp de pressions
202 — 2% — 1
pla,y) =22 .

2 (ZE2 + y2)2

13. En els apartats (a) i (b) el domini del potencial complex és C — { (x,0),z < 0}. Malgrat
aixo, els camps de velocitats resultants es poden definir a tot el pla menys a 1’origen, 1
satisfan, llevat de 1’origen, les condicions d’incompressibilitat i d’irrotacionalitat.

()

A A .
w'(2) = S m(«%’ —1y),
d’on
(09) = 2 wlay) = 2
wx,y) = ——-—, v,y =—F5-7.

Pera A > 0, les linies de corrent sén semi-rectes que surten de 1’origen.

(b)

A —1A Y x
/ o . . . . .
WE) = iD= e W = AL T M
d’on
(2,9) Ay o(z, ) Az
uw(z,y) = ——— = —.

Per a A > 0, les linies de corrent son circumferéncies en sentit antihorari al voltant
de I'origen. El flux és, pero, irrotacional, tal com ha de ser (excepte a 1’origen).

Hom té que
2xy y2—x?
Gi)(a,y) = 20 _ ( Awip Adgay )
0(x,y) Ay Ay



que és simetrica (i de traca nulla) per a (x,y) # (0,0).

(c) w'(z) =0ipertant u(z,y) = U, v(z,y) = 0, que és un camp de velocitats constant
1 parallel a I’eix horitzontal.

(d) .
1 Tt —y* — 2ixy
"(2) =U —Ud®*= =U — Ud®
w'(2) a = a R
don 2 $2_92 2 Ty
U(a:;y):U—UCL m; U($7y):—2UCL m

Aix0 és una generalitzaci6 del flux del Problema 12.

(/ MﬁdA) :/ V- M; dV,
ow i w

on és el MZ- el vector format per la fila i-esima de M, posar M;; = 7;; i fer el raonament
habitual.

14. Sols cal utilitzar

15. (a) De I’equaci6 original de Navier-Stokes veiem que pAw té les mateixes dimensions
fisiques que, per exemple, pD,ii, és a dir, ML™3 - T . LT-' = ML2T~2. Per
tant

W] - L2 LT ' = ML2T2,
d’on [ = ML7'T1
(b) Tindrem

L L —2 12
W= LL_U} Pl = s e LT L= L
forga

i per tant p’ no té dimensions. Efectuant a I’equacié de Navier-Stokes per a flux
homogeni i incompressible sense forces externes

poDyii = —=Vp + pAT

el canvi i — Ud', 7 — L, t — Tt' = L/Ut tenim

U’ 1= U

— oDyl = —=V' iy Uy

L pO U L p + ,LLLQ u
Multiplicant-ho tot per 5—; i tenint en compte la definici6 de p’ queda llavors

LU .
PDyi = -V + AT,
7

0, en termes de Re = _Llipo,

ReD, @ = —V'p' + AT
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(¢) SiRe — 0queda0 = —V'p + N i d’aqui I’equaci6 de Stokes.

(d) Sitornem a les variables originals, I’equaci6 de Stokes esdevé
= (L 277—1 A~
LV | —p | = LU A,
ulU

és a dir, ﬁp = uAdu.
(e) i. Tenim que Ap = V-Vp= ,uﬁ AU = ,uAﬁ -1 = pAO = 0. D’altra banda,
les components del camp de vorticitat = V X 4 sén, en termes de 1’objecte
totalment antisimetric €;x, €123 = +1,

3

W; = E eijkajuk.

jk=1
Llavors
3 3 1 1 3
Aw; = Z €ijk0;Auy = Z €ijk0; (—8;4)) == Z €ij10;Okp = 0
k=1 jik=1 H H k=

ja que 0;0kp = 0;0;p.
ii. Hom té
) 1 1 1
Afu; = A(Awy) = A [ =0ip )| = —0;(Ap) = —0,0 = 0.
f ft 1

16. (a) Sota les hipotesis del problema, I’equacié de Navier-Stokes es redueix a

. 1 -
(@ V)i = ——Vp+ L AG.
Po Po

La component y es satisfa trivialment, mentre que la x déna

1 /
u(z, y)dyu(z, y) = ——p(z) + (02 + E)u(x,y).
Po Po

La condicié d’incompressibilitat és 0,u(z,y) = 0 per a tot z, d’on u(z,y) = u(y) i
per tant I’equacié anterior queda

p'(x) = pu” (y).

Com que el membre dret sols depén de y i ’esquerra sols de x, ha de ser p/(x) =
K = pu"(y), d’on

K
p(r) = Kr+Cy, uly) = ﬂ?ﬁ + Coy + Cs.
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17.

(b)

©)

(d)

Imposant p(0) = p1, p(L) = ps i la condicié de velocitat nulla a la frontera y = 0,
y = d, es poden determinar les quatre constants, i queda

P1 — P2 P1 — D2
=_ —d).
p(x) 7 i y(y —d)

El perfil de velocitats t€ per tant forma de parabola, amb el maxim en el centre
y=d/2.

La component z de la vorticitat és w, = 9,0 — dyu = 5 22(2y — d). El flux no és,
per tant, irrotacional.

r+p, uly)=-—

La forca tangencial per unitat de superficie sobre una capa de fluid en contacte
amb una placa és la component x de o7, on 77 és la normal cap a fora del fluid,
n. = (0,+1) per a la capa superior i i = (0, —1) per a la placa inferior. La
forga sobre la placa sera aquesta canviada de signe, i com que, tractant-se d’un flux
incompressible, o = 2uD, quedara que la forca que es demana és la component
horitzontal de

—

f:—QMDﬁi
1 /0 o
D_§<u’ O)
- +1

on v/, indica que v’ esta avaluat en y = d per al signe + i en y = 0 per al signe —.
Tenint en compte que

Hom té

1 llavors

/ P1— P2
= — 2y —d
w(y) = 5Py~ a)
hom té que, tant en un cas com I’altre surt
b1 — P2
Tz = da
J 2L

que €s una forca positiva que tendeix a arrossegar les plaques en la direcci6 del flux.
Hom té, a més, que

ﬁp _ (p/(x),()) _ < P1 Lp2 O> : Ail — (u",O) _ ( pluLp2’0>

a tots els punts, i en particular a la frontera.

Com que @ no depen de ¢ i p és constant, I’energia cinética continguda en un volum
fixat és constant en el temps. Dins aquest volum I’energia es dissipa degut a la
viscositat, perd aixo queda compensat pel treball fet pel camp de pressions.
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Apeéndix A
Manipulacions vectorials

El conveni de sumacio d’Einstein permet desfer-se dels simbols de sumatori. En concret, esta-
bleix que quan en un monomi, és a dir, un bloc que no és format per la suma d’altres, hi ha un
index repetit, aleshores s’entén que hi ha un sumatori sobre els valors de I’'index. Per exemple,
si a R? tenim dos vectors @ = (ay, as, az), b— (b1, ba, b3), el seu producte escalar és

3
a- g: albl + &2[)2 + a3b3 = Zazbl
=1

Amb el conveni d’Einstein aixo és simplement

Un exemple més complicat és el segiient. Si tenim una matriu A amb elements A;;, aleshores
I’operacié @ = Ab,

ay A A A by
Q2 = Ag Ago A23 by s
as Asp Asy Asg b3

que implica

a; = Auby + Ajoby + Ajsbs,
ay = Axby 4 Axpby + Agsbs,
az = Asiby + Asoby + Assbs,

s’expressa, amb el conveni d’Einstein, com

Aquest darrer exemple mostra una propietat important del conveni: quan tenim una igualtat, els
indexs lliures, és a dir, els indexs no repetits, han de ser els mateixos als dos costats. Si els
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dos costats son escalars, aleshores no hi pot haver cap index lliure. En el cas de vectors, hi ha
d’haver un index lliure (el mateix a ambdds costats), que correspon a les seves components.
Per tal de poder aplicar aix0 a les operacions amb I’operador V, el representarem mitjangant

6 = (ala 82) a3)7
amb 0; = a%’ etc. Amb aix0 tindrem, per exemple,
(V)i =0if,

que vol dir que la component :—esima del gradient de f és la derivada respecte de la variable
1—esima de f. De la seva banda, la divergéncia (un escalar) es representa com

V. F = §F,

Que passa, pero, amb el rotacional? Per tal de poder representar-lo amb aquesta notacio,
hem d’introduir un objecte amb tres indexs, €;;;, definit per

€123 = +1,
€o(i)o(f)o(k) = Sigﬂ(U)Gijk,
€jr = 0 sidosindexs son iguals.

Aqui o(i)o(j)o(k) designa una permutacié de ijk, és a dir, una reordenacié dels indexs, i
sign(c) és igual a (—1)V(@), on N (o) és el nombre de transposicions, és a dir, intercanvis
d’elements, que s’han de fer per passar de ijk a o(i)o(j)o (k). Per exemple,

312 — 132 — 123,
de manera que en aquest cas N = 2 i, per tant,
€312 = (—1)%€103 = +1.

En canvi,
321 — 231 — 213 — 123,

N =31i€391 = (—1)36123 = —1. Aix0 permet calcular ¢;;;, amb els tres indexs diferents, mentre
que si se’n repeteix algun el resultat €s zero:

€112 = €113 = €111 = €122 = ... = €333 = 0,

ja que, per exemple, intercanviant els dos primers indexs, €112 = —€112, d’on 2€115 = 0 1, per
tant, €110 = 0.
Fixeu-vos que, siguin quins siguin els indexs, s’obtenen igualtats del tipus

€ijk = —€jik = €jki = —C€kji = ...
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Utilitzant ¢, el producte vectorial de dos vectors s’escriu

-,

(EI; X b)Z = eijkajbk.

La millor manera de veure-ho és comprovant-ho directament. Per exemple,

-,

(6X b)1 = €1jkajbk
(hadeserj=2,k=305=3,k=2)

= €12302b3 + €132a302 = azb3 — azby,
tal com ha de ser. Podem ara ja representar el rotacional:
(V X F)Z = Eijkaij.

Tot aixd sembla una forma relativament criptica d’escriure expressions altrament trivials.
El fet important, pero, €s que ¢;;;, t€ propietats que simplifiquen molt les demostracions en que
intervé. Algunes d’elles son les segiients:

€ijk€ijk — 6,
€ijk€e = 20,
€ijk€imk = O0it0jm — OimOji,

on hem introduit la delta de Kronecker
5 — 1 sii=y
Y10 sii# g
Per exemple,

€ijk€ljk = €ij1€151 T €j2€152 T €i3€153
€i11€111 T €21€121 + €31€131

€i12€112 T €;22€122 1 €;32€]32

— -

€i13€113 T €;23€123 1 €;33€]33

= 26126112 + 2€;31€31 + 2€403€703

La primera peca tant sols és diferent de zero si ¢ = [ = 3; llavors les altres peces son zero i el
resultat val 2. Analogament, la segona peca tant sols és diferent de zero si ¢ = [ = 2, mentre
que la tercera ho és si ¢ = [ = 1. En qualsevol cas, el resultat és 2 si ¢ = [ i 0 altrament:

€ijk€lLik = 204.
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Amb tot aquest formalisme, les demostracions que impliquen 1’operador nabla i els produc-
tes vectorials son trivials. Per exemple,

(Vx (Fx @) = edi(Fx Q) = s 0i(ermFiGm)
= €jk€rim0;(FiGn) = €ijk€rim (0, F1Gn, + F10,Gry)
= €k€imk(0;F1G + F10;G )
= (0i0jm — 0im6;1)(0; G, + F10,Gy).

Quan apareix una delta de Kronecker amb un index sumat, el sumatori s’efectua trivialment
canviant a tot arreu I’index sumat per 1’altre index de la delta 1 liquidant-la. Per exemple,

5i15jmaj-Fle = 5jm8j-FiGm = 8m-Fsz

(VX (FxG)) = 0nFGn~+ FidnGn — 0, FG; — F;0,G;
GO Fi — G0, F, + —F;0,G; + Fi0p G

= (G-V)E =GV F) = (F-V)G; + F(V - G)

- ((éﬁ)ﬁ_é(ﬁﬁ) - (ﬁﬁ)(ﬁﬁ(ﬁé))

i Y
1 com que aixo val per a tots els 7, s’obté la identitat

—

Vx(FxG)=(G-VYF-G(V-F)—(F-V)G+F(V-q).
De la mateixa manera,

(VX (VXF)) = (VX F)p = €50 (erimO F)
Eijkﬁklmajalpm = €ijk61mk3jasz

= (040jm — Oim0;1) ;0 Fy = O Fyy — 8;0, F
= 0i0nFy — 8;0,F, = 9;,(V - F) — V2F,

= (V(V-F)- VF),

1 per tant

=

V x(VxF)=V(V-F)-VF.
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Apeéndix B
Problemes d’examen

1. El coeficient de Joule 1 1 el coeficient de Joule-Kelvin 11 es defineixen per

_ (9T _ (9T
=\ov), "\ ),

(a) Demostreu que, per a una substancia general,

1 (B
- —_— (K7 —
0 = g (Z1-0),

Vv

po= @(5T—1)~

Indicacio (es pot fer de moltes maneres). Per demostrar la primera relacid, escriviu
dT seleccionant les variables independents de manera que aparegui (g—g) 1> eXpres-
seu dU en termes de dS i dV emprant I’equaci6 de Gibbs, i finalment escriviu dS
en termes de d7' 1 dV/. Examinant el coeficient de dV', emprant en ell les relacions
de Maxwell, i utilitzant diverses propietats de les derivades parcials, aixi com les
definicions de [ i kr 1 les expressions de les capacitats calorifiques en termes dels
diversos potencials termodinamics, s’obté el resultat demanat. La segona relacid

s’obté de manera semblant.

(b) Calculeu n 1 p per a un gas ideal. Podeu, a partir del que sabeu dels gasos ideals,
explicar el resultat?

Solucio.

(a) Emprant que
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i ’equaci6 de Gibbs dU = T'dS — pdV hom té
or orT or 1
T = (= — | === — (TdS —
d (aV)UdV—i—(aU)V (aV)UdV+CV( dS — pdV)
oT D T oS oS
= — ) —=—)dV+— (| =] dV — | dT
(), = &) o+a ((Gr), o+ (5r), o)
oT D T ([0S T ([0S
= — ) —=—+=—|= d — | == | dT.
(), &+aw)) v a @),
Comparant el coeficient de dV' en ambdds costats es veu que
ory _» T (05
o), Cy Cy\ovV ),

Amb la relacié de Maxwell (g_‘s/) r= (g—gl) - la identitat ciclica

(), 8), (),

a partir de la qual s’obté

o\ (50,
(or), - ( >p1(8—V)T_ (%),

P

S
I3

1 emprant les definicions dels coeficients

goL(ovy 1oV
“vier), " v\ap),

surt el resultat que es demana. De la mateixa manera,

oT oT oT 1
dl = (— | dp+|(=— | dH=|—) dp+ —(TdS+Vd
(8p>H g <8H>p <ap)H g Cp( 2

oT %4 T oS oS
= —-— 4+ —)dp+ — — | dp+ | == | dT
((ap)H Cp) P Cp ((8p)T g (aT)p )
oT \%4 T [0S T ([0S
= —-— + =+ == dp+ — | =— | dT.
(<ap)H Gy cp(ap)T) Y cp(aT)p
El coeficient de dp ha de ser nul, 1 per tant,

(@_T> __K_Z<a_5>
o)y C, Cp \0Op T.
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Emprant la relacié6 de Maxwell — (g_s) = (g—¥) s’obté llavors directament la
P ) p

a_T —_K+£ a_v —_K+£5V
o)y C G \oT), G, G

relacié buscada:

(b) Per a un gas ideal, tenim, a partir de I’equaci6 d’estat pV = nRT),

5= L(OV) _1nR_1
o vi\er), Vvop T

1 /oV 1 nRT 1
K = —— | — - — ——
g V\op/), V p» p

1, per tant

V /1
r =g lr)
Aquests valors nuls sén facils d’entendre tenint en compte que, per a un gas ideal,
U=CyTiH=U+pV =U+nRT = (Cy +nR)T = C,T (llevat de cons-

tants additives). Per tant, per a un gas ideal, mantenir 1’energia interna o I’entalpia
constants és equivalent a mantenir la temperatura constant i llavors, necessariament,

oT T
=), =0 = (3), =0

2. Sigui D C IR la regié6 entre dos cilindres concentrics de radis 7, < 73, amb eix comu en
la direccid Z,

D= {(z,y,2)|ri <2*+y* <r3, 2 € (—00,+00)}.

Considereu a D un fluid viscés, amb coeficient de viscositat j, sotmes a un flux estacio-
nari, homogeni 1 incompressible i1 en absencia de forces externes. Suposeu que el camp
de velocitats és de la forma

u(z,y,z) = (u,v,w) = (0,0, f(r)), r = /22 + 3%

El problema vol determinar la funcié f que déna I’tinica component no nul'la w, i calcular
el cabal total que circula entre els dos cilindres.
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(a) Suposant el camp de velocitats de la forma donada, escriviu les 3 components del
balang¢ de quantitat de moviment i la condicié d’incompressibilitat. Demostreu que
la condici6é d’incompressibilitat es satisfa automaticament i que la pressio p €s sols
funcié de z. A partir d’ara suposarem que p(z) = —az + pg, amb a i py constants,
a > 0.

(b) Demostreu que la funcié f(r) satisfa

1 a
"y 4+ =f'(r) = ——.
F10) L p ) ==
Calculeu-ne la solucié general. Indicacié: f"(r) + 2 f'(r) = 2(rf'(r))’.
(c) Imposeu les condicions de frontera i calculeu w(z, y).

(d) Calculeu el cabal que circula entre els cilindres (la integral de w = f(r) en I’anella
entre r = r1 17 = ry). Demostreu que en el limit ; — 0 s’obté la llei de Poiseuille

m™a
D(ry) = @7“3,

que déna el cabal en un cilindre de radi 5 per a un flux laminar sotmes a un gradient
de pressi6 a. Recordeu que [ rlogr dr = ir?logr — ir?.

Solucio.

(a) Amb un camp de velocitats de la forma @ = (0,0, f(1/22 + y?)) hom té que

V-i=0.f(\/22 +y?) =0,

i per tant la condicié d’incompressibilitat es satisfa automaticament. D’altra banda,
-V = f(y/2? + y?)0, i, per tant, la derivada advectiva del camp és també nulla:

(@- V)i = f(/22 +42)9.(0,0, (/22 + y2)) = 0,

de manera que les dues primeres components de 1’equacié de balang de moment
per a flux de Navier-Stokes incompressible, homogeni i estacionari 1 sense forces
externes, son

0 = — zP + 07

D’aqui es segueix que d,p = 9,p = 0, i per tant p és sols funcié de z. La tercera
component €s

0= —0.p+ (02 + 9;) f(V/ 22 + y?),

i, si p(z) = —az + po, queda

(@2 + O S/ 47) = .
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(b) Hom té

0.0() = F9 = ()Y,
Rf(r) = f"<r>jf—§+f’<r> (2) =1 >f—§+f’<r> f’(r)f—z,
0yf(r) = f,(r>g—;=f'(r)%7
1) = 0%+ 10 (1) = 0% + 10t - ok,

i, per tant,

(@2 + 1) = ")+ 27/(r) %~ fr) = () + - (r).

Queda aixi
a

1
" / _ ¢
£+ 1) = -
Escrivint 1 1
710+ ) = )
el problema es redueix a dues integracions successives, i la solucié general €s
a o
f(r)=——r>4+Cy+ Cylogr.
Ap

(c) Imposant les condicions de frontera f(ry) =01 f(rs) =0,
a 2
4

Ci+ Cslogr, = Ty,
Ci+Cylogry = irQ
1 2108 Ty = ») 2,
s’obté
a ri—r?

2 — r
4p log 2

a ., a, o 5\ log

= @7’1 - @(7“2 — )i

C
! log 2

que determina completament el camp de velocitats.
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(d) El cabal que flueix entre els cilindres és, si A designa la secci6 perpendicular a 1’eix
comu,

D(ry,re) = /Af(r) dA.

Passant a coordenades polars i fent la integracié angular queda

T T
D(ry,re) = 27?/ rf(r) dr:27r/ (—%r?’%—Clr—i-Cg Tlogr) dr

T1 r1
1 1
= g =) £ 7CU(f ) + 7C ( g s — rf — rtlogr + ﬁ) |

amb C] i (Y les funcions de r, r5 calculades. Hom té que

a
lim ¢, = —r2
r1—0 ! 4[u 2
lim C, = 0,
r1—0
i resulta, en aquest limit,
™a a mTa
D(ry) = lim P(rq,re) = Y. SR Sl
( 2) r1—0 ( 1 2) 8:“ 2 241“ 2 SM 2

3. El cicle d’Atkinson-Sargent apareix representat en el diagrama pV’ segiient:

v

Totes les transformacions son reversibles. La transformacié 1 — 2 és una compressio
adiabatica, 2 — 3 és a volum constant, 3 — 4 €s una expansié adiabatica, i 4 — 1 és una
compressio a pressioé constant. Suposarem que la substancia del cicle és un gas ideal.
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(a) Calculeu el treball W realitzat, el calor (), > 0 absorbit i el calor (); > 0 cedit en
un cicle, expressant-ho tot en termes de les quatre temperatures 77, 15, T5 1 7}.

(b) Demostreu que 1I’eficiencia del cicle és

W Ty — Ty

—=1—-7 .
Q@n T3 =T

(c) Dibuixeu el cicle en un diagrama 7'S, escrivint explicitament la forma funcional de
les equacions de totes les corbes (no cal que especifiqueu els valors dels parametres).

U

Solucio.

(a) Els treballs i calors en les diferents transformacions sén

p1Vi — pa Vs nikR

Wi, = po— = 7_1(T1—T2) = Cy(Th — Ty),
Wiz = 0,
Wy = BBzpdh R g oy - ),
v—1 v—1
Wy = pl(Vl - V4) =pV1i —psVy = TLR(T1 - T4),
QIHQ = O?
Qa3 = AUpz +Woy =Cy(T3 —T3) + 0= Cy(T3 — T3) > 0,
Q3—>4 = 07

Qi1 = AUssi + Wy = Cy(Th — Ty) + nR(Ty — Ty) = (Cy + nR)(Ty — Ty)
= Cp(Tl — T4) < 0.

Per tant

Qn = Qaz=Cy(T3—Ty),

Qi —Qus1 = Cp(Ty = T1),

W = Wiso+Wsou+ Wiy =nR(Ty —Ty) + Cy(Ty — To + T35 — Ty)
— C(T1 —T) + Cy(Ty — To).

(b) Tenim que

W Gy(Ty =Ty + Cv (T — Th)
Qn Cy (T3 — 1)
BV 1Y

Ty~ Ty

146



(c) L’entropia d’un gas ideal és
S(T,V)=CylogT +nRlogV + «

i, per tant,
C nR a S
TVt =e%e”,

0, en termes de la pressio,
R
nRT\" -
TCV ( ) —_ eozeS7 0 TCpp nR(nR)nR — eaeS'
p
En un diagrama 7S, les transformacions a volum constant sén per tant exponencials

1
a5
T = klecv s

mentre que les transformacions a pressié constant sén també exponencials perd amb
menor pendent (ja que C), > Cy)

1
45
T = ]’CQGOP .
Tenint en compte aixo, que les transformacions adiabatiques sén a S constant, i
que en les compressions adiabatiques augmenta la temperatura mentre que en les

expansions disminueix, el cicle d’ Atkinson-Sargent en el pla T'S és

T

(a) Emprant I’equaci6é de continuitat, demostreu que si un flux és homogeni i incom-
pressible, llavors 0;p = 0.

147



(b) Sigui un camp de velocitats unidimensional © = u(z, t). Degut a I’accié d’un camp
extern que afecta les propietats del fluid, la densitat, que no depen de x, varia en el
temps com

p(t) = po (a — coswt),

amb py > 0, w > 01ia > 1 constants. Calculeu u(z,t) sabent que, per a tot ¢,
u(0,t) = ug, on ug és una constant.

(c) Sigui D el tensor de deformacié d’un fluid. Demostreu que, si @ és el camp de
velocitats,

i- (D) = =it - V|]i|]>.

N | —

Solucié.
(a) L’equaci6 de continuitat 0;p + ﬁ(pﬁ) = () es pot escriure com

Op+i-Vp+pV-id=0.

<
£y
I
=L
o
o

Si el flux és homogeni llavors 6,0 = 0, i si és incompressible es té
manera que també 0;p = 0.

(b) Per a flux unidimensional, I’equaci6 de continuitat és
Op + 0:(pu) = 0.
Si p = po (a — coswt), queda
po wsinwt + pg (a — coswt) dyu = 0,

i per tant

w sin wt
Oyt = ———.
a — coswt

Sabent que u(0,t) = ug per a tot ¢, s’obté, integrant, que

w sin wt
u(:v, t) =Uy— ——1T.
a — coswt

(c) Emprant el conveni de sumacié d’Einstein

1
- (D) = u;Djjuj = Uza(aiuj + Ojui)u;

1 1
= §u,~aiujuj + §Uj8juiui = Uiaiujuj
1 ]' — = —
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5. Sigui un sistema (p, V., T').

(a) Demostreu que

a5 = Sar ﬂdV,
T RT

(), -G (),

(b) Demostreu que si Cyy = f(T'), llavors 1’equacié d’estat és necessariament de la
forma

1 que

p(T,V) = g1(V)T + go(V).

. . . /8 8]—7
Ajuda: relacioneu ;- amb (g), .

6. Sigui D = {(x,y,2) € R®, z > 0}, a on tenim un flux amb camp de velocitats
u(t,z,y,z) = (0,u(t, 2),0),

amb p = pg1p = po constants a I’espai 1 en el temps, 1 sense cap forca externa. FEl
fluid esta inicialment en repos per a z > 0, pero a z = 0 hi ha una placa que es mou a
velocitat constant V{,. Hom té per tant que la condici6 de frontera (moviment relatiu nul)
és u(t,0) =V peratot t > 0, mentre que la condici6 inicial és u(0, z) = 0siz > 0.

(a) Dibuixeu la regi6 i la forma de les trajectories de les particules de fluid, i demostreu
que el flux és incompressible i que es satisfa 1’equacié de balan¢ de massa.

(b) Calculeu el tensor de deformacid, i la for¢a tangencial per unitat de superficie entre
dues capes de fluid paralles al pla XY (en termes de les derivades de u).

(c) Demostreu que les components x i z de I’equaci6 de Navier-Stokes es satisfan au-
tomaticament, i que la component y porta a I’EDP parabolica

ou 0%u L

EZV@, V—po.

(d) Demostreu que

o 2‘/0 \/% 2 . VA
u(t,z) = Vo ﬁ/o e d:c—VO(l erf(\/m))

satisfa I’EDP per a tot ¢t > 0, la condicid inicial (en el sentit de ¢ — 07) i la de
frontera. Recordeu que erf(4o00) = 1.

(e) Calculeu, en funcid del temps, la forca tangencial per unitat de superficie que el
fluid fa sobre la placa.
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7. Sigui un sistema (p, V,T') i sigui una transformaci6 reversible del mateix sobre la corba
V = f(T). Sigui C/ la capacitat calorifica per a aquesta transformacio,

Cp = Jim <7

V=f(T)

o= (5), (&), ) ren

(b) Calculeu C'y per a un gas ideal (en termes de f'(7")).

(a) Demostreu que

(c) Seguint amb el gas ideal, calculeu C's per a les transformacions de la forma f(7") =
o', amb v > 0 constant, 1 interpreteu el resultat. Demostreu que en aquest cas
Cy = C,.

8. Sigui un gas ideal que descriu un cicle reversible en el pla (V, U), representat a la figura
segiient

U
A —
U, |--- B
c
U |---
DI _ |
| |
| |
| |
Vi Va

Vv

(a) Dibuixeu el cicle en els plans (V,T') i (V,p), i digueu, sense fer calculs explicits i
emprant sols el primer principi i el coneixement de com varia I’energia interna amb
la temperatura per a un gas ideal, en quins trams el sistema absorbeix calor i en
quins en dona.

(b) Calculeu el treball efectuat i la calor bescanviada a cadascun dels trams AB, BC,
CDiDA.
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(c) Demostreu que el rendiment, el quocient entre el treball net efectuat i la calor total
absorbida, €s

n:WA—>B+WC—>D: §(1y — 1) g_n_RlogE>()
Qasp+Qpsa  TE+To—Ty 7

Cy Vi
on 77, T sén les temperatures associades a Uy, Us.

(d) Demostreu que
T
<1l—-—
Ui T
(e) Malgrat que el cicle és reversible, té un rendiment inferior al dels cicles reversibles
entre dues fonts de temperatura 75 > 77. Com pot ser aixo?

9. Un gas ideal descriu en el pla (V,p) el cicle reversible A - B - C — D — A
representat a la figura segiient

a on les transformacions B — C'i D — A sén adiabatiques.

(a) (0.5 punts) Demostreu que, per a un gas ideal,

=C
7_1 Vo

1 que, a més, per al cicle considerat,

Tr Ta (Vi)'
Ts>Ty To>Tp 2=2A(-4 .
B As C D, TC’ TB <VB)
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(b) (1 punt) Calculeu el treball realitzat i la quantitat de calor bescanviada pel gas en
totes les branques del cicle, 1 expresseu els resultats en termes de les temperatures.

(¢) (0.5 punts) Demostreu que el rendiment del cicle

B treball net produit - Wasp+Wpao+Weosp+Wpia
n= calor agafada de I’ambient N Qan
val
1T —Tp
n= 1—- 3
7T — Ty

i demostreu que €s menor que la unitat.

(d) (1 punt) Calculeu les variacions d’entropia del gas AS4 _.g i ASc_,p, demostreu
que la seva suma és zero i expliqueu el resultat.

SoLuclio:

(a) La primera relacié que es demana és

nR nR nR nR
= = Cy = —Cy = Cy.
v—1 G _q1 - Cc,—c, VYV ar VY
Cvy

Com que Vi > V4 1 pg = pa, de I’equacid d ’estat es segueix que 1 > T'4. De la
mateixa manera, de pp < pciVp = Vg resultaTp < T¢.

La darrera relacié s’obté d’aplicar TV7~! a cadascuna de les abiabatiques, i de
VC = VD.

(b) Hom té, emprant 1’equaci6 d’estat per expressar el productes pV' en termes de la
temperatura i la relacié nR/(y — 1) = Cy,

Waspg = pa(Veg—Va) =nR(Ts —Ta),
psVe —pcVe  nR

W, = Tp —TC)=Cy(Ts — T,
B—C ~—1 7_1( B ) v(Tp ),
Wesp = 0,
Vb — paAV, nR
Wp,a = DRIDZPATA_ (Tp —Ta) = Cy(Tp — Ta).
71 71
D’altra banda, emprant el primer principi i la forma de I’energia interna d’un gas

ideal,
Qasp = UB)—UA)+Wasp=Cy(Tpg —Ts) +nR(Tp — Ty)
Cp(Tp —Ty) > 0,
Qpsc = 0,
Qc-p U(D)—-U(C) = Cy(Tp — Te) <0,
Qpsa = 0.
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(c) Hom té

nR(TB — TA) + Cv(TB — TA) + Cv(TD — TC)

"= C,(Ts — Ta)
Cp(TB — TA) -+ C\/(TD — Tc) 1 lTC —Tp
Cp(Tp — Ty) YTp—Ta

Comque T >TpiTp > Ty, resultan < 1.

(d) Emprant I’expressi6 de 1’entropia i I’equacié d’estat d’un gas ideal,

Tg Vz Tg Ty
AS = (Cylog — Rlog — = Cy log — Rlog —
A—B vOgTA+n OgVA VOgTA‘f'n OgTA
Tg
= OplogT—A,
T
ASC_>D = C’Vlog—D.
Tc
Com que
Tp  Ta (Vi)'
Te T \Vp ’

T 1%
ASc.p = Cylog T—z + Cy(y—1)log V—;‘

TB VB TB TB
= —Cylog=Z —nRlog L = —Cylog =2 — nRlog -2
vlog 7o~ —nRlog 7 vlog 7o~ —nRlog 7

T

= —CplogT—A

Per tant AS4 .p + ASc_.p = 0, 1 aixo ha de ser aixi degut a que en un cicle no
hi ha variacié d’entropia, i les dues altres branques del cicle tenen AS = 0 per ser
adiabatiques.

10. Sigui un fluid visc6s Newtonia, amb flux homogeni (p(t, Z) = po) a la regié
D ={(z,y,2) € R |y € (0,a)}.

La frontera en y = 0 esta en rep0s, mentre que la corresponent a y = a es mou en la
direcci6 de I’eix x amb velocitat constant /. Suposem que no hi ha forces externes i que
el flux és estacionari i en direcci6 a I’eix de les x, amb

ﬁ(l‘, Y, Z) = (u(?/)a 0, 0)7

i que el camp de pressions és constant, p(t, Z) = po.
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(a) (0.5 punts) Dibuixeu un esquema de la regi6 i del camp de velocitats (tingueu en
compte les condicions de frontera). Demostreu que el camp de velocitats donat
correspon a un flux incompressible, i calculeu 1’operador @ - V.

(b) (1 punt) Escriviu I’equacié de Navier-Stokes, vegeu que les components y i 2 es
satisfan trivialment i, a partir de la component x, calculeu u(y), imposant que la
velocitat relativa sigui zero a les fronteres.

(¢) (0.5 punts) Calculeu la derivada del camp de velocitats, el tensor de deformacions i
la vorticitat del flux. Demostreu que la potencia dissipada per la viscositat per unitat
de volum val

SoLucio:

(a) El camp de velocitats €s, a tots els punts, parallel a I’eix de les z, i la seva magnitud
sols depen de y. Per les condicions de frontera d’un fluid viscoés, s’anullaen y = 0
1 ha de tenir valor U en y = a.

Hom té
Vi = duly)+8,0+8,0=0,
1 per tant el flux és incompressible, 1

i-V = w(y)0y + 00, + 00, = u(y)0,.

(b) L’equacié de Navier-Stokes per a flux homogeni, incompressible i1 estacionari esde-
vé
pott - Vil = —Vp + (02 + 92 + 0?)a.

Com que p = pg aixo és, emprant I’expressio per a 4 - v,
- 2 2 2\ =
poudyii = p(0; + 0, + 07)u.
Les components y i z son trivials, i la component z déna
0= pu’(y).

Per tant

i, imposant u(0) = 0, u(a) = U,



(c) La derivada del camp de velocitats €s

0 d(y) O 0 Ula 0
Vi=|0 0 0)J=1(0 0 0
0O 0 O 0 0 O
El tensor de deformacié és
1[0 U Ja 0
D= 5 U/CL 0 0 s
0 0 0
mentre que la part antisimetrica de Vi resulta
1 0 U/a 0
S = 5 —U/a 0 0],
0 0 0

d’on es pot llegir el camp de vorticitat & = (0,0, —U/a). Finalment, la poténcia
dissipada per viscositat per unitat de volum és

U?/a> 0 0
¢:2,uTr(DDT):gTr 0 U%a® 0| =p—.

11. Sigui un gas ideal que ocupa un volum Vj invariable, i que en I’estat inicial esta a tempera-
tura 7’4. El posem en contacte, mitjangant un resistor termic, amb una font de temperatura
Ts > T4, 1 deixem que s’escalfi fins assolir la temperatura 7.

(a) (1.5 punts) Calculeu el treball i la calor absorbida pel gas en aquest procés, la vari-
aci6 d’entropia del gas i la variacié d’entropia de la font.

(b) (0.5 punts) Demostreu que si z > 1 llavors
1
logz +—-—=1>0,
x

1 proveu que en el procés anterior I’entropia total de I’Univers (gas+font) augmenta.

(c) (1 punt) Suposeu que T5/2 > Ty, i que repetim el procés d’escalfar el gas des
de T4 a Ty posant-lo primer en contacte amb una font a temperatura T /2 fins
que assoleix 1’equilibri termic, 1 després amb la font a 7. Calculeu la variacid
d’entropia de I’Univers en aquest segon procediment, i demostreu que és menor que
la del primer procediment (podeu emprar els calculs anteriors fent les substitucions
adients).
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SoLuclio:

(a)

(b)

(©

Com que no hi ha variaci6 de volum, W,_,p = 0. La variaci6 d’energia interna és
AUa_p = Cy(Tp — T4) illavors, pel primer principi,

AQap =AUy =Cy(Tp —T4) > 0.

La variaci6 d’entropia del gas és

T

i la de la font, que cedeix a temperatura 7'z una quantitat de calor igual a la que
absorbeix el gas, és

T
ASA_>B = OV log—B > 0,
A

—AQanB Tp —Ta Ta
ASip = —————=-Cy——=Cy | =——-1| <O.
font T, s v\ 7,
Hom té que f(1) = 0ique f'(z) =+ — & > Operaxz > 1. Per tant f(z) > 0 per

ax > 1. La variaci6 d’entropia total de I’Univers és
Tp Ty Tp Ta
AStnivers = Cylog—+Cy | =——-1)=Cy |log—+——-1].
Univers VOgTA+ V<TB ) V(OgTA_'_TB )

Com que Tg/T4 > 1, es segueix que ASypivers > 0, tal com ha de ser per un procés
irreversible com el considerat.

La variacio total d’entropia del gas és la mateixa que en el primer cas, donat que els
estats inicial 1 final s6n els mateixos en els dos procediments,

T
ADS, p=ADS, p=Cylog T—B-
A

La font a temperatura 73 /2 experimenta una variacié d’entropia

TA QTA
A(Q)SfontaTBm - C\/ (m —_ ]_) = CV (T_B — 1) ,

mentre que la de la font a T’p sera ara
Tp/2 1
A(2)Sf0ntaTB = CV ( B/ - 1) = _50‘/

En total, en aquest segon procediment,

2T 1
A(Q)SUnivers = A(l)SA%B + Cy (T—A — 1) — 50‘/
B
TA TA 1
= AWg Cv(=2-1)+0Cy (=2 -2
A»p T 0y <TB ) + Cy (TB 2)
T 1
- A(I)SUnivelrs + CV <_A - 5) A 1 SUnlverS7
B
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jaque Ts/2 > Ty (aixd és necessari per a que la font a Tz /2 transfereixi calor al
gas). Es pot demostrar que si el procediment es divideix en /N passos amb fonts
uniformement distribuides entre 74 i Ty, en el limit N — oo hom té ASynivers = 0,
ja que llavors la transferencia de calor es realitza de manera reversible.

12. Sigui un flux d’un fluid viscos, sense forces externes 1 tal que el camp de pressions €s
constant i uniforme, p(t, ¥) = po.

(a) (1 punt) Emprant I’equaci6 de continuitat i la de balang de 1’energia térmica,
pDe= =N -7~ pV - i+,
demostreu que 1’entalpia per unitat de massa,

h:e—l—@,
P

satisfa .
pDih =~V -G+ ¢.

(b) (1 punt) Sigui W un volum estacionari a I’espai. Calculeu

d
S ond
at ).,

i interpreteu els 3 termes que s’ obtenen.

SoLuclio:

(a) Com que p(t,Z) = po hom té D;p = 0 i, emprant I’equacié de continuitat en la

=

forma Dyp+p V-1 =0,

Dth = DtE — i—thp

(b) Emprant el teorema de Gauss hom té immediatament

/thth:—/ c7~ﬁdA+/ ¢ dV.
w ow w

La integral del membre de 1’esquerra és

/thth = /p(ath+(ﬁﬁ)h) dv
- /W(at(ph)—hatﬁﬁ-(pha)—hﬁ-(pﬁ)) dv.

157



El segon i quart termes de la integral del terme de la dreta es cancellen degut a
I’equaci6 de continuitat, i com que

/ du(ph)dv = & / ph v,
W dt Jyw

resulta finalment, emprant de nou el teorema de Gauss,

d
< pth:—/ phﬁ-ﬁdA—/ q*-ﬁdAJr/ 6dv,
dt Jw ow oW W

que indica que la variacié de I’entalpia continguda en un volum fix de fluid és deguda
a I’entalpia transportada pel flux a través de la frontera del volum, al flux de calor
per la frontera i a la poténcia dissipada per la viscositat en el volum.

13. La figura segiient representa un cicle recorregut de manera reversible per un gas ideal.

Vv

La transformacié 1 — 2 és a pressio constant, 2 — 3 és volum constant, 1 3 — 1 és una
expansio adiabatica.

(a) (1 punt) Calculeu el treball W realitzat, la quantitat de calor (), > 0 absorbida i

la quantitat de calor (); > 0 cedida pel gas en un cicle, i demostreu que 1’eficiencia
termica del cicle és

y
W Vs T
=0, e

P2

(b) (1 punt) Considereu la transformaci6 a volum constant 2 — 3. Calculeu la va-

riacié d’entropia del gas ideal i, de manera independent, la variacié d’entropia de
I’ambient, i verifiqueu que la variacié d’entropia total és nulla.
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14. Una substancia (p, V,T) té, pera V' > V|, una energia interna donada per

TV

T pr—
UTV) = by

, V>0,

amb b > 0 constant.

(a) (0.5 punts) Calculeu el treball realitzat pel sistema si experimenta una transformacio
adiabatica entre (77, V1) i (Ty, V2), Vi, Vo > Vi

(b) (0.5 punts) Calculeu la quantitat de calor absorbida pel sistema si experimenta un
canvi de temperatura AT a volum constant V' = oV, a > 1.

15. (Flux de Couette cilindric) Considereu un sistema de coordenades cilindriques (r, 6, ).
El camp de velocitats del fluid s’expressa com @ = w2, + ugly + u,2,, ON 2., 15 i 2, SON
vectors unitaris en les respectives direccions, i canvien al canviar el punt (a diferéncia de
les coordenades cartesianes), tal com mostra, per a z constant, la figura segiient:

L’equaci6 de Navier-Stokes per a un flux incompressible, amb p constant, i sense forces
externes €s, per a cada component,

o, . = u? 10p  u(_, u, 2 Oug
or T V= = _;E+E(V“’“"ﬁ_ﬁ%)’
Oug _— Upllp 10p u 9 uy 2 Ou,
gt T Vue+ YT Vi =5 530 )
ou, . = _ 10p
ot (@ V)u, = p Oz * pv v
on
T 6 = 24_ 134_ ﬁ
" = Uy T 90 T ey

10 .8 18 &
ror  0Or?2 12002 022
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S 10(ru,) N 1 dug N Guz'
r or r 00 0z
Els termes extra que apareixen a I’esquerra de les dues primeres equacions de Navier-
Stokes son deguts a efectes no inercials (forga centripeta i de Coriolis) provocats per la
utilitzacié d’un sistema de coordenades que gira al canviar el punt.

Considereu ara un flux estacionari d’un fluid viscés, amb p i p constants, entre dos cilin-
dres coaxials de radis respectius R; i Ry, 0 < R; < R, amb eix al llarg de la direccid
z. Els cilindres giren amb velocitats angulars €2, i {2y, respectivament. Suposeu que, en
coordenades cilindriques, el camp de velocitats del flux té components u, = 0, ug = f(r)
iu, = 0, 1que la pressié no depen de 6.

(a) (0.5 punts) Dibuixeu esquematicament les linies de corrent i digueu quines son les
condicions de frontera que ha de satisfer el flux (tingueu en compte que uy €s una
velocitat lineal, no angular). Demostreu que el flux €s incompressible.

(b) (1 punt) Demostreu que f(r) satisfa I’equacié
1 1
f 1=t
r r

ique fi(r) =ri fo(r) = L en sén solucions, i calculeu-ne la solucié general.

(¢) (0.5 punts) Demostreu que p no depen de z, i calculeu la dependeéncia de p en 7.
Indicacio: no heu de calcular les constants que s’obtenen d’imposar les condicions
de frontera.
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