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Presentacio

Aquestes notes recullen el material sobre mecanica quantica per a 1’assignatura Models Ma-
tematics de la Fisica del Grau en Matematiques de la Facultat de Matematiques i1 Estadistica de
la UPC. S’inclou també la colleccié de problemes de cada tema.

Bona part del material que exposarem es pot trobar de forma més detallada en els dos pri-
mers capitols de [4] i en el primer de [5]. Les obres de referencia per a computacié quantica,
com ara [7] i [1]], contenen també exposicions introductories que poden ser molt ttils pel que
fa als aspectes conceptuals. Podeu consultar també la collleccié de problemes de computacid
quantica de [6]. Per al curs 2023 hem incorporat una secci6 dedicada als estats barreja, 1 per al
2024 una discussio de I’experiment de Elitzur-Vaidman.

Versi6 de 19 de gener de 2024.

v



Referencies

[1] Scott Aaronson. Quantum Computing since Democritus. Cambridge University Press,
2013.

[2] Rafael de la Madrid. The role of the rigged Hilbert space in quantum mechanics. European
Journal of Physics, 26(2):287-312, feb 2005, https://arxiv.org/quant-ph/0502053.

[3] Avshalom C. Elitzur and Lev Vaidman. Quantum mechanical interaction-free measu-
rements. Foundations of Physics, 23(7):987-997, July 1993, https://arxiv.org/abs/hep-
th/9305002v2.

[4] Alberto Galindo and Pedro Pascual. Quantum Mechanics I. Springer, Berlin, Heidelberg,
1990.

[5] Lluis Garrido and Josep M. Pons. Mecanica Quantica (ebook). Edicions de la Universitat
de Barcelona, Barcelona, 2006, http://www.edicions.ub.edu/ficha.aspx?cod=06656.

[6] S.T. Gil, B. Escuer, and P.A. Massignan. Quantum Computing: Problems and Exercises.
UPCGrau: Enginyeries de la telecomunicacid. Iniciativa Digital Politecnica, Oficina de
Publicacions Academiques Digitals de la UPC, 2020.

[7] Michael A. Nielsen and Isaac L. Chuang. Quantum Computation and Quantum Information
(10th Anniversary edition). Cambridge University Press, 2016.



Algunes constants i factors de conversio

Per fer els problemes podeu utilitzar aquests valors, encara que es coneixen amb molta més
precissié

h = 6.6261 x 10734 J s.

h =1.0546 x 10734 Js.

c=2.9979 x 10®°ms1.

kg = 1.3806 x 10723 JK~ 1.

Carrega de I’electré: e = 1.6022 x 1071 C.

Constant dielectrica del buit: ¢, = 8.8542 x 1072 Fm™".
Massa de Uelectré: m, = 9.1094 x 1073 kg = 0.5110 MeV /c?.
leV =1.6022 x 10719 ],

Integrals Gaussianes

Sia,be CiRe(a) >0,

too o b2
/ et dy = /rae %7,

[e.9]

-l-oo_ﬁ2 a
e« xtdr = §7ra.

e}

'De fet, ¢, kg, h, e i el nombre d’ Avogadro estan ara definits com a valors exactes, dels quals s’en deriven les
definicions de les unitats de mesura; consulteu https://publicacions.iec.cat/repository/pdf/
00000317/00000100.pdf
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1 Introduccié historica i conceptual

1.1 Breu viatge per la fisica teorica

La historia de la fisica €s un seguit de sintesis. Repassarem breument la part que afecta a la
descripcié fonamental de la natura, €s a dir, els seus constituents i interaccions, i veurem que la
mecanica quantica hi juga el paper central.

En acabar el segle XIX, la fisica havia experimentat tres grans processos de sintesi, que
havien donat lloc a

e [a mecanica classica (MC) (finals segle XVII): partint del treball i observacions de Gali-
leu 1 Copernic, Newton va formular i unificar en un unic formalisme les lleis del moviment
dels cossos terrestres i celestes, 1 va donar la descripci6 de la interacci6 gravitatoria. La
mecanica classica va ser reformulada i estesa al llarg dels segles XVIII 1 XIX per Laplace,
Lagrange, Euler i Hamilton, entre molts altres.

e [’clectromagnetisme (EM) (finals del segle XIX): recollint el treball experimental 1 teoric
previ, Maxwell va formular les seves equacions, que descrivien de manera unificada 1’e-
lectricitat 1 el magnetisme, 1 predeien 1’existéncia d’ones electromagnetiques, el que va
permetre unificar també I’Optica en aquesta formulacid. A més, les equacions de Maxwell
contenien implicitament la relativitat especial.

e Latermodinamica (segles X VIII 1 XIX): partint d’un marc molt diferent als dos anteriors,
I’estudi del calor i el treball que es podia generar a partir d’ell va portar a la formulaci6 del
primer principi, la conservacio de 1’energia, i després, gracies principalment a Clausius i
Kelvin, a la del segon principi, amb la introduccié de I’entropia. Aquests resultats, que fan
refereéncia a variables macroscopiques, van rebre, a finals del segle XIX, una formulacié
microscopica gracies a Boltzmann 1 la seva mecanica estadistica. Ja en el segle XX, la
termodinamica es va estendre a fenoOmens fora de I’equilibri i a fenomens de transport.

Encara que aquests tres camps no eren tota la fisica en aquell moment (per exemple, la
mecanica de fluids utilitza conceptes de mecanica classica i de termodinamica), si que eren els
eixos conceptuals sobre els que reposava tota la resta.

A comencaments del segle XX la fisica va patir dues sacsejades:

e D’una banda, Einstein (1905), a partir de treballs de Voigt, Lorentz, Poincaré i altres,
va formular la relativitat especial (RE), que suposava una revolucié en els conceptes de
I’espai i el temps. La RE canviava les transformacions de Galileu de la mecanica classica
per proposar les transformacions de Lorentz, compatibles amb I’EM. Uns anys despres
(1916), el mateix Einstein va fer compatible la RE amb la gravetat, formulant la relativitat
general (RG).

e Planck (1900) va introduir una nova constant de la natura, la constant de Planck h, per
explicar la radiacidé de cos negre. Al llarg dels segiients 30 anys aix0 va donar lloc



a la mecanica quantica (MQ), fonamentalment de la ma de Heisenberg, Born, Dirac,
Schrodinger 1 altres, que va suposar un canvi radical en la descripcié de I'univers que
donaven la mecanica classica i I’electromagnetisme a finals del segle XIX.

El canvi conceptual que suposa la mecanica quantica és molt més accentuat que el cor-
responent a qualsevol teoria o formulacié anterior de la fisica, incloent-hi la RE o la RG. Per
exemple, les particules deixen de tenir trajectories a I’espai-temps i passen a tenir estats que,
en general, no corresponen a posicions o velocitats concretes. El concepte de mesura de I’estat
d’un sistema també canvia i, vist des del punt de vista de la mecanica classica, dona lloc a tota
una serie de situacions que no es poden entendre amb el vell paradigma classic. El mon de la
MC es pot entendre com un limit de la MQ, la teoria exacta, quan A~ — 0 o, alternativament,
quan considerem transicions que tenen una accié (en el sentit de la MC) molt més gran que h.

A partir dels anys 30 del segle XX la mecanica quantica va anar penetrant tota la fisica de
particules:

e ’estudi de la interacci6 entre la radiaci6 electromagnetica i la materia va portar a la quan-
titzaci6 del camp electromagnetic, que va culminar a finals de la decada dels 40 amb la
formulaci6 de I’electrodinamica quantica (QED), amb el treball de Feynman, Schwinger
i Tomonaga.

e I’extensid del marc de la MQ a la mecanica estadistica va portar a la classificacié de les
particules elementals en bosons i fermions, amb el treball de Bose, Fermi i Pauli, i dels
mateixos Einstein i Dirac.

e I’estudi de les interaccions nuclears, a més de revelar I’existéncia de nombroses particules
elementals, va portar a descobrir les interaccions febles i les interaccions fortes, partint
de les formulacions inicials de Yukawa i Fermi 1 acabant amb 1’establiment del model
estandard de la fisica que, a més d’aquestes, incorpora també la QED, gracies als tre-
balls de Weinberg, Gell-Mann i molts altres. L’ objecte central del model estandard sén les
teories quantiques de camps, que permeten, per exemple, descriure la creacid de particules
a partir d’altres via la interaccio entre elles. Aixi, per exemple, la QED és capag d’ex-
plicar com un electrd i un positré poden anihilar-se mituament per donar lloc a un foto,
1 de descriure de manera precisa com és la distribucié dels fotons que resulten d’aquests
processos.

El model estandard inclou les interaccions electromagnetica, nuclear feble i nuclear forta,
pero no la gravetat, que t€ problemes per ser tractada com una teoria quantica de camps. Des
dels anys 80 s’han intentat diverses vies per quantitzar la gravetat, sent la teoria de cordes (string
theory) la que ha tingut més resultats, ja que, a més, tracta les quatre interaccions en el mateix
formalisme.

A més de constituir el marc per a la descripcié fonamental de la natura, la mecanica quantica
€s també el fonament d’altres arees més aplicades, com ara la fisica nuclear, la quimica mole-
cular, la teoria de metalls i semiconductors o la nanotecnologia. En les darreres decades, amb el
descobriment d’algorismes quantics, promet també revolucionar certes arees de la computacio.
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1.2 Els fonaments experimentals de la fisica quantica

Descriurem aqui alguns dels fets experimentals descoberts en el periode 1900-1923 que van
portar finalment a la formulacié de la mecanica quantica en els anys 1925-1930.

1.2.1 La radiaci6 de cos negre

Un cos negre és un objecte ideal definit com aquell que absorbeix tota la radiacié electro-
magnetica que incideix sobre ell. El cos negre també emet radiacié electromagnetica, anome-
nada radiacio de cos negre (un cos negre no té res a veure amb un forat negre, que és un objecte
gravitatori).

Hi ha molts objectes que s6n aproximadament cossos negres, i alguns materials recents
basats en tecnologia de nanotubs de carbd ho sén en molt bona aproximacio, pero a finals del
segle XIX la millor realitzacié que s’en tenia era mitjangant cavitats aillades amb un forat de
petites dimensions comparades amb la cavitat. Qualsevol ona electromagnetica que hi entri es
reflectira multiples vegades en les parets interiors fins assolir 1’equilibri termodinamic amb la
cavitat. La radiaci6 electromagnetica que surt pel forat té una distribuci6 en freqiiencia que sols
depen de la temperatura absoluta de la cavitat.

Wien (1886) va deduir, emprant raonaments termodinamics i estadistics majoritariament
incorrectes, que la densitat d’energia per unitat de volum i de freqiiencia era

uw (v, T) = ae /T,
amb «, [ determinades experimentalment. Aquesta relacid estava d’acord amb els resultats
experimentals per a freqiiencies prou altes, pero no és gaire bona a freqiiencies baixes.

Rayleigh (1900) i Jeans (1905) emprant raonaments electromagnetics i estadistics classicament
correctes, van deduir que
8nv’kgT

o3
amb c la velocitat de la llum i k5 la constant de Boltzmann. Aixo explica molt acuradament
els resultats experimentals a baixes freqiliencies, pero a freqiiencies altes no tant sols es separa
radicalment dels experiments, sind que, a més, prediu una densitat total d’energia per unitat de
volum

URJ(Va T) = )

ur —/ vry(v,T) dv = oo
0

que no té cap sentit 1 es coneix com a catastrofe ultraviolada (per la fallida en la part de I’es-
pectre d’alta freqiiencia).

A finals de 1900, Planck, emprant arguments termodinamics i hipotesis afegides sense cap
justificaci6 classica, va arribar a

82 hv/(kgT) 8th 1

kBTehu/(kBT) 1 - 3 v ehw/(kgT) _ 1°

uP(”? T) = C3
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Figura 1: Les tres expressions de la densitat d’energia.
Font: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mplwp_blackbody_nu_planck-wien-rj_5800K.svg

on h és la constant de Planck. Aquesta expressié coincideix amb els resultats experimentals
a totes les freqiiencies, i1 t€ com a limits a altes i baixes freqiiencies els resultats de Wien i
Rayleigh-Jeans (Figura[I).

La hipotesi fonamental de Planck va ser que el cos negre bescanviava energia amb la radiacio
electromagnetica en paquets discrets de valor

E=nhv, néeN.

Aquesta suposicié no es pot obtenir de la teoria classica de I’electromagnetisme, ja que una
ona electromagnetica té densitat d’energia proporcional als quadrats de I’amplitud del camp
electromagnétic (~ |E|? + | B)?).

1.2.2 L’efecte fotoelectric

Hertz (1887) i altres van comprovar experimentalment 1’efecte fotoelectric: quan s’illumina
una placa metallica amb radiaci6 electromagnetica el metall emet electrons. A més,

e ¢l nombre d’electrons emesos €s proporcional a la intensitat de la radiaci6 incident.

e per a cada metall existeix una freqiiencia llindar 1/, tal que si la radiacio6 és de freqiliencia
inferior no es produeix I’efecte.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Mplwp_blackbody_nu_planck-wien-rj_5800K.svg

e I’energia cingtica maxima dels electrons emesos €s proporcional a v — vy, amb v la
freqiiencia de la radiaci6 incident.

e no hi ha retard mesurable entre la incidéncia i I’emissio.

El segon i tercer punts son incompatibles amb els models classics de la radiaci6 elec-
tromagnetica, ja que classicament €s I’amplitud de les ones electromagnetiques, i no la seva
freqiiencia, el que determina la seva energia.

Einstein (1905) va proposar una explicacié que anava més enlla de la hipotesi de Planck:
mentre que aquest havia suposat que el bescanvi d’energia entre el camp electromagnetic i el
cos negre es produia en forma de paquets discrets, Einstein va proposar que el propi camp elec-
tromagnetic estava format per particules d’energia hv. L’efecte fotoelectric es produeix llavors
quan una particula del camp electromagnetic té prou energia com per fer saltar els electrons que
estan menys lligats al metall. Si aquests electrons necessiten energia 1/, (anomenada funci6 de
treball del metall), llavors no hi ha efecte fotoelectric si hv < W, i I’energia cinetica maxima
dels electrons emesos és hv — W,. Aquesta era una idea revolucionaria, ja que el model de
la llum com a ona havia estat reafirmat experimentalment al llarg dels segles XVIII 1 XIX, i
havia rebut una solida base teorica amb les equacions de Maxwell. La idea de Einstein va ser
majoritariament ignorada durant més d’una decada, fins que nous resultats experimentals la van
recuperar.

1.2.3 L’efecte Compton i la dualitat ona-particula

Compton (1923) va portar a terme experiments molt precisos de la interaccid entre ones elec-
tromagnetiques de freqiiencia molt alta (rajos gamma o X) i electrons lliures. Els resultats
d’aquests experiments sols van poder ser explicats suposant que realment les ones electro-
magnetiques es comportaven com a particules d’energia £ = hv, tal com havia suposat Ein-
stein, 1 a més quantitat de moviment

v a=¢v h

c A
i aplicant llavors les regles classiques de collisié entre particules.
De les relacions anteriors es dedueix que £ = pc, 1 tenint en compte la relacio relativista
E = \/p*c? + mic* es veu llavors que les particules del camp electromagnétic, que després
serien anomenades fotons, havien de tenir massa en repos nulla.
El 1924 de Broglie va anar més enlla i, invertint la relacié p = %, va proposar que qualsevol
particula tenia associada una longitud d’ona

A:

IS aS

Aixo0 va ser ’origen de les idees sobre la funcié d’ona que van portar finalment a I’equacio de
Schrodinger.



Tres anys més tard, el 1927, la idea de que tota particula podia pensar-se com una ona
de longitud d’ona donada per la formula de de Broglie va ser confirmada experimentalment
mitjancant experiments de difraccié d’electrons que mostraven que aquests tenien un compor-
tament com a ones. Aixo, juntament amb la formulacié corpuscular de la llum, va donar lloc
al que es coneix com a dualitat ona-particula: tant el camp electromagnetic com les particules
elementals es comporten com a ones o com a particules, depenent del tipus d’experiment. Val
a dir, pero, que aquest plantejament va ser superat per la formulacié moderna de la mecanica
quantica a partir de 1925.

1.2.4 D’espectre atomic i les regles de Bohr-Sommerfeld

El 1911 Rutherford va proposar un model atomic que proporcionava una imatge planetaria de
I’atom, amb la for¢a electromagnetica jugant el paper de la gravitatoria. Segons la mecanica
classica i I’electromagnetisme, pero, un electré donant voltes amb periode al voltant del nucli
hauria d’emetre ones electromagnetiques, perdent energia i caient al nucli en temps de I’ordre
de 1 x 10710,

Experimentalment, pero, s’observa que els electrons no cauen al nucli i que la radiaci6
electromagnetica emesa pels atoms té freqiiencies discretes ben definides (espectre atomic).
Per a I’hidrogen, aquestes venen donades per

c 1 R R
Vm,n:/\m’n, )\mn:ﬁ—ﬁ, m>n=1,2,3,..., (D)

)

on R = 1.0968 x 10" m~" és la constant de Rydberg.
El 1913 Bohr va donar un model per explicar aixo:

e un atom té un conjunt discret d’estats estacionaris, amb energies E1, Fs, . . ..

e |’emissid i absorcié d’energia electromagnetica per part d’un atom no té lloc de manera
continua, tal com demana I’electromagnetisme classic, sin6 sols quan I’atom passa d’un
estat a un altre.

e al passar d’un estat ¢ estacionari a un altre 7, ’atom emet o absorbeix energia en forma
de radiacio electromagnetica de freqiiencia v;; tal que

hl/ij = |Ez — E]|
e un electrd en un estat estacionari descriu una Orbita circular segons la mecanica classica,

pero aquesta no es pot utilitzar per explicar les transicions.

e les orbites estacionaries venen determinades per la condicié que el moment angular sigui
un miltiple de i = h/(2m).



El model de Bohr, en I’esperit de Planck, diu de quina manera la materia, en aquest cas
I’atom, bescanvia energia amb el camp electromagnetic, perd no diu res sobre el propi camp
electromagnetic, pel qual manté una descripcid continua.

Hom pot demostrar que, en el marc de la mecanica classica, 1’energia total £ del sistema
electré-proto esta relacionada amb el seu moment angular L mitjangant

1 1 et
F=————-u—
2 (4meg)?" L2
on Fe és la carrega de I’electré-prot6, . €s la massa reduida del sistema, jo = m.m,,/(m. +m,)
1 €y és la constant dielectrica del buit. Imposant ara la condicié de quantitzacié del moment

angular,

L=nh,n=12,... (2)
s’obtenen les energies dels estats estacionaris
1 1
E,=—p*c*—=, n=1,2,..., (3)
2 n?
on
1 e?

a= 4meq he
€s la constant d’estructura fina, que €s una quantitat sense dimensions que val aproximadament
1/137. Emprant la resta de suposicions del model de Bohr és llavors possible expressar la
constant de Rydberg en termes de constants fonamentals de la natura.
Sommerfeld, Wilson i Ishiwara (SWI, 1915-1916) van estendre les regles de Bohr a sistemes
classics més complicats perd completament integrables. A partir de les coordenades canoniques
¢i» p; d’aquests sistemes es poden definir unes variables d’accio

J; = j{ pidg; (sense suma sobre 7)

on l’integral €s sobre una trajectoria periodica. Les regles de quantitzacié SWI estableixen
llavors que J; ha d’estar quantitzat en la forma

Ji = nih,

amb n; un enter. Per exemple, per a una orbita circular la coordenada generalitzada és 1’angle
6, i el moment corresponent és el moment angular L. que si la velocitat angular és constant és
també ell constant. tenim llavors

2 2w
/ Ldh = L/ d6 = 2rL,
0 0

i, igualant aixo a nh s’obté la regla de quantitzacié de Bohr per al moment angular d’una orbita
circular de I’electro.

Aquestes regles, juntament amb la introducci6 del spin, va permetre explicar els resultats
experimentals de una bona quantitat de sistemes atomics 1 moleculars durant els primers anys
de la decada de 1920, pero les esquerdes de I’edifici de la mecanica classica eren evidents per a
tothom.



1.2.5 El naixement de la mecanica quantica

Els experiments del primer quart del segle XX que hem comentat van portar a la necessitat de
refer I’edifici de la fisica basat en la mecanica classica (amb la relativitat inclosa). Els primers
intents, formulats en el periode 1910-1923, basats en regles de quantitzaci6 de 1’energia o del
moment angular superposades a conceptes classics com ara les trajectories, havien portat a un
edifici conceptual insatisfactori i sense cohereéncia interna.

Entre 19251 1927 Heisenberg, juntament amb Born i Jordan, van proposar una teoria, que es
va anomenar mecanica de matrius, que deixava de banda la segona llei de Newton i reformulava
el propi concepte d’estat 1 de mesura d’un sistema fisic. De forma independent, Schrodinger,
partint de les idees de de Broglie sobre les ones de materia, va proposar el que es coneix com
equacio6 de Schrodinger, 1 va demostrar que la seva formulaci6 era equivalent a la mecanica de
matrius. La nova teoria es va aplicar a I’atom d’hidrogen i a altres atoms i molecules, i va donar
resultats que coincidien amb els experimentals i que no es podien explicar amb les regles de
quantitzacié de Bohr i Sommerfeld.

Poc despres Dirac va comencgar a proposar versions relativistes de la mecanica quantica, 1
aixo va portar, en un interval de 40 anys, a les teories quantiques de camps que formen el nucli
de la nostra descripcié de la natura.

Les implicacions conceptuals de la mecanica quantica van ser desenvolupades durant els
anys segiients principalment per Heisenberg, Born i Jordan (interpretacié de Copenhague),
amb Einstein jugant un paper en contra d’algunes d’aquestes idees. A principis de la decada
de 1930 von Neumann va completar i formular rigorosament alguns aspectes matematics 1 va
deixar els fonaments de la mecanica quantica essencialment com els coneixem ara, amb algunes
aportacions posteriors de Gelfand i altres.

Problemes

1. Calculeu el maxim de la densitat d’energia d’un cos negre respecte de la freqiiencia, per
al' fixada.

2. Calculeu la funci6 que dona la densitat d’energia d’un cos negre en termes de la longitud
d’ona, 1 determineu el seu maxim per a 7" donada. Calculeu la longitud d’ona correspo-
nent al maxim per a un cos negre a 7" = 5800 K.

3. Calculeu I’energia més probable d’un fot6 provinent de la superficie solar (7' = 5800 K).

4. Calculeu la densitat total d’energia d’un cos negre a temperatura 7'. Podeu utilitzar que

5. Calculeu les aproximacions de la llei de Planck per a



h h
% < E (Rayleigh-Jeans), % > E (Wien).

6. La funci6 de treball de I’efecte fotoelectric per al niobi (Nb) és Wy = 4.3 eV.

(a) Calculeu la maxima energia cinetica dels electrons emesos quan el niobi és illuminat
amb fotons de longitud d’ona A = 200 nm.

(b) Quina és la freqiiencia llindar del niobi?

(c) Que passa quan llum blava (A ~ 480 nm) incideix sobre niobi?
7. Calculeu la longitud d’ona associada a una pilota de futbol (m = 0.4 kg, v = 80kmh™1).

8. Demostreu, emprant arguments de mecanica classica, que 1’energia total £ d’un electro
girant al voltant d’un proté sota I’efecte del camp electric d’aquest esta relacionada amb
el moment angular L de I’electré mitjangant

1 1 et

2 (4#60)2m6ﬁ’

on m, és la massa de I’electr6 1 FFe €s la carrega de ’electrd i del protd, respectivament,
suposant que el proto esta quiet. En realitat, el prot6 no esta quiet i en aquesta expressiod
s’ha d’utilitzar la massa reduida p del sistema de dos cossos, donada en termes de les
dues masses per

MMy,

B=——"—"—~M
Me + My,

jaque m, =~ 2000 m,.
9. Demostreu que la constant d’estructura fina és una magnitud sense dimensions.

10. Expresseu la constant de Rydberg en termes de constants fonamentals.



2 Mecanica quantica I: la funcio d’ona

Veurem primer una versio simplificada de la mecanica quantica, i en el tema segilient presenta-
rem un desenvolupament més complet.

2.1 Regles de la mecanica quantica en una dimensié d’espai

Considerarem operadors diferencials A i valors i vectors propis a i u,(z)
Aug(x) = aug (). 4)

Encara que x € R, tots els objectes seran, en general, complexos. Si {2 C R, el producte escalar
de dues funcions de Ly(£2,C) és

(0.0) = [ (@)o(o) dr s
Aquest producte escalar satisfa

(,0) = (o, 0)", (¥,¢) =0, (6)
i, en particular,
(M, 0) =X, ¢), AeC.
L’adjunt Al de I’operador A és tal que
(v, Ap) = (AT, ) (7
per a tot ¢ € Dom(A), ¥ € Dom(A"), que poden ser dominis diferents. Un operador A és
autoadjunt si

(A, ¢) = (¥, Ag) (8)
per a tot 1, ngDom( 1) C Ly(Q,C).
Per exemple, si Q@ = [0, L], L > 01 ’operador és (h és la constant de Planck reduida,

h=h/(2r))
P = —ihd,,
amb domini
Dom(P) = {¢ € Ly(Q,C) | Pp € Ly(,C), ¢(L) = —¢(0)},
llavors

0. Po) = [ (=ihef)do = =inwoly +in [ (070 da
= —ih( (L)L) = 0" () + [ (if') oo

iR (e (0))(—6(0)) — $7(0)6(0)) + / (Py) oz
= (Py, ¢),

10



i per tant P és autoadjunt. Les condicions de frontera sén fonamentals per fer desaparixer els
termes que venen de la integracid per parts 1 obtenir el resultat desitjat.

En aquest formalisme, les regles per descriure la mecanica quantica d’una particula puntual
1 sense graus de llibertat extra son les segiients.

Regla 1 - Funci6 d’ona. L’estat d’una particula puntual en un instant de temps fixat ve donat
per una funcié complexa de variable real, la funcié d’ona ¥ € Ly(R, C), normalitzada

Jip = [ P =1

La interpretacié de la funcié d’ona €s probabilistica: la probabilitat de trobar la particula
en una regio de 1’espai ve donada per la funci6 de densitat

fx(x) = [T (2)".

Regla 2 - Superposicio. Dos estats donats per ¥, i ¥, es poden superposar per donar un altre

estat,
U = Oé‘yl + B\DQ,

amb «, 5 € Citals que ||V]| = 1.
Regla 3 - Observables. Qualsevol quantitat fisica que es vulgui mesurar, que anomenarem ob-

servable, es representa mitjangant un operador diferencial lineal autoadjunt que actua
sobre les funcions d’ona.

Regla 4 - Mesures. L’unic possible resultat de mesurar un observable A és un dels valors pro-
pis del corresponent operador A. El resultat de la mesura és aleatori i la probabilitat de
que s’obtingui el valor propi a, corresponent al vector propi u, quan es mesura A en
I’estat U és

P(A=a,; V) = W}nP

on v, és el coeficient de I’expansi6 de Fourier de la funci6 d’ona ¥ en la base ortonormal
Un,s
U(z) = tnttn(x),
nel

on / descriu el conjunt de valors propis d’A, I’espectre d’A,
O'(A) = {an}nela

1 els coeficients 1, s6n
Un = (U, V).

Si al mesurar A s’obté el valor propi a,, I’estat del sistema passa a estar descrit per la
funci6 d’ona u,, corresponent al valor propi a,,. Aixo s’anomena collapse de la funcio
d’ona.

11



Regla 5 - Equacioé de Schrodinger. La funcié d’ona evoluciona en el temps i escriurem, de
fet, U(¢, x) on, per a cada ¢, tenim una funcié d’ona normalitzada. El canvi de la funcié
d’ona en el temps ve donat per I’equacié de Schrodinger,

\\/ N
in ) gt D _ futa), h—

on H és I’operador autoadjunt associat a I’observable energia, anomenat operador Hamil-
tonia. Per a una particula de massa m en un potencial V' (x) hom té

on X 1 P son els operadors associats als observables posicid i quantitat de moviment.

Comentaris sobre les regles

Les regles que hem exposat requereixen alguns comentaris 1 aclariments.

1. Historicament, la primera interpretaci6 de la funcié d’ona va ser que descrivia la particula
com un ens distribuit en I’espai. La interpretacié correcta és deguda a Born, juntament
amb Heisenberg i1 Jordan, en diversos articles publicats durant la segona meitat de la
decada de 1920 que van establir les bases de la mecanica quantica.

2. Si tenim dues funcions d’ona W™ () i ¥?)(z) tals que
T (z) = 0 (z), aeR,

tindrem que || ||2 = ||T?)]|2 i, a més, els coeficients de la seva expansid en termes de
funcions propies de qualsevol operador també satisfaran

) = e yP Vnel,
1 per tant
[P =[P vnel

Com que tot el coneixement de 1’estat esta contingut en aquests valors, considerarem que
dues funcions d’ona relacionades per un nombre complex de modul 1, també anomenats
fases, corresponen al mateix estat. Per tant els estats son, de fet, classes d’equivaléncia
segons aquesta relacio.

3. Els valors propis a,, 1 vectors propis u,, n € I, d’un operador autoadjunt A tenen les
propietats segiients:

(a) Els valors propis son reals. Donat que els resultats de les mesures son aquests valors
propis, aixo és essencial.

12



(b) Vectors propis corresponents a valors propis diferents sén ortogonals. Si u,, 1 u,
son vectors propis amb valors propis a,, # a, llavors

(U, Up) = /Oo uy (2)un(z) dx = b,

[e.e]
on hem suposat a més que els vectors propis estan normalitzats. A més, si no diem
el contrari, suposem que 1’espectre és tal que es pot indexar amb [ C N.

(c) Els vectors propis formen un conjunt complet. Qualsevol funcié del domini de
I’operador es pot posar en serie de Fourier dels vectors propis:

\I’(LL’) = Z %Un(ﬂ?),

~

per a tota ¢ € Dom(L), amb

o0

Pn = (Un, Y) = / uy ()W () de.

(d) Hom té que
(T, ®) =) " ¢rnon,
nel
i, en particular, la identitat de Parseval
1P = el
nel
Aix0 fa que la interpretacid probabilistica de la Regla 4 sigui consistent:
ZP(A =a,;¥)=1.
nel

4. Segons la interpretacio probabilistica de la regla 4, els valors d’un observable A correspo-
nents a una funcié d’ona W estan distribuits segons una variable aleatoria amb una funci6
de densitat que pren valors P(A = a,; ¥) = |1,,|%. El valor esperat d’ A en I’estat donat
per ¥ sera per tant

(Ayg =D anlnl? = antiithn = an(y, ©)",

nel nel nel
nel nel nel
= (U, Aupth) = (U, 4 " unthy)
nel nel
— (U, AU). 9)

El valor esperat és manifestament real per construccid, i la forma final també ho és degut
a que A és autoadjunt.
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5. L’evolucié de la funcié d’ona per I’equacié de Schrodinger en manté la normalitzacid
(vegeu el problema |13)).

6. Les regles donades s6n incompletes degut a que no diuen com construir els operadors
autoadjunts corresponents als observables. En el context simplificat que estem presentant,
els observables essencials son la posicié X i la quantitat de moviment P, amb operadors
associats X i P que actuen sobre les funcions d’ona segons

XU(z) = 20(z), (10)
R 0
PU(x) = —1h%\11(a:). (11)

Aquests operadors no commuten,

(X, P]U(z) = (XP — PX)U(z) = X(—ihV'(z)) — (—ihd,(z T (x)))
= —iha¥V'(z) + ih(V(z) + 2V’ (2)) = ih¥(z),
és a dir,
(X, P] = ih. (12)

El commutador dels operadors quantics es pot obtenir a partir del paréntesi de Poisson
dels corresponents observables classics, { X, P} = 1, amb la substitucié

(X, P} s (X, P].
ih
Cal tenir en compte, pero, que si tenim productes d’observables en general no tenim
un operador quantic associat ben definit, degut precisament a la no commutacié. Per
exemple, classicament X?P és el mateix, per exemple, que X PX, perd en canvi els
operadors X2P i XPX sén diferents:

P =XXP=2X <PX+[X,15]> — XPX +ihX. (13)

Aixo no és cap problema per a 1’observable Hamiltonia H = P?/(2m) + V(X)) donat
que no hi ha, en aquest cas, productes d’observables X i1 P.

Si als operadors X, Phi afegim I’operador [ = ih, definit per
10 (x) = ih¥(z),

i considerem com a producte d’operadors el seu commutador, obtenim una algebra sobre
els reals, anomenada algebra de Heisenberg.

7. Hom pot estendre aquestes consideracions al cas de més dimensions d’espai. Per exem-
ple, en d = 3 hom té 3 observables de posicié i de moment, X;, P;, : = 1,2, 3. Donat que
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els parentesis de Poisson sén {X;, P;} = ¢
satisfan

ij» tindrem que els corresponents operadors

[X;, P;] = ilid,;. (14)

En particular, posicions i quantitats de moviment corresponents a coordenades diferents
commuten. A més, també tindrem

~ ~

(X;,X,] = [P, P;] = 0. (15)

En 3 dimensions hom pot, a més d’aquests observables, considerar les components del
moment angular Ly = YP; — ZPy, Ly = ZPx — XPy, L; = XPy — YPx o, en
forma compacta,

Lz’ == Eiijij.

Com que els productes que apareixen corresponen a posicions i quantitats de moviment
en direccions diferents, i per tant els corresponents operadors commuten, els operadors
associats a les components del moment angular estan ben definits i podem escriure

A

Es immediat veure que o X
. Les funcions propies dels operadors de posicid i quantitat de moviment

X W (2520) = 2o Wx (; 20), (18)
PUp(x;p0) = po¥p(;po), (19)
no sé6n elements de Ly(R, C). De tenim que 2V y (z;20) = 2oV x(z;70) i per tant
que (z — z9)Wx(x;x9) = 0. Aixd implica que Uy (x;zo) ha de ser zero arreu llevat de

en r = x, fet que s’entén molt facilment des del punt de vista fisic perd que no defineix
una funci6 normalitzada. El resultat és una distribucié donada per la delta de Dirac

Uy (x;29) = d(x — x0).- (20)

La delta de Dirac d, €s un funcional lineal que actua sobre funcions segons
+o0o
dalf] = f(@)o(x —a) dz = f(a). 21
En particular, actuant sobre la funcio constant igual a 1,
+o0o

dal1] :/ 1-6(z —a)de =1, (22)

o0
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i hom té, a més, que, en el sentit de distribucions,

f(@)o(z —a) = fla)é(x — a), (23)
que en particular dona el resultat z(z — xo) = xod(z — o) que volem.
D’altra banda, de (19) tenim

.d
—lhaqu(iﬂépo) = poVp(z; o),

amb solucid, escollint la constant d’integracié convenientment,

1
Vr(p) = o= (i), 4)

que no té norma L (R, C) finita (si que té norma finita a Lo (£2, C) si {2 té mesura finita).

La conclusio, per tant, €s que, per un motiu o altre, aquests operadors no tenen funcions
propies a ’espai Ly(R, C) que hem definit d’entrada. El marc adient per tractar aquesta
situacié de manera rigorosa és el dels espais de Hilbert equipats (rigged Hilbert spaces).
Podeu trobar-ne una exposicié didactica a [2]], pero nosaltres utilitzarem, quan calgui, les
regles informals per treballar amb distribucions i en particular per a la delta de Dirac, que
podeu trobar, per exemple, en la secci6 1.4.6 de [5].

Tenint en compte aix0, hom pot representar una funcié d’ona emprant aquestes funcions
propies. El canvi fonamental €s que, com que els valors propis formen un continu, en lloc
de sumar sobre els valors propis hem d’integrar i hom obté

+o0

Vo) = [ W)y o) dy 05)
1 too

U(x) = \/ﬁ/_ U(p)e'n dp. (26)

La relacio és una trivialitat en el marc de les distribucions (aix0 €s degut a que estem
considerant funcions d’ona que depenen de la posicid), mentre que no €s més que
la transformada de Fourier inversa (en les variables adients), i per tant implica que hom
també tingui

. 1 oo pr
U(p) = \/ﬁ/ U(z)e ''n dr. (27)

Els factors 1/v/2mh fan que la norma L, de les dues funcions sigui la mateixa,
1] = [ 2|?, (28)

que es pot demostrar emprant la forma estandard de la identitat de Plancherel-Parseval 1
fent el canvi de variable pertinent.
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9. L’estat d’un sistema quantic pateix dos tipus d’evolucié: una de determinista i continua
en el temps donada per 1’equaci6 de Schrodinger, 1 una segona d’aleatoria 1 instantania
que es produeix quan es mesura un observable. La relacié entre ambdues ha donat lloc a
nombroses discussions conceptuals, que no comentarem.

2.2 L’equacio de Schrodinger independent del temps

Tenint en compte la forma dels operadors PiX, I’equacié de Schrodinger per a una particula
en una dimensi6 sota un potencial V' (z) esdevé

1

ha\lf(t,x) B _h_282\1f(t,x)
ot 2m  Ox2

El fet que V' no depengui de ¢ permet buscar una solucié mitjancant separacié de variables,

)+ V(x)W(t, ). (29)

U(t, ) = a(t)¥(x),
que porta a
h2
iha'(t)/at) = =5 W"(2)/¥(x) + V(2) = E,
m
on F és la constant de separaci6. La solucié de la part temporal és

a(t) = e it

1 per tant
U(t,z) = e 710 (2), (30)
i U(x) satisfa I’equacié de Schrodinger independent del temps
h2
— —U"(x) + V(x)¥(x) = E¥(z), (31)
2m
0, equivalentment, R
HY(z) = EV(z). (32)

La solucié d’aquest problema de valors propis donara unes funcions W, (x), amb valors
propis corresponents F,,, amb n € . Les funcions

U, (t,x) = e, (x)
també satisfan, degut a que H no conté derivades respecte al temps,
HU,(t,z) = B, ¥, (t, x), (33)

1 sOn per tant també funcions propies de H per a tot t. Aquests estats s’anomenen estats esta-
cionaris.
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Comentaris sobre I’equacio de Schrodinger independent del temps

L’equaci6 (31) va ser la proposada inicialment per Schrodinger, a partir de raonaments
relacionats amb la mecanica classica i de les idees sobre la funcié d’ona de de Broglie, i
va ser posteriorment quan la va generalitzar a I’equacié depenent del temps.

El metode de separacid de variables es pot aplicar sempre que I’operador Hamiltonia H
no tingui dependencia explicita en el temps, que en el cas que estem considerant vol dir
que el potencial V' sigui independent del temps. Aquest no és el cas, per exemple, quan
es manipula un sistema quantic per intentar que canvii d’estat.

Com que les £ son els valors propis de I’observable energia, son les energies que es poden
obtenir al mesurar I’energia del sistema.

Com que H és autoadjunt, ha de ser E € R i llavors, de (30) es veu que |U(¢, z)|2 =
|W(x)|?. Tenim aixi que, per a estats estacionaris, no tant sols es manté la normalitzaci6
de la funci6 d’ona quan evoluciona segons I’equacié de Schrodinger, sin6 que, a més, la
densitat de probabilitat també és constant en el temps i per tant la probabilitat de trobar la
particula en una regi6 donada no varia.

Un estat qualsevol, donat per una W(¢, z), es podra posar en termes dels estats propis
U, (t, ),

En

U(tz) = e W, (2). (34)

nel
Com tots els estats, (34)) té una evolucié que obeeix I’equacié de Schrédinger, pero no és
un estat propi de f i per tant no €s estacionari.

Els coeficients v,, es poden calcular si coneixem la funci6 d’ona en un temps ¢, qualsevol,
U, () = U(ty, z). Hom té llavors
Uiy(2) = e F 00 (2)
nel

i per tant, emprant que les ¥, () formen un conjunt complet,
_iEn
wne Yh fo = <\Ijn7 \Ilto>7

d’on
En : En

wn - eiTtO<an> \Ijt0> = <\Dn7 e17t0\1jto> = <\Ijn7 \Dt:0>’

que demostra que el resultat és independent del valor de ¢, escollit.

L’equaci6 (31) és una equacié diferencial de segon ordre. Si volem que sigui satisfeta en
tots els punts caldra que tant ¥(z) com ¥'(x) siguin continues arreu.

L’equaci6 de Schrodinger independent del temps no conté la unitat imaginaria i per tant
les seves solucions es poden escollir reals.
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Particula confinada

Com a exemple, anem a resoldre 1’equacié de Schrodinger per a una particula confinada en un
interval [—L/2, L /2], L > 0. Aix0 es pot pensar en termes d’un potencial

)0, ze[-L/2,L/2],
Viw) = {oo, |z| > L/2.

Fisicament, estem demanant que la particula no pugui ser trobada fora del pou, 1 per tant que
U(t,z) = 0si|z| > L/2. Com hem dit, en general cal demanar que tant ¥ com U’ siguin
funcions continues. En el cas que estem considerant, on tenim un potencial que passa de zero
a infinit en un parell de punts, es pot veure que la derivada no sera continua en aquests punts,
pero si que ho sera la propia funcié. Cal, per tant, demanar que

U(+L/2) = 0.

En realitat, el problema que estem discutint no correspon a una situacio fisica, on sempre tin-
drem un pou d’alcada finita, pero n’és una bona aproximacio si el pou és prou profund.
Com que V(x) = 0 a la regié d’interes, ’equacié independent del temps €s
I @) = Bu ()
G x).
Des del punt de vista matematic, aquestes condicions de frontera fan, a més, que 1’operador
H= —%&% sigui autoadjunt, tal com ha de ser. No son les uniques que ho fan, pero les altres
no tenen sentit des del punt de vista fisic.
Anem a discutir el signe de E.

e Si £ = 0 queda U’ = 0, amb solucié general V(z) = Cjz + Cy. Demanant que
U(L/2) = ¥(—L/2) = 0 obtenim que C; = Cy = 01 per tant que ¥(z) = 0, que no es
pot normalitzar a 1 i per tant no és una funci6 d’ona acceptable.

e Si E <0, posant 2 = —2%E queda
\I/H — 52\11

amb solucié general

U(z) = C1e + Cre 7.
Imposant 1’anullacié en +1/2 s’obté

C1ePL? 4 Che=PL2 = 0,

Cre P2 4 ChePL/? = 0,
que és un sistema homogeni en C, C, amb determinant e’ — e=#". La seva anullaci6
implica que sinh 5L = 0, i per tant que 5 = 0, cosa que €s impossible donat que estem
suposant £/ < (. Per tant el determinant no pot ser zero i I’inica solucid €s de nou
C; = Cy = 0, que no déna una funcié d’ona admissible.
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2mE

e Si E > 0 definim o2 = 22E i obtenim

h2
U = -V
amb soluci6 general
U(x) = Cy cosax + Cysinax,

que porta a

Cycos(aL/2) + Cysin(aL/2) =0,

Ch cos(al/2) — Cysin(aL/2) =0,
amb determinant igual a — sin oL. Per tenir solucions que no siguin ¥(x) = 0 ha de ser
al = nm,n € Z, pero el valor n = 0 no és possible degut a que estem considerant £/ > (.

Posant . = nm a les equacions anteriors fa que sols una d’elles sigui independent;
escollint per exemple la primera s’ obté

01008%4—028111% = 0.

Per a n parell, n = 2m, aixo implica C'; = 0 i obtenim les funcions d’ona

2
W (1) = Coyp sin ”L”x, m ez, m0, (35)
mentre que per an senar, n = 2m + 1, surt Cy, = 0 i
2 1
W i1(2) = Comy1 COS W:@ m e, (36)

on en cada cas em posat una constant arbitraria que pot dependre de I’index de la funcid.
Els dos conjunts de funcions es poden escriure de manera unificada en la forma (redefinint
les constants si cal)

. nT L

U, (x) = C,sin T(x + 5)7 n €z, n#0.
Les funcions amb n < 0 sén les mateixes que les corresponents amb n > 0 llevat d’un
signe 1 per tant no les hem de considerar ja que representen el mateix estat. Tenim per

tant que, finalment, els estats del nostre problema venen descrits per les funcions d’ona

2 L
\Ifn(x):\/zsinn%(x—l—g), n=1,2,3,.... 37)
on ja hem fixat la constant de manera que ||V, || = 1. Aquests estats tenen energies,
obtingudes a partir de o = #%E o = nr/L,
B, (7Y 1,2,3 (38)
n— 5 __ , nh=1,4,9,...
2m \ L
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L’estat d’energia més baixa,

2 L 2
Uy (x) = \/Zsin%(x—i-g) - wzcos%a:,

. 2,2 . o, .
amb energia Iy = %, s’anomena I’ estat fonamental del sistema, i té simetria parella.

El segiient estat t€ funcié d’ona (canviem un signe respecte a (37))

2 .2
Uy(z) = \/;Sin %m,
4h%r?

1 energia Fy = , 1 té simetria senar. Aquesta situacid, alternant funcions parelles i
2m L2

senars, es repeteix pels estats d’energia superior. Els estats diferents de I’estat fonamental
s’anomenen estats excitats.

2.3 Principi d’incertesa de Heisenberg

Hem vist que els operadors de posicio 1 quantitat de moviment satisfan
(X, P] = ih.

El fet que el commutador de dos operadors no sigui zero implica que no hi pugui haver cap
estat que sigui alhora vector propi dels dos operadors. En efecte, si aquest estat existis 1 tingués
funci6 d’ona associada W llavors, anomenant g 1 py els valors propis corresponents,

[X)P]\p = (XP - PX)U = X (poV) — P(x0¥) = pozo¥ — zopo¥ = 0,

en contradiccié amb [X, P]U = iAW,

Anem a veure que aquest fet t€, a més, conseqiiencies sobre la incertesa en les mesures dels
observables de posicid i quantitat de moviment.

Donat un estat amb funcié d’ona V¥, definim els operadors

~

Xy =X — (U, XU), Py=P—(U,P0). (39)

Com que X i P sén autoadjunts també ho seran X w1 pq, que a més satisfaran [Xq,, ]5\1,] =1ih.
Si calculem

(U, P2W) = (U, (P? + (U, PU)? — 2(U, PU)P)T)
= (U, P20) — (U, P¥)? = 62(1)

veiem que obtenim la variancia de les mesures de P en I’estat W 1, de la mateixa manera, la
variancia de les de X és 0% (V) = (¥, X2 U).
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Definim ara la funci6 de la variable real A
FO) = [|(Xy +iXPy)T| > > 0.
Desenvolupant i emprant que (Xq; + i)\P\y)T = Xq, — i)\qu tenim
FON) = (Xg + APV, (Xg 4 iAPy)T) = (U, (Xy — iAPy)(Xy +iAPy)U)
(U, (X2 4+ XXy, Po] + N2POU) = (U, X20) + i\, iAT) + \2(U, P20)
ox (V) — Ah + N op (D).

Aquesta funci6 assoleix el minim en el punt

amb valor
h? h? 9 9 h?

f(Xo) = 0% () — 203, (T) + 40;13(@)01:(\1') =ox(¥) — 10300

Com que f(\) > 0 peratot A € R, ha de ser 0% (¥)o% (V) > h?/4, i per tant
h

Si el commutador fos zero (formalment, aixo es pot obtenir fent el limit classic de la
mecanica quantica, i — 0) llavors el minim de f(\) estaria en A\ = 0 i el que s’obtindria
seria la relaci6 trivial o3 (W) > 0.

La desigualtat és el principi, o relacid, d’incertesa de Heisenberg per a la posicio 1
quantitat de moviment d’una particula. La seva interpretacio correcta €s la segiient: si preparem
molts sistemes descrits per la funci6é d’ona ¥ i mesurem en alguns d’ells la posicid i en altres la
quantitat de moviment, obtindrem unes mostres de les dues quantitats que, en el limit d’infinites
mostres, estaran distribuides amb unes desviacions tipiques que satisfan aquesta desigualtat. La
interpretacid incorrecta és que al mesurar la posicié d’una particula amb una certa precisié ox
alterem en op la seva quantitat de moviment (o a I’inrevés), i que aquestes magnituds estan
fitades per la desigualtat de Heisenberg. Aixo €s cert en moltes situacions experimentals, pero
no és el contingut del principi d’incertesa de Heisenberg: aquesta interpretacié dona a entendre
que abans de la mesura la particula té valors ben definits de X i de P, cosa que no €s certa.

Hi ha estats U que saturen (40), i per tant la desigualtat no és millorable.

2.4 Experiment de Stern-Gerlach. Espin

L’experiment de Stern-Gerlach (Figura[2]) va ser proposat per Stern el 1921 i portat a terme per
Gerlach el 1922.

22



Figura 2: Esquema de I’experiment de Stern-Gerlach. Els atoms de plata es mouen en un camp
magnetic no homogenti, 1 sOn desviats segons el seu moment magnetic dipolar. (1) forn, (2) feix
d’atoms de plata, (3) camp magnetic no homogeni, (4) resultat que cal esperar classicament

(distribuci6 continua), (5) resultat observat (dos punts d’incidencia).
Font: Tatoute - Own work, CC BY-SA 4.0https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=34095239

L’experiment original va ser realitzat amb atoms de plata, amb els quals la interpretaci
dels resultats és una mica complicada. Els atoms de plata, electricament neutres perd amb un
dipol magnetic causat pel gir dels electrons, son desviats en un camp magnetic no homogeni.
Classicament, el dipol magnetic podria estar orientat en qualsevol direcci6 i, segons 1’angle
que formés amb el gradient del camp magnetic, la desviacié hauria de prendre un continu de
valors. Experimentalment s’observa que els atoms van a parar a dos punts extrems. En el marc
de les regles de quantitzacié de Bohr i Sommerfeld-Wilson-Ishiwara, aixo es podia interpretar
en termes dels valors discrets del moment angular que finalment €s el que causa 1’aparici6 del
dipol magnéetic.

Aquest resultat semblava confirmar la quantitzacié del moment angular orbital dels electrons
de I’atom de plata. El problema, pero, és que un atom de plata neutre té 47 electrons, dels quals
46 estan en capes interiors amb moment angular total nul (segons la generalitzacié del model
de Bohr per a atoms multielectronics), mentre que el darrer electrd, el més extern, esta també
en un estat de moment angular nul, i per tant no hi hauria d’haver moment magnetic ni cap
mena de dispersid. La soluci6 al problema es va obtenir a partir de la proposta que Uhlenbeck
i Goudsmit van fer el 1925 per explicar certs detalls de I’espectre dels atoms que el model de
Bohr no contemplava. A més del moment angular degut al moviment orbital al voltant del nucli,
els electrons havien de tenir un moment angular intrinsec, no associat a cap rotacié a 1’espai,
la projeccié del qual en qualsevol direcci6 sols podia assolir els valors +A/2. Aquest moment
angular va ser anomenat espin (spin), i en el cas dels atoms de plata I’espin dels 46 interiors es
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compensa dos a dos, de manera que finalment sols queda I’espin de 1’electré més extern.

De fet, experiments del mateix tipus es van fer més tard amb electrons en lloc d’atoms de
plata, i I’existencia d’aquest moment angular intrinsec va quedar demostrada, no tant sols per a
I’electr6 sind també per a totes les particules elementals.

La proposta original de I’existeéncia de I’espin i la seva formulacié matematica va ser obra
de Pauli, Kronig, Goudsmit i Uhlenbeck entre 1924 i 1927.

L’espai d’estats per descriure 1’espin és C2. Un estat és llavors un vector

¢:<Z)7 a,b€C, |af?>+|b]> =1.

Hom pot mesurar 1’espin d’una particula en qualsevol direccid, orientant correctament el
camp magnetic. L’operador associat a I’observable espin en una direcci6 7 qualsevol és

A ~

Sz = ng S, + nyS’y + nZS’Z, 41)
on 7 = (ng, ny,n), |7 =1,iaon
A h A h A h
Sx = —01, Sy = 50’2, Sz = 50‘3,

amb o, 0y, 0, les matrius de Pauli

alz<?é), @z(?}f), agz<é_01>. 42)

Hom pot veure [S,, S,] = ihS., [S,, S.] = ihS,, [S., S| = 1hS,, que és la mateixa algebra que
la dels operadors diferencials associats al moment angular actuant sobre la funci6 d’ona, i que

& = 7_1 ( n, ngy —iny, ) (43)

2\ ng+iny —n,

té valors propis +-A/2 per a qualsevol 7.

La mesura de I’espin segueix les mateixes regles que hem donat per a qualsevol observable.
En particular, la seva mesura sols pot donar un valor propi, 1 I’estat resultant de la mesura ve
descrit pel vector propi corresponent al valor propi obtingut.

2.5 L’oscillador harmonic
L’energia d’un oscillador harmonic és £ = P?/(2m) + k/2X?%, m > 0,k > 0 i per tant
I’operador Hamiltonia és

. 1 o ko
H=—P>+ X2

2m 2
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La seva importancia va més enlla del problema concret que es vol estudiar, donat que juga
un paper important com a model aproximat en molts casos d’interes 1 també en la teoria quantica
de camps.

L’equaci6 de Schrodinger independent del temps és

—%\P” + §x2\11 = EV.
Definint
w2:£, o= %,f:ax,
m h
resulta, posant (&) = VU ({/a),
o (~0(6) + £(€)) = Ba(e), m

que correspon a un operador Hamiltonia, en la nova variable sense dimensions £, donat per

1
Hzﬁhw(—agjtgz).

Finalment, passant al valor propi també sense dimensions

queda
—0"(€) +£20(€) = AP

Fent ara el canvi
2
O(&) = e~ Pu(€)
s’obté per a u I’equacid

u’(§) — 26u'(§) + (A — Du(§) = 0. (45)

Es pot demostrar que aquesta equacid sols t€ solucions de L?(R) si|
A—=1=2n, n=0,1,2,...,
1 llavors les solucions sén els polinomis d’Hermite

[n/2]

un(§) = Ho(§) = )

r=

(-1l

rl(n — 2r)!

= (-1)%52%6—&2.

2Amb el canvi addicional y = £2 i denotant v(y) = u(£) s’obté per a v una equacié hipergeometrica confluent
per a la que es poden obtenir les solucions en série de poténcies i llavors, llevat del cas indicat, es veu que v(y) ~ e¥
peray — oo.
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Per tant, les funcions d’ona en termes de £ s6n
®,(€) = Npe ¢/ H, (€)
amb NN, constant, i tornant a la variable x s’obté
U, (z) = Noe %121, (o). (46)
La constant de normalitzacio es pot obteni emprant que

+oo
/ e’szn(x)Hm(x) dz = /72"n!d,, m,

o0

1 resulta ser, escollint-la real 1 positiva,

a
Ny= |2
V/2mn!

La condici6é de que A — 1 sigui 0 o un natural parell determina els possibles valors de
I’energia, i hom obté

hew I 1
En—TAn—7(2n+1)—hw(n+§).

En particular, I’estat fonamental té funci6 d’ona (Hy(z) = 1)

To(z) = {/ %e—”* (47)

amb energia

Tractament operacional

Veurem ara una manera alternativa de solucionar I’oscillador harmonic, emprant una repre-
sentacié de H en termes d’uns operadors de primer ordre anomenats operadors de creacid i
anihilacio, 1 que tenen moltes aplicacions en optica quantica, control de sistemes quantics 1 la
teoria quantica de camps.

A partir de les variables sense dimensions ¢ definim els operadors diferencials de primer

ordre . q ) q
A = AT _ 4
=) =l ) @)

3La funcié amb norma 1 és en 1’espai x, no en el £. Degut a &€ = oz, que una estigui normalitzada implica que
I’altra no ho esta si o # 1.
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que so6n adjunts I’un de I’altre en un subespai apropiat de L*(R, C). Si a més definim 1’operador
autoadjunt

" 1 1
N=ala=2(=0%24+¢62) = 49
dla =5 (=0 +&) -3, (49)
hom pot veure que R R
[a,a'] =1, [N,a] = —a, [N,a'] = a, (50)
i que el Hamiltonia es pot escriure com
- ~ 1
H:M(N+§>. 51)

Sigui @, la funci6 d’ona propia normalitzada d’un estat propi de N amb valor propi i,

N®,(€) = p,(€). (52)
Com que, per a qualsevol estat P,
(&, N®) = (,afad) = (a®, ad) = ||ad||* > 0,
els valors propis 1 no poden ser negatius, ja que si i < 0 llavors
(@, N D) = (D, 19,) = (., 2,) = pl|@,|” < 0.

Es immediat demostrar que a®,(€) = Osiisolssip = 0,iquea’®, # 0 per a tot .
D’altra banda,

Na®, (&) = (aN + [N,a])2,(€) = (aN — a)P,(€)

= (ap — )@, (&) = (n = 1)a®,(E), (53)
Na'®,(€) = (@'N + [V,a')®,(¢) = (a N+dT) u(8)

= (a'p+a")®u(§) = (n+1)a' @, (¢), (54)

que indica que a®,, €s un estat propi de N amb valor propi p — 1, mentre que a'®, ho és també
pero amb valor propi p + 1.

Partint llavors de ®, podem, actuant repetidament amb a, formar estats propis amb valor
propi it — 1, — 2,. .. Com que no es pot obtenir un estat amb valor propi negatiu, és necessari
que 4 sigui un enter no negatiu 1 = 0,1,2, ..., de manera que despres d’un nombre finit de
passos s’arribi a I’estat propi @, que €s I'tinic tal que a®y = 0, i el procés s’acaba.

Tenim per tant que iz = 0,1,2, ... i que podem augmentar ; amb ' i disminuir-lo amb a.
Per aquest motiu, @ s’anomena operador de destruccié, mentre que a' és 1’operador de creacid.

Els diversos estats propis ®,, s’obtenen de ®, com

CI)n(f) = Cn(&T)nq)O(g)a
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amb (), una constant que normalitzi ®,,. Hom pot veure que

1
C, = —, 55
N (55)

a®, = /n®,_1, (56)
W' ®, =vVn+1d,,., (57)

garanteix que tots els estats estiguin normalitzats si ® ho esta.
Del fet de coneixer I’espectre de NV i de la relacio 1D es dedueix que els valors propis de
H s6n, tal com ja haviem dit,

1
En:hw(n+§), n=0,1,2,...

Anem a veure si podem recuperar també la forma dels estats propis. De a®y = 0 obtenim

0(&) = —£Po(E),

d’on ®y(€) = Ce ¢*/2 i per tant I’estat fonamental té funcié d’ona
Wo(2) = Po(ax) = Ce /2,

que una vegada normalitzat amb

C = o 2p—1/4

recupera (47)). Per obtenir les funcions d’ona dels estats excitats emprem

0.(6) = @) = o (6 5 ) o

A partir de la identitat
d

d 2 2
T 82 €2
19 a e d§e
hom pot demostrar que
d\" d"
(f — @) = (-1)”662/2@6_52/2. (58)

Emprant aixo tindrem

1 1 d\" 1 1 d"
®,(§) = —= (5 - —) Ce €2 = ———_C(=1)"etP——e /2 8/

Val2r2 > dg Vnl 272 dér

1 1 2y d 2 1 1 2y 2 d 2
= ng2/2 8~ _ T 1 (82,82 8¢

\/mZn/Q ( ) dé‘n6 m2n/2 ( ) € dé’ne

1 1

_ —£2/2
= Jmane P H (6).

que, posant el valor de C'i substituint { = au, porta a (46).
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Problemes

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Demostreu que 1’operador P = —ihd, amb domini
Dom(P) = {¢ € Lx([0, L],C) | P¢ € Ly([0, L], C), ¢(L) = “6(0)},
és autoadjunt per a qualsevol valor del parametre 6 € [0, 27).
Demostreu que 1’operador
L = p(x)d; + p' ()0, + g()
on p i ¢ son reals, amb p(0) = p(L), és autoadjunt amb els dominis

Dom(L) = {¢ € Ls([0,L],C) | Lo € Ls([0, L], C), ¢(L) = ¢(0) = 0},
Dom(L) = {¢ € Ly([0,L],C) | L¢ € Ly([0, L], C), ¢(L) = ¢(0), ¢'(L) = ¢'(0)}.

Demostreu que 1’evolucié de la funcié d’ona per I’equacié de Schrodinger en manté la
normalitzacio.

Demostreu que 1’algebra de Heisenberg que hem definit €s isomorfa a la de les matrius
reals 3 x 3 estrictament triangulars superiors.

Demostreu li Definint R; = iL;, vegeu que 1’algebra que s’obté sobre els reals és
isomorfa a la de les matrius de rotacié a I’espai (matrius reals 3 x 3 antisimetriques).

Demostreu, suposant que W (x) és analitica, que
ei%\lf(x) =VY(z+a).

Noteu que I’operador de I’exponencial és simplement a0,. Es diu que 1’operador Pésel
generador de les translacions de posicio.

Considereu I’estat fonamental de la particula en el pou de potencial infinit.

(a) Calculeu la probabilitat de trobar la particula en [—L/4, L/4].

(b) Calculeu el valor esperat de la posicio de la particula i la seva desviaci6 estandard.
Repetiu el calcul de les solucions de 1’equacié de Schrodinger per a una particula confi-
nada, per0 ara suposant que esta en [0, L], L > 0. Observareu que obtenim els mateixos

nivells d’energia i que les funcions d’ona son també les mateixes pero traslladades L /2,
tal com ha de ser, pero que la discussié €s molt més senzilla.
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19. Demostreu, suposant que V' (z) = V(—z) i que I’estat corresponent a una energia deter-
minada és unic, que les solucions reals de 1I’equaci6 de Schrodinger independent del temps
tenen paritat ben definida. Indicaci6: si V(z) és una solucid, considereu ¢(x) = V(—xz)
1 mireu quina equacio satisfa.

20. Sigui una particula I’estat de la qual ve descrit per la funcié d’ona
U(t,z) = Cerlelemiot,
amb O k, w constants reals positives.

(a) Calculeu C.
(b) Calculeu I’esperanca dels observables X i X2.
(c) Calculeu la desviacio estandard de 1’observable X.

(d) Calculeu la probabilitat de que, si mesurem la posicié de la particula, obtinguem un
valor que estigui a més d’una desviacio6 estandard de I’ origen.

21. Trobeu les solucions de I’equacié de Schrodinger independent del temps per a un pou de
fondaria finita
0 e|—-L/2,L/2],
vy~ {0 TEL2 L
Vo, x| > L/2,

amb Vy > 0. Podeu suposar directament que £ > 0, pero considereu sols el cas £ <
Vb, que proporciona els estats anomenats estats lligats. Tingueu en compte que caldra
solucionar 1’equacié per a |z| < L/21ipera |x| > L/2, i demanar la continuitat tant de
la funcié d’ona com de la seva derivada. La determinaci6 concreta dels nivells d’energia
requereix emprar el calcul numeric. Mireu quants estats lligats hi ha si la magnitud sense
dimensions 2mV,L?/h* val 16. Fixeu-vos que la funci6é d’ona és diferent de zero fora
del pou 1 per tant hi ha una probabilitat no nulla de trobar-la alla, cosa que classicament
és impossible si £ < Vp: si |z| > L/2 tenim V(z) = Vj i I’energia mecanica total és
s=p* 4+ Vo > Vh.

Es millor treballar amb funcions sinus i cosinus que no amb exponencials complexes, i
usar la informacio sobre la simetria de les solucions reals.

22. Sigui la funcié d’ona Gaussiana
U(z) = {/=e 2", a>0, zeR

(a) Demostreu que ||V|| = 1.
(b) Demostreu que ox(V)op(V) = h/2.
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23.

24.
25.

26.

27.
28.

29.
30.

Demostreu que el principi d’incertesa de Heisenberg per a dos operadors AiB qualsevol
és
(U, [A, B]¥)|.

Fixeu-vos que, si [/1, E] no és constant, la fita depen de I’estat. Indicacio: haureu de

demostrar que o
(W, [A, B]Y)

és real per a A B autoadjunts.
Calculeu els vectors i valors propis de Sa.

Tenim un electr6 en un estat propi de S, amb valor propi +4/2. Calculeu la probabilitat
de que

(a) al mesurar ’espin en la direccié = obtinguem —7/2.
(b) al mesurar I’espin en la direccié y obtinguem +7,/2.

(c) al mesurar I’espin en la direccié y de I’estat que s’obté al mesurar S, = —h/2
obtinguem +7/2.

Escriviu el principi d’incertesa de Heisenberg per als operadors d’espin S, i S'y. Existeix
algun estat que saturi la desigualtat?

Demostreu que a®, = 0 siisolssiu = 0,ique a’®, # 0 per a tot p.
Demostreu, en aquest ordre, que

(a) a4, = /1D, _1.

(b) Cp, = \/%

© a'®, = i+ 1d,,,.
Demostreu la identitat (58)).

Sigui un operador F' que verifica que
i sigui Np = FTF.

(a) Calculeu els commutadors [Ny, F] i [Ny, F1].

(b) Calculeu I’espectre de N 7.
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3 Mecanica quantica II: postulats formals

Anem ara a veure una presentacié més completa de la mecanica quantica, no centrada en la
funcié d’ona. Seguirem en part el capitol 1 de [3], amb alguns comentaris i desenvolupaments
del capitol 2 de [4].

3.1 Notacié de Dirac. Relaciéo de completesa

Fins ara hem descrit I'estat d’una particula mitjangant una funcié d’ona ¥ (z) tal que |¥(z)|?
dona la densitat de probabilitat de I’observable X,

fx(@) =[P (2)".

En el cas que considerem 1’observable espin, amb valors +//2 en una certa direcci6 i, 1’estat
t€ associat també un vector normalitzat

(a,b) € C?
que defineix una densitat de probabilitat discreta

la* s =+h/2,

=0 5= —no.

7

En el cas de I’espin, si canviem de base a C?, correspongui aquesta o no als vectors propis
de I’operador d’espin en una altra direccid, el mateix estat tindra unes components diferents.
Aquest fet, que és evident en el cas de I’espin, queda una mica fosc en el cas de I’estat descrit
per una funcié d’ona: si tenim W¥(x), on sén les components que poden canviar?

La resposta és que, com totes les funcions d’una variable continua, podem pensar que W
és un vector amb components indexades per z € R i donades per ¥(z). En el marc de la
mecanica quantica, el que estem fent és utilitzar I’observable X, i el seu operador associat X,
per expressar un estat U en funcid dels estats propis de X. Com ja hem comentat, aixo és

V(r) = /R5(y —z)¥(y) dy. (59)

A partir d’ara emprarem la notacié de Dirac per representar els estats. Un estat 1), sense fer
cap referencia a una base, es denota amb un ket

V).

Per escriure el producte escalar entre estats ¢ i ¢ introduirem el bra
(]
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i llavors
(9. 4) = (o|v),
on (¢|1) s’anomena el braket de ¢ i 1. De la mateixa manera,

(9, Av) = (8| AJv) = (g| Ap),

on la darrera expressi6 és una notacié alternativa que representa el mateix, Aly) = |A).
Totes les propietats del producte escalar es mantenen en la nova notacid. Per exemple,

(Pl)* = (Y|o),  (agly) = a*(d]¢), a € C.

Seguint amb la interpretacié de la funcié d’ona V() com la component d’index x € R de
I’objecte W, podem escriure
U(z) = (z[V¥), (60)

on el bra (x| correspon al ket |) que és un estat propi de I’operador X amb valor propi x,
X|z) = z|z). (61)

L’expansi6 de I’estat representat pel ket |¥) en la base dels vectors propis de X és llavors

0 = / dy U (y) [y). (62)

En particular, si a hi posem un estat propi de X amb valor propi y, |¥) — |y), el membre

de I’esquerra haura de ser la funci6 propia, que és d(x — y), i queda
(zly) = 6(z —y). (63)
Amb tot aixo, I’equacio (59) esdevé
(@) = [ (aly)019) d, (64
R

El membre dret de (64)) es pot escriure com

el ([l aw) 19

1 per tant, comparant amb el membre esquerra, veiem que la integral és igual a 1’operador
identitat,

/!y> (y|dy =1L (65)
R

Aquesta relacio, que pel fet d’estar escrita per als estats propis de I’operador X pot semblar una
mica estranya, no €s més que un cas particular del fet que la suma dels operadors de projeccid

33



sobre els subespais propis d’un operador autoadjunt és la identitat. Per veure-ho, suposem que
{tn}ner és una base ortonormal en un espai de Hilbert H, de dimensié finita o no. Llavors,
donat un vector v € H qualsevol,

u= Z(un, U) Uy

nel
Cal notar que no és suficient que la base sigui ortogonal; si els vectors no so6n a més unitaris, el

coeficient en ’expansi6 no és (u,, u).
Si definim els operadors de projecci

P,-H — H
v (Up, V)uy,
hom té que
Z P,(u)=u
nel
peratotu € H, 1 per tant
> P =L (66)
nel

La relaci6 (65) no és més que la versi6 de per al cas d’un conjunt continu de valors propis
i expressada en termes de bras i kets. Sols cal escriure 1’operador de projeccié P, com

i llavors
Bu(v) = ([un) (un])[v) = [un)(un|v) = (unfv)|un).
Les relacions del tipus @ 0 @I) s’anomenen relacions de completesa, o també, en el context
de mecanica quantica, resolucions de la identitat.
Pel cas d’una particula en una dimensié podem escriure una altra relacié de completesa,
associada a I’observable quantitat de moviment, amb estats propis |p) tals que

Plp) = plp)- (67)
La relaci6 de completesa és

/ lq)(q| dg =1, (68)
R

1 podem usar-la per passar de la funci6 d’ona U(z) a la funcié d’ona a ’espai de quantitat de
moviment ¥ (p). En efecte, recordant que la funcié d’ona d’un estat propi de P amb valor propi
q és

1 . qT

(z]q) = NorT

“Per als operadors de projecci6, ni tampoc per a 1’operador identitat, no utilitzarem notacié d’operador.
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tindrem

V(z) = (z]¥) (93|/R|Q><CI| dg [¥) =/R<x|q><QI‘1’> dq

1 ‘gz A
= e'n U(q)dg,
/R T (¢) dg

que és la transformada inversa de Fourier que ja haviem vist.

Quan representem un estat en termes d’una funcié d’ona amb variable  diem que estem
en representacié de posicions, mentre que si ho fem emprant una funcié d’ona amb varia-
ble p, relacionada amb I’anterior mitjancant la transformada de Fourier, es diu que estem en
representacié de moments |

Si a la relaci6 directa de la transformada de Fourier

o 1 Py
F(p) = e W (y)d
(p) /R Nors (y)dy

posem que W(y) sigui la funcié d’ona propia de X amb valor propi zq, U, () = 8(z — xo),
obtenim, emprant la propietat fonamental de la delta de Dirac, que la seva funci6 d’ona a I’espai
de moments és

A 1w 1 _mg
\Ilﬂvo(p) = /R \/ﬁe F?(s(y - x(]) dy = \/ﬁe h0>

€s a dir, una exponencial complexa en la representacié de moments, de la mateixa manera que
les funcions propies de P sén exponencial complexes en la representacié de posicions.

Les dues representacions poden usar-se per a qualsevol estat, i en particular per als estats
propis d’un operador autoadjunt. La relacié de completesa (66), escrita en termes de bras i kets

€s R
> fun) (| = 1. (69)
Si ara operem amb (y| per 1’esquerra i amb |x) per la dreta (aix0 s’anomena fer un sandwich)

resulta
> (ylun) (unz) = (ylI|2) = (y|a). (70)

nel
Emprant que

Ylun) = un(y),  (unlz) = (2lun)” =y (z),  (ylr) =y — 2),

obtenim
> un(y)up(z) = oy — =), (71)
nel

que és una relacié de completesa en representacié de posicions, i que és la forma habitual de
donar la relacié de completesa fora de la mecanica quantica. Per exemple, sigui 1’operador

SDe momentum representation, encara que hauriem de dir representacié de quantitat de moviment.
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A = —id,, que és autoadjunt dins del subespai de L (0, a), a > 0, donat per les funcions que
satisfan y(0) = y(a). Les funcions propies normalitzades s6n

]. T™n
Up(x) = —=€' e nez,

va

i la relaci6é de completesa és

que es pot re-escriure com

o0

-+ - cos%(x—y)zé(x—y).

Aquesta relacio es pot illustrar numericament fixant valors d’a iy € (0, a), sumant un nombre
finit de termes de la serie i representant la funci6 de x que en resulta.

L’extensié de la relacié al cas d’espectre continu es fa substituint la suma per una
integral. Si per exemple considerem les funcions propies de la quantitat de moviment, tindrem

oz —y) = 1 1

d eipy/h efipx/h’
b V2rh V2rh

i obtenim llavors la segiient representacié integral de la delta de Dirac

1
oz —y) = fhh/ﬁpfmx”” (72)

Igual que I’expressié matricial d’una aplicacié lineal depen de les bases que s’utilitzin,
I'expressi6 d’un operador depen de si tenim funcions d’ona es una o altra representacio.

Si anomenem A, i A les expressions d’un operador A qualsevol en les dues representaci-
ons, s’ha de verificar

(x| A|W) = A, ¥ (), (73)
(p|A|W) = A, ¥ (p). (74)

Anem, per exemple, a calcular la representacié de 1’operador de posicié X en I’espai de
moments, X,,. Tindrem

X,0(0) = (X 19) = [ do (1K) ol W) = [ do (plala) el

= /dx z(plz)(x|¥) = [ dz x\/%e_ipm/ﬁ\ll(x)
1 o _.
_ i1 2 —ipx/h
—\/ﬁ/dx (lh(?pe )\I/(m)
0

— ih—(p).
lh@p ()
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Per tant 5
X, = ih——.
Ip
Per veure ’acci6 de P sobre les funcions d’ona en representacié de moments emprem directa-
ment que P és autoadjunt i el fem actuar sobre el bra (p|:

B,¥(p) = (p|P|¥) = (p|p|¥) = p(p|¥) = p¥(p).

Per tant ﬁp = p, 1 llavors

A

[va pp]\ij(p) = ih¥(p),

tal com ha de ser.

3.2 Estats purs

Donat un sistema fisic (una part delimitada i manipulable de I’Univers), el podem sotmetre a
operacions experimentals i deixar-lo preparat en un estat del sistema. Si preparem N sistemes
en el mateix estat i en cada un d’ells mesurem un cert observable A, tindrem una conjunt de
valors, no necessariament iguals, que, en el limit N — oo, déna lloc a una distribucié de
probabilitat.

Per exemple, el sistema pot ser una taula de billar amb 20 boles que anem llangant amb
una velocitat i angle determinats des d’una posicié donada. Esperem llavors a que les boles
s’aturin i1 aquesta és la preparaci6. Degut a les petites imperfeccions del procediment, dos
sistemes preparats d’aquesta manera no tindran les boles aturades en la mateixa posici6 final.
Si ara agafem com a observable la mitjana de les 20 x 19/2 distancies entre les boles aturades,
tindrem un valor diferent per a cada sistema que mesurem.

Classicament podem intentar afinar la preparacié de manera que els diferents sistemes tin-
guin la mateixa posici6 final de les boles, almenys dins de la precisié experimental de mesura.
Aix0 és el que s’anomena un estat pur classic, i en aquest cas tots els observables donen el
mateix valor en tots els sistemes preparats d’aquesta manera. Tant 1’observable de distancia
mitjana com, per exemple, I’observable que mesura la coordenada Y de la setena bola, donaran
sempre el mateix resultat en tots els sistemes.

Classicament, el sistema es pot representar per un punt a I’espai de fases. En aquest cas,
tenint en compte que la taula és bidimensional, I’espai de fases és (R? x R?)*?0 i el punt tindra
totes les components corresponents a moments igual a zero.

Suposem que ara preparem un estat emprant dos procediments exactes pero diferents com
el que acabem de descriure, emprant-ne un per preparar una part dels sistemes i I’altre per la
resta, amb probabilitats p i 1 — p. Per exemple, en el segon procediment podem fer-ho tot
igual per0 doblant la velocitat amb la que llencem cada bola. Si escollim a I’atzar un sistema
preparat d’aquesta manera, pot correspondre a un dels dos procediments, 1 al mesurar un obser-
vable obtindrem un dels dos resultats possibles, amb una distribuci6 aleatoria de Bernoulli amb
parametre p donat per la proporci6 de sistemes preparats d’'una manera o altra.
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Es aquest cas es diu que tenim un estat barreja classic. El desconeixement a priori del re-
sultat de la mesura de I’observable és degut al nostre desconeixement de amb quin procediment
ha estat preparat el sistema en concret. L’estat del sistema ve representat per dos punts a 1I’espai
de fases, més el valor de la probabilitat p d’un d’ells.

Un altre exemple d’estat barreja classic és el segiient. Considerem la mateixa preparacio,
llangant les primeres 19 boles de manera fixa i la que fa vint amb un angle i velocitat aleatoris,
amb valors donats per variables aleatories continues. Degut a que la darrera bola pot xocar amb
una o més de les anteriors, la posicio final de cada bola sera diferent per a cada preparaci6 del
sistema. Tindrem per tant també un estat barreja, caracteritzat per una distribuci6é de 2 x 20
variables aleatories, les coordenades (X;,Y;), 7 = 1,2,...,20 de les posicions finals de les 20
boles, la distribuci6 de les quals dependra de la distribuci6 de 1’angle i la velocitat de llancament
de la vintena bola. A partir de la funcié de densitat (que Obviament, en una preparacid tant
complicada com aquesta, no és calculable analiticament)

fX,Y(xla Y1, 22,Y2, - .-, T20, y20)

€s possible llavors calcular la probabilitat de que un observable qualsevol, com ara la coordena-
da Y de la setena bola, prengui valors en un interval determinat.

Noteu que la preparaci6 inicial, on no es controlava amb gaire precisi6 el llancament de
cada bola, és també un estat barreja d’aquest tipus.

Sigui quin sigui el cas, I’obtencid de resultats aleatoris al mesurar estats classics €s per tant
conseqiiencia de I’aleatorietat en la preparacio dels mateixos. Els estats classics purs, per bé que
puguin ser dificils de preparar, no presenten aleatorietat en la mesura dels observables, encara
que sols sigui aproximadament o dins de I’error de mesura.

La situacié és molt diferent en el cas d’estats quantics. Imaginem que tenim una particula
en una dimensié d’espai i sense espin, que hem preparat en un cert estat |¥) mitjangant un
procediment experimental perfectament fixat, sense cap component aleatori, de manera que té
funcié d’ona, en un cert instant de temps, W(x) = (x| V). Si preparem moltes particules com
aquesta i mesurem la seva posicié obtindrem valors aleatoris de X, distribuits segons la funcié
de densitat

fx(z) = [¥(z)*.

Considereu també un estat de espin [¢)) que s’ha preparat en 1’estat amb valor propi +/5,/2

de I’operador 5’2,
1

En termes dels vectors propis de I’operador S,,

Sy+) 1 |Sy—), que s6n
()
vz \1

V) = E\SYH - EISY—>-

tenim
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Per tant, si mesurem I’espin d’aquest estat en la direccié Y obtindrem els valors +//2, amb
probabilitats 1/2 en cada cas.

La conclusio6 és que, fins i tot amb un estat que hem preparat amb coneixement total, tenim
mesures amb valors aleatoris. En el primer exemple aixo era degut a que mesuravem X en
un estat que no era propi de X;enel segon exemple, a que la mesura es feia d’un observable
diferent del que s’havia emprat per preparar el sistema en un estat propi del mateix.

El que és un estat quantic preparat amb coneixement total depen del sistema fisic que s’esti-
gui considerant. S’anomena conjunt complet d’observables compatibles (CCOC) un conjunt
d’observables tals que els operadors autoadjunts corresponents commuten (aixo és la compa-
tibilitat del conjunt) i tals que especificant un estat que sigui propi de tots ells I’estat quedi
totalment determinat pel que fa a les seves propietats fisiques (aix0 és la completesa del con-
junt). Els estats d’aquests tipus, o les seves combinacions lineals normalitzades, son estats amb
coneixement quantic total, 1 per tant estats quantics purs.

Matematicament, un CCOC és tal que €s possible obtenir una base ortonormal que €s si-
multaniament propia de tots els operadors dels observables del CCOC (compatibilitat), i de
manera que dos elements de la base tinguin valors propis diferents com a minim per a un dels
operadors (completesa).

Per exemple, si sols ens interessen els graus de llibertat d’espin, que és el que passa quan es
consideren els sistemes implicats en computacié quantica, un CCOC per a una Unica particula
esta format per un tnic observable d’espin en una direccié donada, ja que els operadors cor-
responents a direccions diferents no commuten. A més, aquest conjunt d’un dnic observable
€s complet, ja que no és possible especificar cap altre propietat fisica. Val a dir, pero, que la
completesa €s quelcom provisional, en el sentit que €s possible que per a un sistema donat es
descobreixi alguna nova propietat fisica que doni lloc a un nou observable.

Postulat I. Cada sistema fisic té associat un espai de Hilbert complex i separable. Els
estats purs del sistema es corresponen amb vectors de norma 1 i fase arbitraria en aquest
espai.

Emprant la notaci6 de Dirac, representarem un estat amb un ket |¢(¢)) normalitzat

IWON* = (b(t)lw(t) = 1.

Dos vectors tals que .
[¥a(t)) = € Olhi (1), a(t) €R

representen el mateix estat. Sovint, si no estem interessats en descriure 1’evolucié temporal, no
escriurem explicitament la dependéncia en el temps.
Si I’espai de Hilbert és, per exemple, Lo(R, C), podrem representar els estats mitjangant
funcions d’ona
U(t,x) = (z|1p(t)) (representacié de posicions)
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T(t,p) = (p|lw(t)) (representacié de moments),

amb norma 1 i relacionades per la transformada de Fourier.
El propi estat es pot posar en termes dels estats propis i la funci6é d’ona. Per exemple, en la
representacié de posicions,

p(6)) = / dy U (t,y) |y).
ja que llavors
(e p(t)) = / dy U(t,y) (xly) = T(t,2).

Si I’espai de Hilbert és C2, un estat qualsevol serd un vector

(Z) I a’vb € (C7 |a|2 + |b|2 = 1

Si volem descriure un electré a I’espai amb el seu espin, I’espai de Hilbert serd L, (R?, C) ®
C?, i els estats seran de la forma

) =1y e (3) +le-ep e (7) = (|50))

amb funcié d’ona, en representaci6 d’espai,

U, (¢, 7)
il
amb U (£, 7) = (Z|v4 (1))

Segons el Postulat I, qualsevol vector unitari de 1’espai de Hilbert considerat representa un
estat pur. Per la mateixa natura d’espai vectorial d’un espai de Hilbert, qualsevol combinacié
lineal de vectors, degudament normalitzada, correspondra a un estat pur del sistema fisic. Per
tant, si [¢)1) i |1)o) representen estats purs, el principi de superposici6 indica que

O‘|¢>1 + 6|¢2>7 avﬂ S Cv |O‘|2 + |B|2 +2 Re(a*ﬁ(¢1|¢2>) =1,

també representara un estat pur del sistema. Fixem-nos que, al considerar una combinaci6
lineal, si multipliquem « i 3 per nombres complexos de modul 1 (fases) diferents obtindrem un
estat diferent, ja que la fase no es podra factoritzar globalment. Per tant, la fase relativa dels
estats en una combinaci6 lineal és important.

El principi de superposicié és una de les diferencies fonamentals entre les descripcions
classica i quantica d’un sistema fisic. Classicament, una combinacio lineal d’estats no és un
estat fisic. Una particula classica pot estaren x = 1 o en x = 3, perd no podem dir que esta
en una combinacio lineal de les posicions x = 11 2 = 3. La particula pot estar en x = 2, pero
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fisicament aixd no és una combinaci6 lineal amb pesos 1/2 i 1/2 d’estar en els estats x = 1 i
xr=3.

En moltes aplicacions, per exemple en computacié quantica, es consideren sistemes que
tenen més d’una variable de espin. Si, tal com em considerat fins ara, tenim particules de espin
1/ 2,|ﬂ que son les que tenen els operadors associats descrits per les matrius de Pauli, i no ens
preocupem per la descripci6 en I’espai, I’espai de Hilbert és

c2ec? . ¢
pel cas de n graus de llibertat de espin. Si tenim, per exemple, n = 2, I'espai €s de dimensio

complexa 4 i una base, formada pels vectors propis dels operadors S, corresponents a cada
espin, és

O R OO OO o
_ o oo OO+ O

on hem emprat I’isomorfisme amb C*. Un estat qualsevol sera, en aquesta notacio,

a,,7,6 €C, |a?+ 8P+ >+ 16 =1.

2 @R

Un fet cabdal a mecanica quantica és que, quan considera estats que descriuen graus de
llibertat de particules diferents, com €és per exemple 1’espin de dues particules que acabem de
considerar, poden apareixer estats que no es poden descriure com a producte tensorial de estats
de cadascuna de les particules. Aquests estats s’anomenen estats entrellacats i son la causa de
moltes de les aparents paradoxes de la mecanica quantica, a més de jugar un paper fonamental
en moltes aplicacions.

Per exemple, a C?> ® C? I’estat

1 1 1
E(O, 1,—-1,0) = E ((0,1,0,0) — (0,0,1,0)) = E ((1,0) ® (0,1) — (0,1) ® (1,0))

%Si no hi ha graus de Ilibertat de espin es diu que les particules tenen espin 0. A més de espin 0 1/2, a la
Natura hi ha particules de espin 1, 3/2, 2, ...
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no es pot escriure com
a1

(e %1 az) _ | aif
(51) © (52) B frag |’
B152

ja que no satisfa que el producte de la primera i quarta components sigui igual al de la segona i
tercera.
En computacié quantica, un estat de C? s’anomena un qubit (quantum bir), i s’ utilitza la

notaci (é) _ 0. (?) — 1),

i llavors la base corresponent del producte tensorial C* @ C? és

) ©0) = [00) = 10)
0) @[1) = 101) = [1)s,
1) ©10) = [10) = [2)a,
D) @[1) = [11) = [3)2,

on en el darrer pas s’ha emprat la representacio binaria dels enters no negatius. El subindex 2 és
per indicar que estem a C? @ C? = (C?)®? i distingir, per exemple, I’estat |01) = |1), de estat

001) = |1); € C* ® C* @ C* = (C*)%°.

Fisicament, un qubit es pot obtenir com un estat de espin d’un electrd, d’un neutr6 o d’objectes
massius més complicats, com ara atoms, o també com 1’estat de polaritzaci6é d’un foté

No tots els estats quantics son purs. Aquells estats dels quals no disposem de la maxima
informacié quantica s’anomenen estats barreja, i venen descrits mitjangant el que s’anomena
matrius densitat. Una matriu densitat és un operador format per una combinacié lineal de
projectors amb pesos donats per probabilitats classiques. En el cas que sols hi hagi un projector,
1 per tant amb pes igual a 1, s’obté la matriu densitat d’un estat pur. A la Seccid {4|en farem una
breu exposicid.

3.3 Observables

Postulat II. Els observables d’un sistema fisic es representen mitjancant un operador
lineal autoadjunt que actua en 1’espai de Hilbert corresponent.

7Un fot6 té espin 1, perd degut a que té massa nulla sols hi ha dos graus de llibertat implicats, en lloc dels tres
que té una particula massiva de espin 1.
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A diferencia del primer postulat, que estableix que qualsevol vector representa un possible
estat, no tot operador autoadjunt té associat un observable.

Encara que nosaltres no entrarem en la teoria d’operadors, propia de I’analisi funcional, es
pot demostrar que si I’operador autoadjunt és compacteﬁ llavors el seu espectre, el conjunt dels
seus valors propis, és discret, i els valors propis tenen tots multiplicitat finita, amb excepci6
del valor propi A = 0, que pot ser punt d’acumulacié de 1’espectre i pot tenir multiplicitat
numerable.

Donat un observable A, amb operador autoadjunt compacte A que té espectre cr(fl), denota-
rem per |a; «) els vectors amb valor propi a, a on « € I(a) distingeix entre els diversos vectors
propis en cas que el valor propi sigui degenerat.

Hom té les segiients propietats, que constitueixen el teorema espectral per operadors auto-
adjunts compactes:

e Els valors propis a € o(A) sén reals.
e Vectors propis corresponents a valors propis diferents son ortogonals,
(a; alb; B) = da 00,8, (75)

on el 0, p apareix perque aquests vectors corresponen a valors propis d’un altre operador
dins del CCOC.

e Per a qualsevol estat |¢)) de I’espai,

= D tualaa) (76)

aco(A) a€l(a)

on
waoa = <G7O(”l7b> (77)
e El projector sobre el subespai de valor propi a és
Z la; a){a; a. (78)
a€cl(a)

Aquest operador €s autoadjunt i, a més,

P,Py = 04 F,. (79)

e Els projectors P, proporcionen una descomposicio de la identitat,

YoP= > Y laa)aal =1 (80)

aco(A) aco(A) a€l(a)

8Un operador compacte és aquell tal que la imatge de qualsevol conjunt fitat té adheréncia compacte.
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e [’operador Atéla segiient representacio espectral

ZaP—Z Z|aa (a; al. (81)

aco(A) aca(A) a€l(a)

A

Per exemple, per veure (81, podem calcular, per a un estat qualsevol,

dDal |10 = > a > wa)aal || = > > ala;a)(a;alP)

aca(A) aca(A) a€l(a) aco(A) a€l(a)
= Z Z Ala; a)thee = A Z Z Vaala; @) = AJD).
aco(A) a€l(a aca(A) a€l(a)

En termes dels operadors associats a un conjunt d’observables, la condicié de tenir un CCOC
es tradueix en tenir una base comuna a tots els operadors del conjunt, amb vectors identificats
pels valors propis dels diferents operadors, de tal manera que no hi hagi dos vectors de la base
que coincideixen en els valors propis per a tots els operadors del CCOC.

Considerem el segiient exemple, que esta adaptat de [S)]. Si tenim dues particules d’espin
1/2 i sols ens preocupem dels graus de llibertat d’espin, I’espai de Hilbert és C* ® C? i podem
considerar com a base els quatre estats corresponents a vectors propis dels operadors S 8@
Emprant la notaci6 |0) = |+), |1) = |—), que é més habitual en fisicd”| per designar els qubits,
1 posant explicitament un superindex per a distingir els dos electrons, aquests estats son

)V @ [+)® =(1,0,0,0), [+HPe[-)® =(0,1,0,0),
-)® @ [4)@ = (0,0,1,0), )P ®|-)@ = (0,0,0,1),
on les expressions finals sén les de C*. En aquest espai, I’actuacié de Sé” és via el producte

tensorial d’operadors S S) ® I, que en termes de matrius €s el producte de Kronecker de les
matrius 2 X 2 corresponents,

GO g (L 0 (1 0y R ((1) (1)> 0 A (1)(1) 8 8
: S 2\0 —1 01) 2 o _(LOy] 2|00 -1 0
0 1 00 0 -1

9Perd no en computacié quantica, on |£) = 1/v/2(]0) + |1)) sén els estats propis de S,.
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i hom pot comprovar que

. . h

S & 1) 1) @ — M ©))

W e O |10 @ |+ = 11O @ [+)@,

. . h

S & [(2) M & V@ — VM) g V@)

W& O |10 @)@ = 21+)® & |-,

. . h

S & )| _y@) @ 2 _\®m 2)
W g 1O | e [4)® = ~Z|-)V @ [+)®,
N A h

S & 1@ VD) o 1-y@2) — 2y & |-\ (2)
Do [® |0 e |-)® = 2|0 @] )@,

tal com ha de ser. De la mateixa manera, I’operador 5% actua com

1 0 0 0

o rlo -1 0 o0

(1) o o) D

Fres =510 0 1 0
00 0 -1

Podem ara considerar I’operador que mesura la component en la direccié z de I’espin total del
sistema, S Wig @, que en aquesta representacio sera

~ A ~

S, =SV eI®4+1Wgs? =

o O O St
o O OO
o O OO

o O O

—h

Aquest operador té valors propis 7, 0, 0, —A 1 per tant el valor propi nul €s degenerat. L’ operador
S. tot sol no constitueix per tant un CCOC per al sistema d’espin dels dos electrons. Hem de
buscar per tant un altre observable que sigui compatible amb aquest 1 que trenqui la degeneracio.
Ja sabem que els corresponents S, i .S, no seran observables compatibles amb 5., donades les
regles de commutacid dels operadors d’espin. Resulta que 1’observable que si que és compatible
amb S és el que s’anomena I’espin total, o millor dit, el seu quadrat, donat per S* = S2+ 52 +
S2, amb operador associat

S? =524 52+ 52
= (W @I® 4+ JO g §®)2 4 (

~ ~

1 7(2 (1 2)\2 A(1 7(2 r(1 G(2)\2
W@ 1® 4+ 108+ (SP eI+ 1V g SP)2

(82)
Hom pot veure que
2000
A 01 10
S=r10 11 0 83)
00 0 2



que té valors propis 2h%, amb multiplicitat 3, i 0. Els vectors propis normalitzats sén, respecti-
vament,

v; = (1,0,0,0), S?%=2#h?
1 1
(0,1,1,0) = —((0,1,0,0) + (0,0,1,0)), S* = 2h?,

G V2
1 1
=—(0,1,—1,0) = —((0,1,0,0) — (0,0,1,0)), S?=0,
Us ﬂ( ) \/5(( ) —( )

vg = (0,0,0,1), 5% =2h%

Si ara ens fixem en S, veiem que el vector v; t€ S, = h, mentre que v, t€ S, = —h. Per la
seva banda, els vectors vy 1 v3 tenen el mateix S, = 0, que era el subespai invariant de S”Z de
dimensi6 2, perd aquest vectors tenen valors propis diferents de S2. Per tant hem pogut trencar
la degeneraci6 dels vectors propis de S., i tenim el CCOC

CCOC de dues particules d’espin 1/2 = {S?, S.}.
Podem llavors identificar els quatre vectors com

v =[S, = h, S% =2h?), vy =S, =0,5%=2h7),
v3=19,=0,52=0), vy =]|S.=—h,5%=2h%.

En fisica, perd, s’acostuma a utilitzar la notaci6 |/, m), on [ indica que S? té valor [(I + 1)h?
i m que S, té valor mh, posant a més primer el valor associat a S

V1 = ‘1,1>, Vg = ‘1,0>, V3 = ‘0,0>, Vg = ‘1,—1)

Fixem-nos que per a un [ donat, m agafa els valors enters entre —[ i +/. Aix0, juntament amb
el fet que S? tingui valors de la forma [(I + 1)R? amb [ = 0,1/2,1,3/2,2, ..., forma part de
la teoria general del moment angular en mecanica quantica, que nosaltres no veurem pero que
podeu trobar, per exemple, a la Secci6 2.5 de [5]].

Els resultats obtinguts tenen la segiient explicaci6 intuitiva. Quan combinem dues particules
de espin 1/2, amb valors de S, = £h/2, es poden obtenir estats de espin / i de espin 0. L’estat
de espin 0 té projeccié 0 en totes les direccions, mentre que els estats de espin A tenen tres
possibles projeccions en una direccié donada, h, 01 —Ah.

Tal com hem remarcat diverses vegades, els operadors associats als observables de posi-
cid 1 quantitat de moviment no tenen espectre discret i per tant no es poden fer encabir en
aquest formalisme siné que el marc dels espais de Hilbert s’ha d’ampliar per poder considerar
distribucions. Aix0 porta al formalisme dels espais de Hilbert equipats que ja hem esmentat.
Nosaltres, pero, no hi entrarem, 1 en els casos que calgui utilitzarem integrals sobre els valors
propis sense donar més explicacions, sabent que les manipulacions 1 resultats corresponents es
poden justificar rigorosament.
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Aixi, si I’operador A té espectre continu, I’equivalent a és
9= [ 403 b i) ta = (aiale),
a(4) a€cl(a)

on hem suposat que la possible degeneraci6 dels valors propis d’ A és discreta, mentre que
esdevé
A= / aP, da.
o(A)

Per exemple, si A=X, la representacid espectral sera, suposant que X és un CCOC per al
nostre sistema,

—+o00
X=/ yly)(y| dy,

que podem comprovar que dona el resultat correcte, ja que

X|¥) = /+my!y>‘11(y) dy

[e.o]

i llavors
—+oc0o

mﬂmz[mmmwwwz/ Wy — D)Wy dy = 2 (a), (84

o0 —0o0

que recupera I’actuacié de I’operador X en representacié de posicions.

3.4 Resultats de mesures

~

Postulat III. Sigui un sistema que es troba en un estat descrit per |¢)). Si portem a terme
la mesura de 1’observable A en aquest sistema, el resultat sols pot ser un dels valors
propis a de I’operador A, i aquest és un procés aleatori. Si I’operador té descomposicid

espectral
i=Y ap,
aca(A)

~

llavors la probabilitat d’obtenir el valor a € o(A) és

P(A = a;9) = ||PJy)]*.

Com que P, és autoadjunt i idempotent, P?> = P,, la probabilitat d’obtenir a es pot re-
escriure com

P(A = a;y) = (Pap|P) = (W|P3Y) = (|P) = ($|Paly). (85)
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Emprant la forma explicita de P, tenim llavors

P(A=ay) =@l | D lsa)aal | )= > (Wlaa)laalv) = > [Yul’, (86)

a€l(a) a€cl(a) a€l(a)

que, per al cas de valor propi a,, no degenerat amb vector propi |u,, ), recupera el resultat P(A =

a; ) = [vhn*, amb by = (un1)).

El valor esperat d’un observable A en I’estat |1)) és

(A)y = Y aP(A=a9) =Y al|Pv) = (] Y aPulth)

accA accA accA
= (Y| Alp), (87)

on en el darrer pas hem usat la representacio espectral d’A.
Si en lloc de calcular la probabilitat d’un valor especific volem la de que A prengui valors
en un cert conjunt A € R tindrem

PAeAiy)= Y PA=ap)= >  (@P). (88)
aeAna(A) a€ANo(A)

Per a operadors amb espectre continu utilitzarem integrals en lloc de sumes alla on calgui.
Per exemple, si A = X, amb o(X) =Ri A C R, tindrem

P ¥) = |z) (x| |¥) = |z){z|¥) = ¥(z)|z),
1 llavors
PA|\I/>:/Ad:ch\\II>:/Adx ()|,
Per tant
P(X € AW0) = ||Pa|D)[|* = (PAY|PAY)

/dx/dy (Y| ()T (2)|2) = /dx/dyllf 2){ylz)
— [ @ [ @y @@ty -0 = [ v - /A de [0 (2)

que proporciona la interpretacid ja coneguda de la funcié d’ona.

A T’igual que passava amb la discussié elemental, si tenim dos observables A i B les distri-
bucions dels valors aleatoris que s’obtenen al mesurar els dos observables en un cert estat tenen
desviacions tipiques 0 4(¢) i 05(1) el producte de les quals esta fitada inferiorment pel principi
d’incertesa de Heisenberg,

oa(W)os() > 3 [(WI1A, Bllu)| (39

Excepte pel canvi de notacié en el producte escalar, la demostracié és la del Problema 23] i
no la repetirem aqui. El Problema (38| discuteix la qliestié de com trobar estats que saturin la
desigualtat.
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3.5 Reduccio de ’estat

Hem vist que els resultats que es poden obtenir al mesurar un observable son els valors propis
de I’operador associat a ell. En molt casos la propia observacié destrueix 1’estat. Per exemple, si
detectem un electr6 mitjancant un procediment que fa que sigui capturat per una certa molecula,
esta clar que el sistema resultant és totalment diferent del constituit per I’electré abans de la
mesura, amb observables diferents, i en aquest sentit ha quedat destruit. En altres casos, pero, és
possible tenir un sistema amb els mateixos observables i per tant amb el mateix espai de Hilbert.
Per exemple, podem mesurar el valor de S, amb un experiment de Stern-Gerlach que fara que
I’electrd es desvii en un sentit o altre 1 segueixi sent I’electr6 amb el mateix CCOC. Podem
alhora bloquejar els electrons que donen, per exemple, S, = —/h/2, de manera que puguem
estar segurs que els electrons que surten de I’aparell de Stern-Gerlach son els que han donat
S, = +h/2. Direm que aquesta és una mesura filtrant per al valor S, = +5/2. En aquest segon
cas la mecanica quantica diu quin és 1’estat del sistema en referéncia a 1’observable mesurat.

7

Postulat IV. Si mesurem I’observable A en I’estat |¢)) de manera no destructiva, filtrant

~

per al valor a € o(A), I’estat del sistema pateix una reducci6 o collapse i esdevé

1
———— P, |v).
|| Eal)] i

Per tant I’estat €s projectat sobre el subespai corresponent al valor propi a. Com que aquesta
projeccié no conserva la norma, hem de dividir per la norma del resultat per seguir tenint un
estat unitari.

Considerem, per exemple, la mesura no destructiva de I’espin d’una particula d’espin 1. En
aquest cas els possibles resultats de mesurar 1’espin en una direccié qualsevol sén +h, 01 —h,
que seran els valors propis de I’operador associat a aquest observable, que sera una matriu com-
plexa 3 x 3 que no necessitem en aquesta discussié. Anomenant |S,,+1), [S.0) i |S,, —1) els
vector propis de I’operador que mesura I’espin en la direccid z, tindrem que un estat qualsevol,
suposant que el CCOC esta format sols per 5., sera de la forma

[¥) = alS., +1) + B1S,0) + 715, -1), o + 8] + [y[* = 1.
Si ara efectuem una mesura filtrant per al valor S, = +h, tindrem
P+ﬁ/|¢> = (|SZ’+1><SZ’+1|)|¢> = |SZ’+1><S%+1|¢> = a|527+1>7

1 I’estat resultant de la mesura sera

Pyylv) o
W) Y gy
O = Pl ~ Tal Y
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Comentari sobre els estats barreja i els observables amb espectre continu.

En aquest mateix exemple que acabem de veure, si filtrem per a dos valors del resultat, per exem-
ple per a £h, el resultat és una barreja estadistica classica dels estats purs |S,,+1) i |S,,—1) i
no és un estat pur. Cada particula que surt de 1’aparell de mesura té un valor ben definit de S.,
amb probabilitats |a|*/(Ja|* + |y|*) pera S, = +hi |y]?/(|a|? + |y]?) pera S, = —h, i aix0 és
diferent del cas d’una particula en 1’estat pur (no normalitzat)

|of” il
P+ P o e Y

que és una superposicio dels dos estats. Tal com hem esmentat, aquests estats barreja s’han de
descriure mitjancant matrius de densitat.

Per al cas d’observables amb espectre continu, com que els estats propis no son funcions de
L5 no es pot dividir per la norma de I’estat. De fet, aquests estats propis son idealitzacions de la
situacid experimental on, per exemple, si diem que hem mesurat X = x; en realitat volem dir
que X té un valor en 'interval (xy — €, xo + €), amb ¢ > 0 depenent de la precisié de 1’aparell.
Com que estem llavors filtrant per a valors en aquest obert 1 no per a un valor tinic, anem a parar
de nou als estats barreja.

3.6 Evolucio temporal. Transformacions unitaries

Tot seguit presentarem 1’equacié de Schrodinger en la notacié de Dirac i veurem algunes pro-
pietats de la solucié i, en particular, el paper que els operadors unitaris juguen a la mecanica
quantica.

r

Postulat V. Entre dues mesures els estats purs segueixen sent purs, i evolucionen segons
I’equaci6 de Schrodinger

. d 3
ih [9(8)) = H()[¢(1)).

L’ operador autoadjunt H és I’operador associat a I’observable energia (total) del sistema
descrit per I’estat.

A diferencia de la Regla 5 donada en la presentacio elemental de la seccid anterior, aqui
tenim un estat qualsevol, que pot fer referencia a qualsevol CCOC. Per exemple, si el nostre
CCOC conté sols I’espin d’una particula d’espin 1/2 i situem la nostra particula en un camp
magnetic constant i uniforme de magnitud By en la direccid z, I’operador Hamiltonia és

F[ = —’)/Bogz

on v és una constant que depen de la particula. L’equacié de Schrodinger per a aquest sistema

és llavors
G )G et o
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Si el nostre CCOC és la posicié d’una particula de massa m en una dimensid, sotmesa a un
potencial independent del temps, sera

i llavors
P2
1h—|‘11( ) = (2— +V(X )) [W(2)).
Si treballem en la representaci6 de posicions P = —ihd,, X = z, (x|U(t)) = U(t, z). Actuant
amb (x|, el membre de ’esquerra és

ih<x|% () = ih%mw(t» _ ih%\l/(t,x),

on hem emprat que els estats |x) sén independents del temps. El membre de la dret esdevé
P2
(] (2— +V(X )) W(t))

que, per definici6, és I"actuaci6 de H = % +V(X) en representaci6 de posicions sobre ¥ (¢, z:),

H,U(t,x) = (—%&3 + V(:c)> U(t,z),

1 igualant les dues expressions recuperem 1’equaci6 de Schrodinger del tractament elemental.
La integracié de I’equacié de Schrédinger en un obert |t — ty| < € de ¢ a partir d’un estat
inicial [¢(¢y)) dona lloc a

(1)) = U(t, to) (ko)) 1)

on U verifica la condici inicial R
Ulto, to) = L. (92)

L’ operador U s’anomena operador d’evolucioé temporal o propagador.
Substituint (91)) a I’equacié de Schrodinger s’obté

i dU“ O 10) 1)) = BT (1 0) (6(10))),

d’on en resulta la segiient equacio6 per a I’operador U,

AU (t, t)

ih
RAT

= H(t)U(t, ). (93)
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L’equaci6 diferencial (93)) juntament amb la condici inicial (92)) és equivalent a I’equaci6 inte-
gral

. t
Ult,tg) =1 — %/ dt’ H{t"U (', t). (94)

to

De [¥(t3)) = Ults, t1)[00(t1)), [¥(ts)) = Ults, t2)[t0(t2)), [(ta)) = Ulta,t1)[t(t1)), es

dedueix la llei de composicid
Ults, ty) = Ults, t2)U(ta, t1). (95)
Posant llavors t3 = t; = to, to = t s’obté
I =Ulty, t)U(t, to),
1 per tant aquests operadors son invertibles, amb
Ut to) = Ulto, t). (96)
Com que I’equaci6 de Schrodinger conserva la norma, haura de ser també que

1Tt to)) [ (ta)) > = ([ (k)]

és a dir, U és una isometria. En un espai de Hilbert tota isometria preserva el producte escalar,
i per tant, donats dos estats 1) i |¢) arbitraris,

(Blw) = (Ut to)B|U (L, to)¥) = (S|UT(t, t0)U(t, to)),

d’on deduim que R R
Ut(t,to)U(t, to) =L, (97)

i per tant que U és unitari R .
U1 (t,t0) = U7 (¢, to). e

La solucié de I’equaci6 integral pot fer-se mitjancant el procediment iteratiu de Neu-
mann, i el resultat es pot expressar de manera compacta mitjancant 1’operador d’ordenacié
temporal de Dyson (vegeu, per exemple, la Secci6 1.4.5 de [3]), perd en el cas que H sigui
independent del temps hom pot anar directament a (93), que en ara és

A

dU(t, to)

i
BAED

= HU(t, ),

1 calcular-ne directament la solucio,

~

Ult, to) = exp (—%(t - to)ﬁl> C.
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La constant d’integracié C és, en aquest cas, un operador, 1 I'hem de posar al darrera perque
podria no commutar amb H.Com que U (to, to) = I, resulta, perd, que C=Ti

U(t, to) = exp (—%(t — to)ﬁ) . (99)

Hom té per tant que U (¢, t,) és, de fet, funci6 de t — to. Si denotem U (t,to) = U(t — ty), les
diverses propietats del propagador s’escriuen, en aquest cas, com

Uty + ta) = U(t)U (1), (100)
U0) =1, (101)
Utt) = U(—t) = U (1). (102)

De la primera d’aquestes relacions es dedueix, a més, que
[U(t1), U(tz)] = 0. (103)

Emprant i , la soluci6 de I’equacié de Schrodinger per a aquest cas de H indepen-
dent del temps sera

(8)) = e HTO M (1)), (104)
Siara |W(ty)) satisfa ’equacié de Schrodinger independent del temps amb valor propi E,
H|¥(to)) = E|¥(ty)), (105)

tindrem qu

i

(1)) = e 7T |y to)),
i vegem llavors que |W(%)) és un estat estacionari per a tot ¢,

i ~ i

HIp(t)) = e i OF g (tg)) = e 7P Bl (ty)) = Bl (t)). (106)

Tornem ara al cas general i considerem un observable A(t) qualsevol, que admetem que
pugui variar en el temps. Sigui un estat qualsevol [¢)(¢)) i calculem la derivada temporal del
valor esperat de 1’observable en aquest estat,

(A w = OIAD().

Tindrem
(AWt = COIAMR) + WO S AW 00 + O] So0)

= (L HEROLAW ) + 0)]5 AD ) + WD A ()

i A

= ;.LW(t)I(H(t)fl(t) —AMH®)[ (1) + (¥ (t) %fl(t)ltb(t))-

1Per veure-ho, expandiu I’exponencial en série i vegeu que després d’actuar sobre I’estat es recupera 1’expo-
nencial amb H — FE.
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Per tant

i1 (AW wo = WOIAD), BOIR) + 0| ADWE). 107

Aquest resultat, en el cas particular quan 1’observable A és una variable de 1’espai de fases
classic, A(t) = X, o A(t) = P,, es coneix com a teorema de Ehrenfest.

Direm que A(t) és una constant del moviment si el seu valor esperat en qualsevol estat és
constant. D’acord amb (107)), aixo és equivalent a que

ih%fl(t) +[A(t), H(t)] = 0. (108)

Aquest resultat és 1I’equivalent quantic del resultat classic que, si tenim una funci6 de I’espai de
fases A(q,p,t), la seva variacid en el temps és % = % +{A, H} iper tant que % = 0siisols
si %+ {A,H}=0.

Sl H ¢és independent del temps, llavors és una constant del moviment en mecanica quantica
(i, Obviament, també en mecanica classica!), ja que [H, H] = 0.

Hem vist que la translaci6 en el temps, €s a dir, el procediment per obtenir Iestat en temps
t a partir de I’estat en temps ¢, ve donat per un operador unitari U (t,t0), que en el cas de ser H
independent del temps és, amb t — ty = 7,

Ulto+7,t) = e —rH

També hem vist (Problema[16)) que el generador de les translacions a ’espai és

on a és la distancia. Aquest també és un operador unitari, ja que

~ ~

i P i T N
U);l(a) — phaP _ haPl _ <6haP) _ ;r((a).

Aquest és un fet general: en mecanica quantica les transformacions entre estats (llevat del
collapse de Iestat en fer una mesura) venen descrites per operadors unitaris, que son els que
conserven la norma o, equivalentment, el producte escalar. Si U és unitari, UTU = T, llavors

({UY|Ug) = (|UTT¢) = (¢]6).

En el cas de les transformacions associades al grup de Galileo, com ara les translacions en el
temps o I’espai que hem vist, perd també a les rotacions 1 als boosts Galileans, els operadors
unitaris corresponents son exponencials que contenen la unitat imaginaria, un factor £1/h,
el parametre de la transformacié i un operador autoadjunt. Aquest és, també, un fet general:
I’exponencial imaginaria d’un operador autoadjunt és un operador unitari. Podeu trobar més
exemples d’operadors unitaris en el Capitol 2 de ([S]).
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Problemes

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

Escriviu la relaci6é de completesa per als operadors de espin S, i S'y, comproveu-les en
cada cas. Verifiqueu també que els operadors de projeccié que heu obtingut sén realment
projectors.

Obtingueu, partint de (69), la relacié de completesa per als estats propis d’un operador
autoadjunt qualsevol en representacié de moments.

Deduiu, directament de (69)), I’expansi6é d’una funcié d’ona qualsevol en termes de les
funcions d’ona propies d’un operador autoadjunt.

Demostreu que, en la representacié de moments, I’operador P actua multiplicant per p,
B¥(p) = p¥(p),
emprant un metode diferent del del text.

Demostreu que

+00 R

<H@=/ p|¥(p)* dp,
— 0o

on U és la transformada de Fourier de U. Aixd justifica anomenar ¥ la funcié d’ona

a I’espai de moments, perque la funcié de densitat associada és la que permet calcular

mitjanes en 1’espai de moments.

Demostreu que els projectors donats per (/8) satisfan la relacié (79). Calculeu el seu
espectre 1 vegeu que son autoadjunts.

Considereu el sistema de dues particules d’espin 1/2, amb el CCOC donat per { S, S§2)}.

Calculeu el projector sobre els estats amb S = h/2. Sigui lestat |¢)) = 1/4/2(0,1, —1,0).
Calculeu I’estat resultant de mesurar Sﬁl), sabent que el resultat de la mesura és +7/2.

Demostreu, repassant la demostracié del Problema 23] que la condicié per a que un estat
|1)) saturi la desigualtat del principi d’incertesa de Heisenberg és que existeixi un A € C
tal que |¢) sigui un estat propi de A + iAB. Apliqueu-ho al cas A = X, B = P i
recupereu les funcions d’ona Gaussianes.

Calculeu la matriu associada a 52 per al sistema de dues particules de espin 1/2, i també
els seus vectors i valors propis.

Escriviu les representacions espectrals dels operadors S. 152 de dues particules de espin
1/2, emprant la notacié de vectors de C*.

Integreu 1 comproveu que la norma de I’estat es manté constant en el temps. Repetiu
el calcul suposant que el camp magnetic uniforme varia en el temps.
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42.

43.

44.

45.

Suposeu una particula d’espin 1/2 que es troba en t = 0 en I’estat de valor propi —h/2
de S,. Calculeu I’estat en un instant de temps ¢ > 0 qualsevol suposant que esta sotmesa
a un camp magnetic uniforme en la direccio y.

Demostreu que si H és independent del temps i ¢ (¢) és un estat estacionari llavors

q dA
a(A(?f)>w(t) - <E>w(t) '

Escriviu (107) pels casos A(t) = X i A(t) = P per al Hamiltonia H = ;- P? + V(X), i
interpreteu el resultat (teorema de Ehrenfest).

Considereu 1’espai de Hilbert C? i un observable A que té associat I’operador autoadjunt

Sigui també Iestat 1)) = 1/4/3(1, 1,1).
(a) Calculeu els vectors 1 valors propis d’ A, i escriviu la seva descomposicié espectral,
posant explicitament la forma dels projectors.

(b) Calculeu la probabilitat de que al mesurar A en ’estat |¢)) doni zero. Suposant que
s’obtingui aquest valor, digueu quin és I’estat resultant de la mesura.

(c) Calculeu el valor esperat d’ A en ’estat |1)).

(d) Suposeu que el Hamiltonia del sistema és H = a(fl + v/2I), o > 0. Calculeu els
estats estacionaris del sistema.

(e) Calculeu I’estat |1(t)) que en t = 0 coincideix amb |[1)).

46. Sigui un sistema amb espai d’Hilbert C* i amb Hamiltonia

0 i 1
H=—|-1 0 0],
V2\1 00

on « > (0 és un parametre amb dimensions d’energia.

(a) Calculeu els estats estacionaris del sistema i la seva evolucié temporal.

(b) Sigui A un observable amb operador

R 1 0
A=10 0
0 0 3

0
1

Y

i sigui I’estat 1)) = 1/3 (1,2, —2i). Calculeu la probabilitat de que al mesurar A en
’estat |¢)) s’obtingui el valor A = 1.
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(c) Calculeu la mateixa probabilitat de I’apartat anterior perd ara fent la mesura sobre
I’estat que s’obté en fer evolucionar |¢)) des de ¢ = 0 fins a

t_ﬂ'h
C2a’
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4 Estats barreja: matriu de densitat

En aquesta seccié veurem de manera molt rapida el formalisme de la matriu de densitat per
descriure els estats barreja. Podeu trobar una presentacié elemental en I’ Apendix C de [5]], i una
de molt més completa a la Secci6 2.7 de [4]].

Com ja hem indicat, un estat pur descriu un sistema del que es disposa de la maxima in-
formaci6 possible. Quan aquest no és el cas tenim un estat barreja, pel qual hom coneix les
probabilitats p;, ps, . . . de que estigui en els estats purs [¢1), |[t)9), . . ..

L’ objecte matematic per descriure els estats barreja, i que generalitza el Postulat I per als
estats purs, €s la matriu (o operador) de densitat, que és un operador de la forma

p=D |0umpu(tul, (109)
w

on p,, és la probabilitat de trobar el sistema en ’estat pur [¢,,), i a on la suma pot ser finita, una
serie infinita o, en el cas d’un continu d’estats, una integral. En qualsevol cas, 1 en aquest sentit

generalitzat de la suma,
Z pu=1. (110)
o

Els estats |¢,,) son arbitraris i no formen necessariament un conjunt ortonormal.
Com que una matriu de densitat és una suma d’operadors de projeccié |t,,)(1,,| amb pesos
Dy, €s formalment un operador autoadjunt,

(111)

I
>

Donat un estat |¥) qualsevol hom té

161 P)][* = Zpupu V) (1) (| 0) = D (D0 O) | ([ 2),)

2l

< Z 1P D)l P WY | = D pup| (W O )], (112)
v 2l

on hem utilitzat Cauchy-Schwarz i la normalitzacié dels estats [¢,). Separant les dues sumes
que apareixen a (I12)) tenim

U)|* < (Zml (u ) ) < Zpﬂ (Ll W)|* < Zm (WulT)* = (W|p|w), (113)

on hem utilitzat primer que tots els termes creuats del quadrat de la suma son positius i després
que 0 < p, < 1. Com que

161 D) |2 = (9] p¥) = (V|5 T) = (W] P) (114)
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arribem a que
p° < p, (115)

d’on, a més, degut a que 5> = /' p és un operador no negatiu,
p>0. (116)

Sigui {|¢;)} la base de vectors propis de 1’operador autoadjunt p. Tenim llavors que

M>me ZZM%WW)
—Zpqu (uldi)? Zpu 1—2%—1 (117)

Cal fer notar que els rangs de les sumes en ¢, j, ... corresponents als elements de la base 1 els
de les sumes en p, v, ... de les probabilitats i1 estats que apareixen en la definicié de p sén, en
general, diferents.

Deixant de banda els possibles problemes de convergencia de les sumes infinites, les propi-
etats (TT1)), (1T6) i (I17)), és a dir, operador autoadjunt, semidefinit positiu i de traga igual a 1,
son propietats que fan que un operador p en un espai de Hilbert sigui una matriu de densitat 1
descrigui per tant un estat barreja.

Si denotem per p; els valors propis de p, s’haura de verificar que p;, > 01 ), p; = 1, de
manera que p; < 11 Y, p? < 1. Per tant

S < (118)

De fet, el valor igual a 1 sols pot assolir-se si els p; son tots nuls excepte un, i en aquest cas p té
una representacié espectral

p =)ol (119)

amb |¢) I’estat propi amb valor propi 1. Veiem aix{ que, en aquest cas, 1’estat barreja és, de fet,
I’estat pur |¢), i la matriu de densitat és un operador de rang 1. Els estats purs es poden, per
tant, tractar també amb el formalisme dels estats barreja.

Suposem que tenim un observable qualsevol A, amb base ortonormal corresponent {|p;)}.
Els elements de matriu de 1’operador p en aquesta base son

Pij = <99i|:5|90j> = (il Z|¢u>pu<wu||90j> = Zpu<%|¢u><¢u|@j>' (120)
p I

Les quantitats reals

pii = > pul($uldn)] > 0 (121)
I

59



s’anomenen les poblacions de I’estat barreja en 1’observable A, mentre que les quantitats, en
general complexes, p;;, ¢ # j, s6n les coheréncies.

La descomposicié d’un estat barreja en termes de combinacions de projectors no €s unica.
Sigui per exemple un aparell que prepara particules d’espin /2 en estats amb S, = h/2 i

S, = h/2, és adir,
1
) = G) L ) = (é) ,

en proporcions p; = 24/31 1 p; = 7/31, respectivament. La matriu densitat d’aquest estat

barreja és
.24 11 7T (1 1 /19 12
0—3—15(1)(1 1“5'(0)“ 0)—5(12 12>- (122

Els valors i vectors propis normalitzats d’aquesta matriu s6n

p= 1o =(52).
=, s = (;?}/55) . (123)

Emprant la descomposici6 espectral de p, també podem escriure 1’estat barreja com a

B 0 () s w0 o

que no té, pero, la interpretacid fisica en termes dels estats preparats pel dispositiu original,
estats aquests que no eren ortogonals.

Anem ara a generalitzar el Postulat III, que fa referéncia a les probabilitats d’obtenir un
cert valor quan es mesura un observable (el Postulat II, que tracte dels observables, no s’ha
de canviar per poder descriure els estats barreja). Per la mateixa interpretacié de la matriu de
densitat, la probabilitat de que al fer una mesura de I’observable A sobre un sistema descrit per

la matriu de densitat p doni a € o(A) sera la suma de probabilitats de que doni aquest valor per
a cada estat pur amb pesos donats per les probabilitats classiques de la barreja,

P(A=a,p) =Y P(A=a,1) =3 pull Pl (125)
j o

on P, és el projector sobre el subespai de valor propi a de 1’operador A. Hom pot veure que, tal
com ha de ser,

Y PA=ap) =1 (126)
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El valor esperat d’un observable A amb operador autoadjunt A per a un estat descrit per la
matriu de densitat p = 3 p,.|1,) (1| sera la combinaci6 dels valors esperats en els estats [1),,)
amb els pesos classics p,,:

(A)p =Y pulAy, = D pultul Al). (127)

Si escollim una base ortogonal qualsevol {|¢;)}, tindrem

tr(pA) =Y (@ilpAld) =D (1] > pultbu) (Wl pAl )

l l

=D Pl A o (i) =D pull Al (128)
l H

I

on hem emprat que la base {|¢;) } proporciona una resoluci6 de la identitat, > ,|¢;) (¢;| = L. Per
tant .
(A), = tr(pA). (129)

Anem ara a discutir en quin estat queda un estat barreja descrit per la matriu de densitat p
quan es porta a terme la mesura d’un observable A.

Suposem que la mesura d’ A déna el valor propi «a, i que el subespai corresponent a aquest
valor propi té dimensi6 1, de manera que el projector corresponent és P, = |a){(a|. L’estat
resultant sera llavors ’estat pur |a), que, en termes de matrius de densitat, és

paa = la)(a] = P,. (130)

Hom pot re-escriure aixo d’una manera lleugerament més complicada que permet la generalit-
zacid posterior,

PPy FPuphy
tr(P,pP,) t(pP,)’

on a la darrera expressié hem utilitzat la propietat ciclica de la traca i P? = P,. Malgrat la
seva aparent complexitat, és igual a |a)(a| i no depeén en absolut de I’estat barreja. Aquest
és, de fet, un cas més senzill que el Postulat IV pels estats purs, a on considerem que P, no és
necessariament un projector de rang 1. Si el subespai de valor propi a té dimensié més gran que
1, el resultat de mesurar A sobre p dona, en general, un estat barreja que depén de com I’aparell
de mesura afecti als observables que formen, juntament amb A, un CCOC. Podeu consultar la
Secci6 2.8 de [4] per a més detalls.

Ens queda finalment presentar 1’equivalent del Postulat V pels estats barreja. Donat que la
matriu densitat esta escrita en termes d’estats purs de I’espai de Hilbert, la seva evoluci6 en el
temps quedara determinada per la d’aquests, i és facil demostrar que

dp(t)
dt

(131)

PAa =

ih——= = [H(t), p(1)]. (132)
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Problemes

47.
48.
49.

50.

S1.

52.

Demostreu (126)).

Demostreu (131)).

Demostreu 1} 1 que, en termes del propagador U,
pt) = U(t, to)p(to)UT (t, ).

Suposem que tenim tres observables A, B i C' sobre un mateix espai d’Hilbert, amb es-
pectres discrets i no degenerats. Preparem el sistema en un estat |ag) propi d’ A. Calculeu,
suposant que entre les mesures 1’estat roman invariant,

(a) La probabilitat de que la mesura de C' doni ¢; si previament s’ha fet una mesura de
B que filtre per al valor b;, és a dir que fa que 1’estat passi a ’estat pur |b;).

(b) La probabilitat de que la mesura de C' doni ¢; si previament s’ha fet una mesura ideal
de B que no filtre per a cap valor dels resultats. Com és 1’estat que s’obté després
de mesurar B? Aqui ideal vol dir que I’aparell que mesura B tracte per igual tots
els possibles resultats.

(c) La probabilitat de que la mesura de C' doni ¢; si no es mesura B. Es aquesta proba-
bilitat igual a la del cas anterior?

Podeu pensar un sistema senzill que implementi aquestes situacions?

Sigui p una matriu de densitat en un espai de Hilbert de dimensié N. Demostreu que
I’entropia de von Neumann

5(p) = —t(plogp)
esta fitada per log NV, i demostreu que hi ha un Unic estat que satura aquesta fita.
Una matriu hermitica qualsevol en un espai de Hilbert 2-dimensional H es pot escriure

com B
M=al+b-7,

ono;, 1= 1,2, 3, s6n les matrius de Pauli, a € R i b€ R3,

(a) Quines condicions s’han d’imposar sobre a i b per a que M sigui una matriu de
densitat? I per a que, a més, tingui rang igual a 1?

(b) Sigui un estat pur | V) € H. Calculeu a i b per a la matriu densitat de rang 1 donada
per p = [W)(¥|.
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5 Quatre algorismes quantics

Veurem tot seguit quatre algorismes quantics que illustren els conceptes basics de mesura, su-
perposicio 1 entrelligament de la mecanica quantica. En tots els casos 1’espai d’Hilbert €s un
(C?)®", i els operadors sén per tant sempre matrius complexes amb les dimensions que perto-
quin. Els tres primers son els algorismes de computacié quantica més simples (algorisme de
Deutsch, algorisme de codificacié super-densa i algorisme de teleportacid), mentre que el quart
és I’algorisme de deteccié de bombes d’Elitzur-Vaidman.

5.1 DL’algorisme de Deutsch

Sigui f una funcié del conjunt {0, 1} en si mateix. No coneixem I’expressié explicita de la
funci6 pero si que tenim una caixa negra que ens I’avalua. El problema que volem resoldre és
esbrinar si la funci6 és injectiva o no.

Classicament, per solucionar aquest problema haurem d’utilitzar la caixa negra dues vegades
per a calcular f(0) i f(1) i veure si dona el mateix o no. L’algorisme de Deutsch (1985) permet
utilitzar la caixa una unica vegada sobre un estat quantic format per dos qubits.

L espai d’Hilbert és C? @ C?, i si aix0 representa la projecci6 dels espins de dues particules
d’espin 1/2 en la direcci6 z, ’observable d’aquests dos espins tindra operador associat donat
per S w82 (aixo és diferent de la projecci6 de I’espin total en la direccio z, S.).

Representarem per |0) i |1) els estats amb valor propi +%/2 i —h/2 de cadascun dels opera-
dors, i la particula a la que corresponen quedara clara segons la posici6 en el producte tensorial.
En el producte tensorial d’estats suprimirem el ®; per exemple, escriurem |0)|1) en lloc de
0) @ [1).

L’algorisme de Deutsch utilitza dues transformacions unitaries. Una d’elles, que és omni-
present a computacié quantica, és

1 /1 1
=y h)

que actua a I’espai de cada particula i que, de fet, representa el canvi de base a la de vectors
propis de S,. La matriu donada actua sobre la representaci6 dels estats a C?,

de manera que

1
HI0) = —2=(10) + 1)) = |+,
H|1) = (o) — 1)) = |-,

Sl

2
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on hem introduit la notacié |+) per designar els vectors propis de S, Aquesta transformacié

verifica, a més, que H? = .
L’altra transformacio €s Uy, definida per

Urlo)ly) = [2) [y © f (),

on & és la suma a Z,. Sobre els elements de la base,

Ul0)]0) = 10 |£(0)),
Uyl0)[1) = [0} [1 @ £(0)),
Ur|1)[0) = [1) 1 £(1)),
Uy D) = [1) 1@ f(1)).
L’algorisme comenga amb el sistema en ’estat inicial |¢)9) = |0)|1), i després 1i aplica

successivament les transformacions H ® H, Uy 1 H ® I. La mesura de I’estat final del primer
qubit respon llavors a la pregunta de si f(0) = f(1) o no.
El primer pas proporciona

1) = H @ H|¢o) = H[0) H|1) = %OO) + |1>)7(|0> 1)

RN I AR )
- A AN

En el segiient pas hem de calcular termes de la forma

0) — 1) et
PP = a1~ 1@ fa)

=

U
f\/—|
on hem utilitzat que Uy|2)|0) = |z)|f(x)) i Ug|z)|1) = |x)|1 & f(x)). A més

0) = [1) sif(z) =0,

(1Y@ (1Y _
(o) siflay =1, DU =)

[f(2)) = L@ f(x)) = {

L’estat que s’obté en el segon pas €s per tant

0) 0l -1 1

[4a) = Uglt) = —=(~1)**
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on el + depeén del valor de f(0) i f(1), pero no de si son iguals o no. El tercer i darrer pas en la
transformaci6 de I’estat €s, emprant que H 21,

13) = H @ [|ahy)
{i|o> D i £(0) = £(1),
1) s £(0) # £(1),
0) 1)
V2

Arribats a aquest punt es mesura el primer qubit de [¢/3), que esta en 1’estat propi | f(0)® f(1)) de
SW | i per tant la mesura déna, fisicament, +h/2s1 f(0)® f(1)=0i—h/2si f(0)B f(1) =
Com que el primer cas correspon a f(0) = f(1)iel segon a f(0) # f(1), aquesta mesura
respon a la nostra pregunta.

Aquest €s 1’algorisme, pero s han de fer alguns comentaris:

=EfO) e f)——7F—

e Fisicament, les transformacions unitaries implicades es fan, per exemple, actuant amb
camps magnetics sobre el sistema (generalment camps magnetics creats amb lasers), 1
es deixa que el sistema evolucioni via I’equacié de Schrodinger fins que assoleix 1’estat
desitjat donat per la transformacio.

e Encara que tota I’estona ens estem referint a I’espin, es pot utilitzar qualsevol sistema
amb un observable que tingui dos estats propis, ja que en aquest cas I’espai de Hilbert
associat seguird sent C2. Hom pot, per exemple, considerar un pou de potencial finit que
tingui dos estats lligats i utilitzar I’energia com a observable. En aquest cas es pot, a més,
generalitzar els algorismes quantics pel cas que el sistema tingui més de dos estats lligats,
de manera que I’espai de Hilbert d’una particula sigui C", n > 3.

o El punt fonamental de I’algorisme €s la superposici6 d’estats del pas 2. Uy actua sobre
la suma d’estats que apareix a |¢1), 1 aix0 fa apareixer el valor de f(0) i de f(1). La
resta de I’algorisme €s com extreure la informacié que volem d’aquest estat resultant de
I’accié de Uy. El dispositiu fisic que implementa Uy €s cec al fet que nosaltres 1i passem
un estat que és suma de dos. Ell tant sols veu un estat i li aplica la transformacié una
Unica vegada, no una vegada per a cada estat de la suma. Aquest és potser el punt més
dificil d’entendre, i s’ha de completar amb I’observaci6 que, classicament, no existeixen
superposicions d’estats.

e Val la pena insistir en que I’aparell fisic que implementa 1’algorisme rep un parell de
particules 1 actua fisicament sobre elles, 1 aix0 €s diferent de simular 1’algorisme en un
ordinador classic. El sistema fisic pot ser qualsevol que manipuli particules que tenen un
estat quantic descrit per C2.
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e El tercer pas és important per obtenir un resultat que ens serveixi. Si mesurem S, del
primer qubit en I’estat |1),), tant si estem en el cas f(0) = f(1) comenel f(0) # f(1)]7]
com que I’estat és 1//2(]0) £|1)), el resultat sera aleatoriament un dels dos valors +//2,
amb la mateixa probabilitat.

e La generalitzacio de 1’algorisme de Deutsch és 1’algorisme de Deutsch-Josza (1992), on
la funcié és f : {0,1}" — {0,1} i de la qual es sap que és constant o balancejada (la
meitat dels valors s6n zero i I’altra meitat son 1), i es vol decidir entre els dos casos (per
n = 1 aix0 és equivalent a decidir si és injectiva). Classicament aix0 requereix, en el
pitjor dels casos, avaluar la funcié 2"~ + 1 vegades, ja que hi ha 2" punts i pot ser que
arribats a la meitat d’ells tots hagin donat el mateix valor. L’algorisme de Deutsch-Josza
aconsegueix, de nou, respondre la pregunta avaluant una certa transformacio unitaria Uy
sobre un unic estat.

5.2 L’algorisme de codificacio super-densa

L’algorisme de codificacié super-densa permet enviar dos bits classics utilitzant un tnic qubit.

L’ Antoni i la Berta volen tenir un métode per enviar-se un parell de bits a,b € {0, 1} quan
es separin, pero volen fer-ho enviant un tnic qubit.

Per fer-ho preparen un parell de qubits tots dos en ’estat |0), al qual apliquen unes transfor-
macions inicials i despres la Berta marxa amb el segon qubit. Tot seguit I’ Antoni aplica al seu
qubit unes transformacions que depenen dels bits classics que vulgui enviar i envia el seu qubit
a la Berta, que ara té els dos. Aquesta fa dues transformacions unitaries més sobre el sistema 1,
quan el mesura, obté els valors a, b.

Les transformacions unitaries que s’utilitzen sén, a més d’ H,

01
X:"lz(1 0)’
0
Y:"F(i ol)
0

1

0
0
CNOT = 0
1

o O O
O O = O
O = O O

La darrera transformacio, que és un NOT controlat, actua a C*> ® C?, i inverteix el segon
qubit en funci6 del valor del primer qubit (de fet €s un cas particular de U; de I’algorisme de

T Aixd és determinista; estem en un dels dos casos perd no sabem quin.
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Deutsch en el cas que f(0) = 0, f(1) = 1). En la notacié |a)|b) = |ab),
CNOT|00) = |00), CNOT|01) = |01), CNOT|10) = [11), CNOT|11) = |10).
Els passos son els segiients.

1. L’Antoni i la Berta preparen 1’estat |¥() = |0)|0) = |00) i li apliquen H ® I, de manera
que obtenen

V1) = H @ 1]0)[0) = [+)|0) = (|00> +10)) .

Lestat resultant €s un estat entrellagat.

2. Tot seguit transformen |¥;) amb un CNOT"

Ty) = CNOT|T,) = — (|00) + |11)).

1
V2
3. La Berta marxa amb el seu qubit. Aquest és el punt experimentalment més complicat. Els

dos qubits estan representats per dos sistemes fisics diferents, 1 per tant es poden separar

1 enviar-ne un d’ells on sigui, pero aixo s’ha de fer garantint que no s’altera el valor del
qubit.

4. Amb el qubit que s’ha quedat, 1’ Antoni fa les transformacions Z*X? i s’obté un estat
|W3), que descriu I’estat entrellagat dels dos qubits, el que té 1’ Antoni i el que té la Berta.
Concretament,

a=0,b=0, |U3)=2X%T,)=1|V,) = |\112> = (|00> +|11)).

S

a=1,0=0, |V3) =Z'X"Wy) = Z|Ty) = (‘00> 11)).

%I

a=0,b=1, |U3)=2X"T,) = X|U,) = (]10)—1—]01))

H%I

a=1b=1, |Ws)=Z'X'[Vs) = ZX|Ws) = —= (—[10) +]01)).

V2
5. L’Antoni envia el seu qubit a la Berta. De nou, aix0 s’ha de fer garantint que el qubit
no canvii d’estat. Ara la Berta té els dos qubits, descrits per ’estat |¥3), i ha d’intentar
recuperar a i b. Ha de quedar clar que sols s’ha enviat el primer qubit; el segon qubit ja el

tenia la Berta abans de comengar a enviar informacid sobre els bits a i b, i el seu estat era
independent dels valors d’a i b.
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6. La Berta aplica araun C NOT al seu sistema de dos qubits. Ella no sap quin estat té, pero
en funcié del que tingui obté un estat |¥,) donat per

CNOT—= ([00) + [11)) =

7 (|00> 10)) = [+)]0).

SI

1
CNOT = ((00) — |11)) = 7 (100) — 10)) = |-)]0)
1 1
CNOT = (10) + [01)) = —= (1) + [o1) = [+)]1).
1 1
CNOT = (=10) + |01)) = —= (=[11) + o) = ||

7. Finalment, la Berta actua amb H ® [ sobre |W,4), que sols modifica el primer qubit segons
H|+) = 10), H|—) = |1), i obté un estat |¥5) que, en funci6 de la preparaci6 feta per
I’ Antoni, sera

H @ 1TW,) = (H|+))[0) = [0)|0),
H@1]V,) = (H|-))[0) = [1)]0),
H@TW,) = (H[+))[1) = [0)]1),
H@T[Wy) = (H|=))[1) = [1]1).

8. La Berta mesura els seus dos qubits i els resultats obtinguts coincideixen amb els valors
dels digits a, b que I’ Antoni volia enviar.

Comentaris:

1. L’estat entrellacat inicial, abans de que 1’ Antoni comenci a actuar sobre el seu qubit, pot
ser preparat per una tercera persona, que envia llavors un qubit a I’ Antoni i un qubit a la
Berta. L’ Antoni i la Berta poden per tant estar inicialment separats.

2. L’algorisme de codificacid super-densa va ser proposat per Bennett i Wiesner el 1992, i

va ser realitzat experimentalment per primera vegada el 1996.

5.3 DL’algorisme de teleportacio

Ara I’ Antoni vol enviar a la Berta un qubit en 1’estat

V) = [0) + B[1).

Igual que en el cas de la codificacié super-densa, hi ha una creaci6 prévia d’un estat entrelligat,
un qubit del qual ha de viatjar fisicament a on esta la Berta, per0 sense portar cap informacié
sobre ’estat | ).
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L algorisme de teleportaci6 té espai de Hilbert C? @ C? @ C?, i Iestat inicial és
[Wo) = [W)[0}]0).

El segon i tercer qubits s6n sotmesos, successivament, a les transformacions H ® I 1 CNOT,
de manera que I’estat esdevé, repetint els calculs de I’algorisme de codificacié super-densa,

0)) = 1@ CNOT(H @ I)[Wo) = |\1u>\7 (J00) + [11))
:EMOOHEMD \/_\100> \/_|111>

En aquest moment €s quan la Berta marxa amb el tercer qubit. Fins aqui tot aixo ho podria
haver fet un tercer actor, que generaria I’estat dels qubits segon i tercer i n’enviaria un a I’An-
toni i I’altre a la Berta. Fixeu-vos que I’estat dels qubits segon i tercer és, en notacié de C*,
1/ V2 (1,0,0,1) i per tant és un estat entrellagat, ja que el producte de les components primera
1 quarta és diferent del de les components segona i tercera.

L’ Antoni té ara el qubit | V) que vol enviar i el segon qubit, que esta entrellacat amb el tercer,
que té la Berta, i procedeix a entrellacar els seus dos qubits aplicant una transformacié CNOT
controlada per | V), de manera que I’estat dels tres qubits passa a ser

)y D

0,) = (CNOT @ 1)) = E'HOH%HOD’

)+

f|000 %mn

1 tot seguit aplica H al seu primer qubit, obtenint

o oY 5 B
[U3) = (H @I D)|[W,) = §|+>|00> + §|+>|11> + §|—>|10> + 5!—>!01>

« o o « 15} 15} 16 15}
= — —11 —1011 —(111 —(010) — =11 —1001) — =101
2|OOO>+2|OO>—|—2|O )—1—2\ >+2|0 0) 2| 0>+2|00) 2|O>

= 5100)(al0) + 611 (133
+ 3101 (af1) + 5l0)) (134)
+ 5110)(al0) ~ BI1) (135)
+ Sl (alt) - Bl0)) (136)

Arribats a aquest punt, I’Antoni mesura els seus dos qubits i obté 00, 01, 10 o 11, ale-
atoriament i amb probabilitat 1/4 per a tots. Observant (133)—(136) es veu que estat dels dos
qubits de la Berta collapsa, en cada cas, a «|0) + §|1), «|1) + 5]0), «|0) — 5|1) 0 a|1) — /3]0),
respectivament, com a conseqliencia de la mesura efectuada per I’ Antoni 1 per tant obté 1’estat
|W) = «|0) + B|1) una de cada quatre vegades.
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Aquest resultat es pot millorar si I’ Antoni envia a la Berta un parell de bits classics, a i
b, amb el resultat de la seva mesura. Es facil llavors veure que, sigui quin sigui el seu estat
de dos qubits collapsat, si la Berta li aplica Z%X?, amb Z i X les definides a la codificacié
super-densa, recupera sempre |V) = «|0) + /|1), que és I’estat que tenia 1’ Antoni. Aixo és la
teletransportacié quantica!

Comentaris:

e L’estat quantic |V) que tenia 1’ Antoni ha estat re-construit per la Berta emprant sols dos
bits d’informacié. Fixeu-vos que |¥) conté dos nombres complexos.

e El collapse de I’estat del qubit de la Berta es produeix quan I’ Antoni mesura els seus
dos qubits, sigui quina sigui la distancia entre ells. Aix0 és una manifestaci6 de la no-
localitat inherent a la mecanica quantica. No s’ha ideat, pero, cap metode per a transmetre
informaci6 a velocitat superior a la de la llum emprant aquest procediment, de manera que
la causalitat relativista es manté.

e E] tercer qubit ha de ser portat per mitjans ordinaris on esta la Berta. Aquest qubit actua
llavors com a aparell receptor de ’estat | W) que té 1’ Antoni. No hi ha, per tant, teleporta-
ci6 material a I’estil Star Trek.

e L’ Antoni ha perdut I’estat | V), ja que després de la mesura s’ha quedat amb un dels |00),
|01), |10) o |11). Per tant aquest algorisme no es pot utilitzar per fer una copia de 1’estat
|W). De fet, aquest és un resultat general, conegut com a no-cloning theorem (Problema
[56]), que diu que no és possible idear un procediment per obtenir una copia d’un estat
quantic arbitrari.

e La teleportacié quantica s’ha realitzat experimentalment a distancies cada vegada més
grans (el problema de la distancia és mantenir inalterat el qubit que es distribueix al lloc
on es vol teletransportar 1’estat), fins a 1400 km. EI 2012 es va fer entre observatoris de
La Palma i Tenerife (143 km). Vegeu també Teleportaci6 a I'ICFO per a un experiment
recent més proper.

5.4 El detector de bombes d’Elitzur-Vaidman

Suposeu que tenim un model de bomba, certament no gaire segura, que explota quan el seu
sensor rep un fotd. Algunes de les bombes, pero, tenen un sensor que s’ha deteriorat, de tal
manera que deixa passar els fotons 1 no activa el mecanisme de detonaci6. El sensor és tal que
€s impossible saber si funciona o no examinant-lo, i a més és impossible separar-lo de la bomba.

El problema que s’ens planteja és el segiient: tenim un conjunt de bombes i volem saber
quines tenen un sensor defectuds i quines no. Com que I’tinica manera de saber-ho és fent inci-
dir un foto sobre el sensor, sembla que el resultat final sera que ens quedarem amb un conjunt
de bombes amb sensor defectuds i cap de bona, a banda de la destrossa que farem. Es possible
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Figura 3: Esquema del detector de bombes d’Elitzur-Vaidman emprant un interferometre de
Mach-Zehnder. El bloc A és un emissor de fotons individuals, mentre que C i D s6n detectors
de fotons. Els miralls superior esquerra i inferior dret son totalment reflectants, mentre que els
miralls inferior esquerra i superior dret son semi-reflectants, amb propietats que s’expliquen en

el text. La bomba que volem investigar esta en el cami horitzontal inferior.
Font:
https://en.wikipedia.org/wiki/Elitzur—-Vaidman_bomb_tester#/media/File:E-V_bomb-testing_2.svg

salvar algunes de les bombes que tenen sensor que funciona? Esta clar que classicament és
impossible, pero el 1993 A. Elitzur i L. Vaidman [3]] van idear un algorisme quantic per sal-
var la meitat de les bombes operatives. L’any 1995 es van publicar resultats E d’experiments
equivalents (no amb bombes!) per verificar 1’algorisme.

La Figura[3|mostra I’esquema de I’experiment d’Elitzur-Vaidman. Consta d’un interferometre
de Mach-Zehnder, amb un emissor de fotons individuals addicional. L’interferometre de Mach-
Zehnder és un dispositiu classic abastament usat per estudiar el desfasament entre ones electro-
magnetiques (I'interfometre de Michelson per mesurar la velocitat de la llum en relaci6 a I’eter
n’és una variacid), format per dos miralls perfectes i dos miralls semi-reflectants, que deixen
passar la meitat dels fotons 1 en reflecteixen 1’altra meitat.

Pel que ens cal en aquest experiment, descriurem I’estat d’un fotd indicant sols si s’esta
movent en direccié horitzontal cap a la dreta o en direcci6 vertical cap a I’esquerra, i per tant

12p Kwiat e al, [Interaction-free measurement, Phys. Rev. Lett., 74:4763-4766, Jun 1995.
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I’espai de Hilbert és un C2, amb

|1) :  horitzontal, (137)
|2) :  vertical. (138)

Addicionalment, cada vegada que el fot6 canvia de direcci6 cal afegir una fase i. L’acci6 dels
miralls semi-reflectants és llavors

1
1) — —(|1) +1/2)), 139
1) \/ﬁ(l ) +1i]2)) (139)

1
2) — —(|2) +1i|1)), 140
2) \/5(! ) +il1)) (140)

mentre que la dels miralls perfectes és

1) —i[2), (141)
|2) — i|1). (142)

Cal insistir que els miralls semi-reflectants posen el fotd en un estat de superposicié dels dos
moviments, i que no €s que la meitat dels fotons canviin de direcci6 i I’altra meitat no.

Si la bomba té un sensor defectuds, el fotd la travessa sense cap canvi i la successi6 d’estats
és

1 . L. i19)) — —
\1>—>E(\1>+1|2>)%E(I\Q)—!U) \/—\/— \/—\/—(\U 1|2>)—(1|413>$

Per tant, després de passar pel sistema, el foté segueix una trajectoria horitzontal i és detectat
pel sensor C.

En canvi, si el sensor de la bomba funciona correctament tenim que I’evolucié de I’estat que
es propaga horitzontalment després de passar pel primer mirall semi-reflectant es veu interrom-
puda, i hom té

—(]2) +il1)) -

(Jboom!) + 1yz>) s -2 (Jboom!) — 1)

V2

—(|boom!) — %|1> — %\2) (144)

1) = 7(|1> i2)) = 7

— i(\boom‘> - ——(|1> +i]2)) =

V2 V32 7

En sortir del sistema, el fotd es troba en una superposicio dels estats |1) (anant cap el detector
C), |2) (anant cap al detector D), i I’estat d’haver estat capturat pel sensor (i haver fet explotar
la bomba). Arribem aixi a la conclusié que el fotd sols pot ser detectat per D si la bomba té
un sensor que funciona, pero si el fot es realment detectat per D la bomba no ha explotat!
Tenim aixi un mecanisme que pot detectar algunes de les bombes que funcionen sense fer-les
explotar, fet que classicament és impossible. El fet que 1’estat que circula pel cami inferior hagi
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estat bloquejat impedeix la reconstruccié de 1’estat |1) en el segon mirall semi-reflectant, fent
apareixer una component en |2).

Tenint en compte les amplituds que apareixen en els estats finals dels dos casos, les proba-
bilitats (condicionades a que la bomba tingui un sensor que funciona o no), sén

Estat sensor C D | boom!
No funciona 1 0 0
Funciona 1/4(1/4| 1/2

Es poden detectar per tant un 25% de les bombes amb sensor que funciona sense que explo-
tin. Aquesta eficiéncia es pot augmentar repetint I’experiment amb la mateixa bomba fins que
exploti o el detector D doni un senyal (el que vol dir que amb els fotons anteriors el detector C
sempre ha donat senyal). La probabilitat de que el detector D s’activi amb el fot6 n-esim és, per

tant
1 1 @®w-11 1_ 1
4 4 4) 4 40

1 per tant la probabilitat de detectar una bomba amb sensor que funciona sense que exploti €s,
en el limit d’infinits fotons,

o0

1 1
g3

n=1
Aquesta eficiéncia es pot augmentar fins al 50% modificant les propietats dels miralls semi-
reflectants.

L’experiment d’Elitzur-Vaidman demostra que la mecanica quantica permet, a difereéncia de
la mecanica classica, fer mesures sense interaccid, contrariament al que es diu en moltes obres
de divulgacid, que presenten una interpretacio erronia del principi d’incertesa de Heisenberg.

Conceptualment, aquest experiment és semblant al problema de la doble escletxa, un dels
més populars en els texts de divulgacié de la mecanica quantica. Nosaltres no I’hem tractat,
pero en podeu trobar una discussié detallada en els apendixs D i E de [5].

Problemes

53. Demostreu que I’operador Uy de 1’algorisme de Deutsch €s unitari. Indicaci6: treballeu a
C* i raoneu que la matriu associada ha de ser necessariament simetrica inspeccionant els
blocs diagonals 2 x 2, i després verifiqueu directament que UJ% =1L

54. Demostreu explicitament que 1’estat |\U3) de I’algorisme de teleportaci6 té norma 1.

55. Demostreu que si apliqueu Z?X" al tercer qubit en cadascun del casos de (133)—(136),
amb a i b els estats del primer parell de qubits en cada cas, sempre s’obté «|0) + 3]1).

56. Demostreu el teorema de no-clonacid: no pot existir una transformacio unitaria U tal que
U([)]0)) = [)|¥)
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57.

per a un estat de qubit |¢)) arbitrari. Indicacié: apliqueu la transformacié per a dos estats
diferents |¢)) i |¢) i, fent el producte escalar entre els resultats, vegeu que els dos estats
han de ser el mateix o han de ser ortogonals, i per tant el procediment no pot ser valid
per a estats arbitraris. També es pot veure intentant clonar un estat arbitrari «|v)) + (o)
1 emprant sols la linealitat.

Nota historica: Aquest resultat s’ha demostrat diverses vegades a la literatura, i tradi-
cionalment s’atribueix a articles publicats per Zurek i Wootters per una banda i per Di-
eks per separat el 1982, pero sembla ser que la primera demostracié estava, com a re-
sultat d’uns calculs auxiliars 1 sense remarcar-ho, en un article de 1970 de J. L. Park,
The concept of transition in quantum mechanics, Foundations of Physics 1(1) pp 24-33
(1970). Mentre que els articles de 1982 han rebut milers de cites, el de Park ha estat
citat molt poques vegades. Podeu trobar més informacié a Ortigoso, J., Twelve years
before the quantum no-cloning theorem, Am. J. of Physics 83(6) pp 201-205 (2018),
https://arxiv.orqg/abs/1707.06910v2.

Modifiqueu els miralls semi-reflectants de I’experiment d’Elitzur-Vaidman de manera que
el primer sigui quasi transparent, amb probabilitat a?> de deixar passar el fot6 i b% de
reflectir-lo, mentre que el segon sigui quasi opac, amb probabilitat b? de deixar-lo passar
i a? de reflectir-lo, amb a® + b* = 11 a® > b%. Quina proporcié de bombes bones podeu
ara detectar sense que explotin? Demostreu que, en el limit quan a?> — 1 i utilitzant un
nombre arbitrari de fotons, hom pot salvar la meitat de les bombes bones.
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