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Presentacio

Aquestes notes recullen una primera versié del material de mecanica de fluids per a 1’assignatura
Models Matematics de la Fisica. Es veuen els elements basics de la descripcié matematica de
la mecanica de fluids, i s’obtenen les equacions de balang (de massa, de moment, d’energia) i
les equacions de Navier-Stokes, amb algunes aplicacions i casos especials.

El material cobert és, essencialment, el dels capitols 3 i 4 de la quarta edici6 de [1]], enca-
ra que ometent algunes parts més aplicades, i també amb un ordre i tractament lleugerament
diferents.

Vilanova i la Geltrti, marg-abril de 2022
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1 La descripcio matematica de la mecanica de fluids

Les quantitats que descriuen un medi, com ara la densitat p(t, &), o la velocitat local (t, Z),
t € R, ¥ € R3, s6n sempre mitjanes obtingudes sobre un volum prou gran al voltant del punt
Z per no observar el caracter discret (atomic o molecular) del medi. Per exemple, la densitat
p(t, ) és
plt, ) = —— p(t.g) &y,
Ve(Z)| Jvp@)

on V(%) és una regi6 de dimensions tipiques R al voltant de Z, |V (Z)| és el seu volum i  és la
densitat microscopica, que pot variar molt rapidament en I’escala interatdmica o intermolecular.

Alhora, aquest volum ha de ser prou petit per a que les quantitats no hi variin massa. Per
tant, la dimensio tipica de la regio on es calculen les mitjanes, 7, ha de ser tal que

a<< R<L,

on a €s la distancia interatomica o intermolecular i L és el valor tipic de la distancia més petita
que volem descriure. En general, aquest R existeix per a la majoria de medis 1 situacions
d’interes 1 per tant la descripci6 com a medi continu té sentit. Encara que la major part del
que direm s’aplica a tota mena de medis continus, ens referirem tota 1’estona a fluids (liquids o
gasos), i direm que la materia continguda en un d’aquests volums de grandaria tipica R és una
particula de fluid. Les coordenades d’espai d’una particula de fluid sén les d’un punt qualsevol
contingut a la regi6é V(%) considerada; per construccid, suposarem que les magnituds d’interées
no depenen del punt especific que es seleccioni en V().

Tot el que direm sobre fluids en tres dimensions d’espai s’aplica a fluids en una o dues
dimensions, amb les adaptacions de notacié que calgui. Com que el nostre espai €s tridimen-
sional, s’entén que quan diem que considerem un fluid uni- o bidimensional estem considerant
que les magnituds no depenen de dues o d’una, respectivament, de les dimensions d’espai.

1.1 Coordenades lagrangianes i eulerianes. Derivada material

Sigui @ € R3 la posicié d’una particula de fluid en ¢ = 0. Les components d’a sén les co-
ordenades lagrangianes de la particula. Per a ¢ > 0 aquesta particula passara a estar en una
posici6 Z que dependra de ¢ i de la coordenada euleriana @: & = ®,(a). Aix0 permet definit una
aplicacio
d: RxRP — R3
(t,d) +— T = d(a)

que s’anomena un flux del fluid. Per a @ donada, ¢ parametritza una corba en R3, amb Py (a) =
d. Per at > 0 donat podem considerar el vector tangent a aquesta corba,

L od_
v = E(I)t(a)



Si ara considerem totes les corbes obtingudes a partir de les particules de fluid contingudes en
un cert volum W C R3 en ¢t = 0, tindrem, per at > 0, un camp de velocitats (¢, ¥') que en
cada punt de ¥ € ®,(11) dona la velocitat de la particula de fluid que passa per aquell punt
per al ¢ donat. Per raons fisiques, suposarem que per a cada t > 0 I’aplicacié ¢ estableix un
difeomorfisme entre W i ®,(W).

Les components de ¥ = ®,(d) s’anomenen coordenades eulerianes de la particula de fluid
1, a diferencia de les lagrangianes, van canviant amb el temps. Nosaltres emprarem quasi exclu-
sivament les coordenades eulerianes, pero veurem que les lagrangianes son ttils, per exemple,
a I’hora de demostrar el teorema del transport.

Tal com hem dit, el camp de velocitats (¢, Z) és tal que en cada punt dona la velocitat en

temps ¢, 1 per tant
d

i(t, @,(@) = (). 1)

Sigui f(¢, %) una magnitud que depén tant del temps com de I’espai, i suposem que & €s
la coordenada euleriana d’una particula de fluid, amb coordenada lagrangiana a. Com que &
varia en el temps, la variacié total de f en el temps, que denotarem per D;f o D f/Dt, sera
(introduim per un moment la notaci6 vectorial per a @, per a quedi clar que dona un vector de

R3)

L d . Of of
Duf(1.7) = L. 0@) = 94 V5 SE@) = L4 e, 7)
0 I
:(aw.v)f. @)
L’ operador diferencial
D, = % +i@-V (3)

s’anomena derivada material, derivada convectiva o derivada substancial, i dona la variacio
temporal d’una quantitat calculada en un punt arrossegat pel moviment del fluid. El segon terme
de la derivada material €s, de fet, la derivada direccional en la direccio6 de .

Conveni d’Einstein d’indexs repetits. Simbol de Lévi-Civita

A partir d’ara emprarem el conveni de que quan en una expressié hi apareix un index repetit
s’entén que aquest index esta sumat sobre el seu rang. Per exemple, escriurem

en lloc de

af dx;



Usarem també el simbol de Lévi-Civita, €1, 4, j, k = 1,2, 3, tal que

€ijk = 0 sidos indexs son iguals,

€o(i)o(j)o(k) = Sign(o),

on o és qualsevol element del grup simetric. Per exemple,
€132 = —1, €12 =1, €121 =0.

En termes del simbol de Lévi-Civita i el conveni d’Einstein, el determinant d’una matriu 3 x 3
amb elements A;; és
det A = eijkAliAZjA?)ka

a on, segons el conveni d’Einstein, hi ha una triple suma sobre i, j, k des de 1 fins a 3. De la
mateixa manera, la component ¢ del rotacional V x Fd’un camp vectorial F a3 és

(6 X ﬁ) = eijkﬁij.

El simbol de Lévi-Civita es pot generalitzar a un nombre arbitrari de dimensions (el producte
vectorial, i per tant el rotacional, no!).

1.2 Teorema del transport

Sigui W C R? una regi6 de I’espai que conté un fluid en ¢ = 0 i sigui W; el volum que, en
t > 0, conté les particules de fluid que estaven en I/ en t = 0. Donada una magnitud f(t, ¥)
volem calcular com
f(t, ) &z
Wi
varia en el temps. Per fer-ho efectuarem un canvi de variables a la integral, passant de les
coordenades eulerianes a les lagrangianes, de manera que

f(t, %) &z = / f(t,®,(a))J(t,a) d*a, 4)
Wi %%
o or Oy 09 O
> _ (9T _ 0T 0T O3
J(t.d) = ‘86 Cigh da; Oa; Oay, )




€s el Jacobia del canvi de coordenades, que assumirem que és positiu sobre tota la regié. Tin-
drem

= €ijk

821'1 8372 81'3 61’1 821’2 8903 8901 61’2 621‘3
0tda; Oa; Oay, ~ Oa; Otda; Oay, ~ Oa; Oa; OtOay,
(8 81’2 8x3 8[E1 3uQ 8x3 1 81‘1 8952 8u3>

= €ijk

da; Oa; 8ak Oa; Oa; Oay, ~ Oa; Da; Oay,

Ou, Oz Oxs O3 N 01 Ouy %axg N 0z 09 Ous E)xl>

O0x; Oa; Oaj Oay, ~ Oa; Ox; Daj Day, ~ Oa; Oa; Ox; Oay,

. (8u1 Ox1 Oxs 05 N Ox1 Oug Oz O3 N Ox1 Oxs Ous 8x3)
ik 0y Oa; Oaj Oay, ~ Oa; Oxq Oaj Oay,  Oa; Da; Oxs Oay,

on en el darrer pas hem usat que les sumes sobre [ col'lapsen a un tnic valor degut a les propietats
del determinant. Queda llavory]

(9_J — e 8u1 i (%Q I (%3 81‘1 8@ 8273
otk 0ry  Oxy  Oxs) Oa; Oaj Oay,
i 8U1 8u2 8U3 e o

Emprant aquest resultat tindrem llavors

G | rendr= [ e e@)iea a
- / @D+ F( @) D) 2(@) 3| o
= [ [Pt ed@) + st o@)(@ D w@)] Sada @)

Finalment, desfent el canvi, obtenim el teorema del transport o teorema de Reynolds,

d )
@i ), [ 7) d /W (th(t,f)+f(t,a7) V-ﬁ(t,f)) &z )

Si posem la forma explicita de la derivada material, agrupem termes i emprem el teorema
de la divergencia, tenim

%/Wtf:/m (atf+aﬁf+fﬁ-ﬁ) :/Wt (atf+€-(fﬁ))

= [ o,fdz+ fii - dA, 9)
Wi oWy

'Aquest calcul no és més que una re-obtencié de la derivada de Lie de la forma de volum per a aquest cas
particular.



on OW, és la frontera de WW;, orientada positivament cap a 1’exterior, i dA = iidA. En aquesta
forma, el teorema ens diu que la variacié en el temps de la integral de f sobre un volum que es
mou amb el fluid és igual a la integral de la variaci6 explicita de f respecte al temps més el flux
de f através de la superficie que envolta el volum.

1.3 Equacio de continuitat. Fluids incompressibles

Considerem el cas que la quantitat d’interes €és la massa continguda en la regié ;. Com que la
regio s’esta movent amb el fluid, la seva massa sera sempre la mateixa, i per tant

d

— t.7) d3x = 0.
T Wtﬂ(,x) T

Emprant el teorema del transport, aixo implica que
/ (Diplt. 7) + p(t.5) ¥ - (1, 7)) dPw = 0.
Wi

Si assumim que p i @ s6n de classe C' respecte de Z, de manera que el que apareix dins la
integral és una funcié continua, obtenim 1’equacio de continuitat

Dip+ pV - =0, (10)

que és I’expressio diferencial de la conservaci6 de la massa. Alternativament, desenvolupant la
derivada material 1 agrupant els termes de derivades d’espai,

A+ V - (pit) = 0. (11)

L’equaci6 de continuitat es pot obtenir també a partir d’un volum fix W que no es mou amb
el fluid. En aquest cas tenim

d

dp
at

t,7) &z =
p(t, T) &’z ot

(t, ) dx.

Aix0 no és, pero, zero, degut a que el flux del fluid pot fer entrar o sortir massa a través de la
frontera OW de W. De fet, també podem calcular la variacié temporal de la massa com

d

— | p(t,7) &z = —/ p(t,Z)u(t,z) -ndA
dt Jw ow

ja que pu - 1, amb 7 la normal orientada cap a I’exterior, és la quantitat de massa que surt per
unitat de superficie i temps en un punt donat de OW.
Igualant les dues expressions tenim

9p

(t,7) &z = —/ p(t, Z)i(t, ) - i dA,
w Ot ow



i, usant el teorema de la divergencia,
dp

5 (t, %) &z + / V- (p(t, D)i(t, &) d*z = 0.
w

w

Finalment, ajuntant les integrals i emprant de nou 1’hipotesi de C*, s’obté I’equacié de conti-
nuitat.
Un flux es diu que és incompressible si p €s constant sobre una trajectoria d’una particula
de fluid. Per tant,
flux incompressible < D;p(t, ) = 0. (12)

Com que B
Dip=0ip+1i-Vp,

aixo vol dir que, en general, per a un flux incompressible p és constant a I’espai si i sols si també
ho és en el temps (el cas que « sigui ortogonal a Vp no és generic).
Combinant la condicié d’incompressibilitat amb 1’equacié de continuitat (10)) tenim que

flux incompressible < V - @ = 0, (13)

ja que no pot ser p = 0.

1.4 Deformacio local del fluid

Siguin Z, ¥ dos punts del fluid en un instant ¢, amb i = & + h. Volem relacionar les velocitats
del fluid en els dos punts. Expandint a primer ordre al voltant de & tindrem

a(t,§) = a(t, 7) + (Va)(t, 7)h, (14)

on
. 81161 8211,1 83u1
(Vﬁ) (t, .’f) = 81u2 (92U2 83U2 (t, f) (15)
61U3 82u3 63u3

és la derivada de la funcié @ : R® — R3 per a temps fixat. Si descomponem V1 en les seves
parts simetrica i antisimetrica obtindrem

281U1 Ggul + 81U2 83%1 + 81U3

1 /= - 1
D= 5 (Vﬁ—F (Vﬁ)T> = 5 31u2 -+ 32u1 282U2 83'&2 -+ aglbg s (16)
81U3 + 83U1 82U3 + 83U2 283U3
1 /- B 1 0 32u1 — 81u2 (93u1 — alu;))
S = 5 (Vﬂ’— (Vﬁ)T> = § 8111,2 - 32U1 0 83u2 - 82U3 (17)
81U3 — 83u1 82U3 — 83UQ 0
1 0 —Ws3 W9
== 5 w3 0 —W1 s (18)



on .
d=Vxd (19)

és la vorticitat del flux.
Hom pot veure que, en termes de ¢J, I’accié de S sobre un vector és

Sh = -3 x h. (20)

N | —

Podem per tant escriure, a primer ordre en h,

L1 .
w(t,y) = u(t,z) + D(t,Z)h + 3 W(t, &) x h. (21)
L evoluci6 de i = iy — & amb el flux sera llavors
dh dy d - 1 -
E:d—i—d—f:a(,g)—ﬁ(t,:z):D(t,f)h+§w(t,f)xh. 22)

Anem ara a estudiar en detall les dues contribucions a I’evolucié temporal d’h.

Com que D(t, ) és simétrica, es pot diagonalitzar en una base ortonormal. Siguin d;,
i = 1,2, 3 els valors propis, dependents de ¢ i de %, de D(t, ¥). La contribuci6 d’aquest terme a
I’evoluci6 temporal de les components h; de hen aquesta base sera

dh; -
Es immediat veure llavors qu
d - -~ - R
E(hthh?)) - (dl + dQ + dg)hlhghg. (24)

Com que la traga d’una matriu €s invariant sota canvis de base, tindrem
dl + d2 + d3 = tI'(D) = 81u1 + 82u2 + 83U3 = 6 . (25)

Per tant la velocitat de variacié d’un element de volum que es mou al voltant d’una particula de
fluid és la divergencia del camp de velocitats. Aixo és el que ja haviem vist en el teorema del
transport al calcular el ritme de variaci6 del Jacobia.

En el cas particular que el flux sigui estacionari, és a dir, que no depengui explicitament del
temps, tindrem que tant D com S seran independents del temps, i podrem integrar les equacions
(23)), que en aquest cas seran

e di(T)hi, (26)

2Noteu que, de fet, estem calculant la derivada del volum generat per tres vectors ortogonals que experimenten
dilatacions en les seves propies direccions.



amb soluci6 h;(t) = h;(0) exp d;(Z)t. Tindrem per tant que, localment, els elements de fluid
s’estan expandint (si d; > 0) o contraent (si d; < 0) en les direccions de la base ortonormal. La
matriu D(Z) s’anomena tensor de velocitat de deformacié del flux.

La segona contribuci6 a I’evoluci6 de h,

dh 1., -
E = §w(t,x) X h (27)

correspon a una rotacio local, que no altera per tant el volum. En el cas que el flux sigui esta-
cionari, hom pot integrar explicitament el resultat i obtenir A(t) = ¢5'1(0), i es pot demostrar
que la matriu exp(tS) és una matriu de rotacié d’angle %|w|| al voltant de I’eix donat per .
Per tant, localment, el flux del fluid deforma i rota els elements de volum (com passa, de fet,
amb qualsevol transformaci6 lineal a R3 generada pel flux d’un camp vectorial). Veurem que el
tensor de deformacio (strain tensor) juga un paper fonamental en la caracteritzaci6 dels fluids.

Problemes

1. Conveni d’Einstein (o de Voigt) d’indexs repetits. Si A, B i C' sén matrius i @ és
un vector (amb les dimensions que pertoqui en cada cas), interpreteu les expressions
segiients:

(@) Ay.
(b) A;;Bjy.
(©) Aijai-
(d) Ay ByiCyy.
2. Demostreu que, si f i F s6n una funcié escalar i vectorial, respectivament, llavors
V-(fF)=F -Vf+fV-F.
3. Simbol de Lévi-Civita. Demostreu que

(a) €ijk€imn — 5jm5kn - 5jn6km
(b) €ijk€ijm = 20km.-
(©) €r€ijr = 6.

4. Demostreu, emprant si convé les propietats del simbol de Lévi-Civita, que

I
<
=

X

T
_|._
k’\

<

X
!

(@) V x (fF)
b) V- (FxG)=G-(VxF)—F-(VxGQ),



. Deduiu el balan¢ de massa per a fluids en una i dues dimensions, tant en forma integral
com diferencial.

. Demostreu que la derivada material satisfa la regla de Leibniz.

. Escriviu I’enunciat del teorema del transport per a una dimensié d’espai, 1 demostreu-lo
directament (derivant la integral, sense utilitzar el canvi de variables).

. Escriviu el teorema del transport per al cas que f (¢, %) = p(t, Z)g(t, Z), i utilitzeu I’equa-
ci6 de continuitat per simplificar el resultat.

. Aquest problema és per demostrar que €5 és una rotaci6, i determinar-ne les seves carac-
teristiques.

1]l

(a) Demostreu que S té valors propis 0, =i*5-, i que el nucli és el subespai generat per
@.

(b) Demostreu que R = €3¢ és una matriu de rotacié, és a dir, que RR” = I i que
det R = 1. Per a aquest darrer resultat podeu emprar la relacio, valida per a qualse-

vol matriu A4,
det e? = ™,

(c) Demostreu que ||R@|| = ||¥]|, on ¥ és un vector qualsevol.

(d) Demostreu que I’eix de rotacié de R ve donat per &.

(e) Sigui @ un vector perpendicular a . Si actuem amb R sobre aquest vector i calculem
I’angle entre el vector resultant 1 1’original haurem determinat 1’angle de la rotacio.
i. Demostreu que, si & - @ = 0, llavors & x (& x @) = — ||| |*a.
ii. Emprant el resultat anterior, expandint en série I’exponencial exp(St) i usant
que Sd@ = 1@ x d, calculeu Ra.
iii. Calculeu I’angle entre @ i Ra.



2 Equacions de balang¢. Fluids newtonians. Les equacions de
Navier-Stokes

2.1 Balang de la quantitat de moviment

Suposem de nou que tenim un volum W, que es mou amb el flux del fluid. La quantitat de
moviment que conté €s

Py, (t) = / p(t, )i(t, ¥) dz.

Considerem una component d’aquest vector 1 calculem la seva derivada temporal, emprant el
teorema del transport:

d -
d—/ p(t, ¥)u;(t, ) d*z :/ (Dt(pui) +puiv-ﬂ’> d*z
t we Wt
= / pDyu; &z, (28)
Wi

on en el darrer pas hem emprat la regla de Leibniz per a D, i usat ’equaci6 de continuitat.

Tenint en compte que el volum W, t€ massa constant, la quantitat obtinguda ha de ser,
d’acord amb la segona llei de Newton, igual a la component ¢ de la forca total que actua sobre
W;. Les forces que actuen sobre un volum de fluid poden ser de dues classes:

e Forces volumiques, produides per forces externes, com ara la gravetat, o un camp elec-
tromagnetic si el fluid esta carregat electricament. La forca total d’aquest tipus sera

/ p(t, ©) f;(t, ¥) d*x, (29)
Wi

on f és la forca per unitat de massa, de manera que pf; és la for¢a per unitat de volum
en la direcci6 i. Per exemple, en un camp gravitatori constant, f = —gZz, amb Z el vector
unitari en la direcci6 vertical.

e Forces de superficie, produides per 1’accié del fluid circumdant a W;. La caracteritzaci6
d’aquestes forces depen de 1’orientaci6 de la superficie, de manera que la for¢a per unitat
de superficie en la direccio ¢ ve donada per o;;n;, amb n; les components de la normal, i
la forca total sobre W; per

/ 0415 dA. (30)
oWy

La matriu XJ, amb components 0;; s’anomena tensor d’esforgos (stress tensor) i, a més de
poder dependre de t i Z, depén també de I’estat del fluid (aquesta dependéncia caracteritza
el tipus de fluid).

10



Tenint en compte els dos tipus de forga, obtenim I’equacié de balang de la quantitat de mo-
viment,

d

N / ot Fyus(t, 7) d — /W ot B) fi(t, 7) dx + /a oyn;da 31)

— / p(t,®)f;(t,7) &z + [ 0,04 &’ (32)

Wi Wi
on en el darrer pas hem emprat el teorema de la divergencia. Ajuntant les integrals i suposant
la continuitat del que queda dins la integral obtenim I’equacié de Cauchy del moviment d’un

fluid,
Dui (9aij

=pJi ) 33
ppp = Plit oz, (33)
0, alternativament, expandint la derivada material,
ou; - 00,
: i-Vu; = pf; - 34
P o +p(d - V)u; = pfi + o, (34)

que €s no-lineal en les velocitats degut al darrer terme de I’esquerra.

Hom pot demostrar, suposant certes hipotesis de caire fisic, que el tensor d’esforcos > €s
simetric, de manera que 0;; = 0;;, 1 nosaltres assumirem aquesta simetria (vegeu la Secci6 4.6
de [1]).

2.2 Fluids newtonians

En un fluid en repos o que no presenta viscositat sols hi ha components de la for¢a superficial
en la direcci6 normal, de manera que

oij = —pdij, (35)

on p és la pressio termodinamica (p = RpT' per a un gas ideal). El signe negatiu indica que
la forca és en direcci6 contraria a la normal, de manera que el volum de fluid és comprimit pel
fluid que I’envolta (Obviament, per la tercera llei de Newton, 1’acci6 és reciproca). Els fluids
que satisfan s’anomenen fluids ideals.

En certes circumstancies, limitar-nos a una interaccié d’aquest tipus entre parts del fluid pot
ser una bona aproximacid, pero, en general, cal considerar I’existencia de forces en direccions
diferents de la normal. Aix0 és essencialment degut a la natura microscopica del fluid 1 al
moviment aleatori de les particules que el constitueixen. Si imaginem que tenim dues capes de
fluid en contacte pero movent-se a velocitats diferents, les molecules de la part més rapida es
difondran cap a la part més lenta, i a I’inrevés, de manera que hi haura una transferéncia neta de
quantitat de moviment entre les dues capes. Per a gradients raonables del camp de velocitats,
aquest efecte, que dona lloc als fenomens de viscositat, és important.
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Si el fluid presenta viscositat i esta en moviment, apareixeran esforcos en la direccid tan-
gencial i modificarem (35)) per tenir aixd en compte:

Oi5 = —p5ij + Tij- (36)

Suposarem que p €s encara la pressié termodinamica, o que no difereix massa d’ella (fisicament,
aixo vol dir que el temps que tarden les molecules del fluid en assolir 1’equilibri termodinamic
€s molt més petit que ’escala de temps en el que el flux varia). Les 7;; s6n les components del
tensor d’esforcos desviatoric.

Anem ara a establir una serie d’hipotesis sobre 7;; que porten a la definicié dels fluids
newtonians.

Suposarem en primer lloc que les components de 7;; depenen de manera lineal de les del
tensor de velocitat de deformacio del flux D, que anomenarem e;;,

1
eij = 5(82% + quz)
Per tant (recordem que estem emprant el conveni d’Einstein tota 1’estona)

Tij = NijmnCmn, (37)

on les Kjjn,, sOn les components d’un tensor de rang 4, i que t€ per tant 81 components. Re-
querirem ara que el fluid sigui isotropic, és a dir, que no hi ha direccions privilegiades. Aix0 es
ddna a la practica per a la majoria de fluids d’interes i, matematicament, es tradueix en que les
components del tensor K hagin de ser les mateixes a qualsevol base ortonormal. Es pot llavors
demostrar(2]] que aquestes 81 components es redueixen a sols 3, i que K ha de ser de la forma

Tenint en compte a més que o5, 1 per tant també 7;;, €s simetric, hom veu que ha de ser 4 = v 1
queda llavors

Tij = (/\51j5mn + Nézméjn + Méinfsjm)emn
= Adljem + HEij + HeEji = )\(L-jem + Z/J,Gij.

Posant-ho tot a ;; obtenim
0ij = —POij + Adijenn + 2pe;;. (39)

Fixem-nos que, com que els elements diagonals de e;; poden ser diferents, els 0;; poden també
ser diferents degut al darrer terme de (39), el que indicaria que la pressié efectiva no és igual en
totes les direccions. Aquest no és el cas d’un fluid en repos, pero si que pot manifestar-se quan
hi ha un flux, és a dir, quan 7;; # 0.
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Si calculem la traca de (39)

0ii = =3p + 3Xenn + 2pe; = —3p + (3A + 2p)ey;

= —3p+ (BA+2u)V - @, (40)

podem obtenir una expressié per a la pressio p

1 2 -
p= _ggii + (g,u + /\) V - . 41)

Podem definir una pressié mecanica com la mitjana dels termes diagonals de o,

1 2 -
ﬁ=—§az'i:p—(§,u+)\)v-ﬁ. (42)

Per a fluids incompressibles, V - @ = 01 llavors p = P (de fet, per a materials incompressibles
la pressio termodinamica p no es pot definir). A més, en aquest cas, (39) esdevé

0ij = —Poij + 2pe;;, (43)

amb p la pressié mecanica.
Si el flux del fluid €s compressible llavors les pressions no son iguals 1 tenim

p—p=rV-i, (44)
on
2
=Xt (43)

és el coeficient de viscositat volumetrica, o segon coeficient de viscositat, mentre que i és
el coeficient de viscositat. En principi, x és mesurable, perd no esta clar en quins casos i
condicions €s zero. La hipotesi

9
S A=0
gh T

s’anomena hipotesi de Stokes. Suposant que es compleix, tant si el flux és incompressible com
si no, el tensor de tensions queda en la forma

2 .

amb p la pressié termodinamica si el flux és compressible i la mecanica si no ho és. Els fluids
que satisfan (46) s’anomenen fluids newtonians, i son els més habituals, encara que n’hi ha
molts de comuns, com ara el plasma sanguini, tintes, pintures, xarops i suspensions diverses,
que s’allunyen en més o menys grau d’aquest cas, generalment degut a que no satisfan la relacié
(37), sigui per la no-linealitat o per efectes més complicats.
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2.3 Equacions de Navier-Stokes

Posant la forma de 0;; donada per per a un fluid newtonia en I’equacié diferencial del
balang del moment (33)), resulta

2 —
thui = pfi -+ 6j (— (p -+ g,uv . ﬁ) (Sij + 2ueij)
2 -
=pfi —O0ip+ 0 (QMGz‘j - gﬂ%v : U) ) (47)

que és la forma més general de les equacions de Navierﬂ-StokesE] Suposant que p és constant en
I’espai (no sempre passa: p depen en general de la temperatura i aquesta pot variar en 1’espai)
tenim

2 — —
pDyu; = pfi — Oip + 110;(Oyu; + Oju;) — gﬂ@i(v )
2
= pfi — Oip + pd;(du; + dju;) — guaiajuj
1
= pfi — Oip + p0;05u; + gﬂaiajUj. (48)

Finalment, dividint per p 1 expandint la derivada material s’obté la forma més usual de les
equacions de Navier-Stokes,

1 " 1p
Oyu; Ou; = f; — —0; Z0%u; + =5 0,0:u;, 49
hu; 4+ u;0u; = f, p p—l—p T +3,0 iU (49)
0, en forma vectorial,
— u-Vu=f—-V ~Au+ ==V (V-1u). 50
8t+(u Vi = f ; p+p u+3p (V- u) (50)

En general, la presencia de viscositat fa que la velocitat relativa del fluid respecte a la fronte-
ra hagi de ser zero, encara que en casos de densitat molt baixa pot ser que aix0o no es compleixi.
D’una banda, la component normal de la velocitat ha de ser zero degut a que les particules de
fluid no poden travessar la paret. D’altra banda, d’acord amb la descripcié microscopica de la
interaccio entre parts del fluid, cal esperar que les particules del fluid en contacte amb les parets
que el contenen tinguin una velocitat tangencial nulla respecte al mateix, degut a la interac-
ci6 amb els atoms o molecules del material de les parets. La condici6 de velocitat tangencial
zero, coneguda com no-slip condition, es pot verificar experimentalment seguint particules o
substancies tragadores que s’introdueixin en el fluid. La condicié de frontera per a les equaci-
ons de Navier-Stokes juga també un paper important en la generacio de vorticitat en el flux.

3Claude-Louis Marie Henri Navier, 1785-1836.
4Sir George Gabriel Stokes, 1819-1903.
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Si el fluid és ideal, és a dir, u = 0, les equacions de Navier-Stokes esdevenen les equacions
d’Euler,

vp. (51)

En aquest cas no hi ha derivades segones, 1 en la frontera del fluid sols cal imposar que la
component normal de la velocitat sigui zero, fet que reflecteix que el fluid no pot travessar la
frontera, hi hagi o no interaccié amb el material de les parets.

Les equacions de Navier-Stokes (o les equacions d’Euler), s6n un sistema de 3 equacions en
derivades parcials, respecte al temps i ’espai, a les que s’ha d’afegir I’equacié de continuitat,
de manera que, en total, hi ha 4 equacions diferencials. El nombre de variables implicades €s,
pero, 5, ja que tenim les tres components del camp de velocitats, la densitat i la pressi6 (la forga
externa f vé donada, si hi és). Per obtenir ’equaci6 que falta, cal distingir si el fluid €s o no
compressible. Si ho és, llavors es pot definir la pressio termodinamica 1 existira una equacio
d’estat

p=p(p,T),
on T és la temperatura termodinamica, que de moment suposarem donada (i per tant no és

una variable), 1 aix0 permet eliminar la pressio de 1’equaci6 de Navier-Stokes, de manera que
queden 4 equacions amb 4 variables dependents. Si el fluid no €s compressible, llavors tenim

-

V=0,

i queda un sistema de 5 equacions per a les 5 variables dependents. En qualsevol cas, tal com
hem dit, tot aix0 s’ha de completar amb les condicions de frontera pertinents i les condicions
inicials que es donin.

Cal tenir present que les equacions soén no lineals, 1 aix0 fa que 1’existéncia de solucions i
I’estudi del seu caracter sigui un problema matematicament complicat (vegeu el tercer Millen-
nium Prize Problem).

2.4 Balang de I’energia mecanica

A T’igual que passa en mecanica de particules, el balan¢ d’energia mecanica no és un principi
independent, 1 es pot obtenir del balan¢ de la quantitat de moviment.
A partir de I’equacio de Cauchy

Dui (9aij

P

multiplicant per u; i sumant sobre ¢ tenim

D 1 9 80'2']'
Za2 ) = f. ) 52
P oy (2%) puifi + u; Dz, (52)
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amb u? = ||i||?. Aquesta és I’equaci6 de balang de 1’energia mecanica. Si introduim I’energia

cinetica per unitat de massa
1
2

= —u? 53
e = Fu;, (33)

i afegim i restem o;;0;u;, podem escriure 1’equacié com
thG = pulfl + @(umij) - crijajui. (54)

Aquesta equacio €s general per a qualsevol fluid. Si ara emprem la forma de o;; per a un fluid
newtonia, o;; = —pd;; + 2pe;; — 2/3pd;;V - 4, tindrem

0i;0;u; = —pV - @ + 2u0;u; %(@-ui + Ojuj) — g,u(ﬁ - 10)?
= —pV - i + 2utr(DDT) — gu(ﬁ -0,
on hem emprat que
Oju;(0ju; + Ojuj) = %(ajui + Oiu;) (O5u; + Ou;)

degut a que sols la part simetrica de 0;u, contribueix al resultat. En efecte, si tenim dues matrius
A anti-simetrica, AT = — A, i S simeétrica, ST = 9, llavors

tr(AS) = tr((AS)") = tr(STAT) = —tr(SA) = —tr(AS),

on hem emprat la propietat ciclica de la traga, i per tant tr(AS) = 0.
Tenint a més en compte que tr(/) = 3ique tr(D) = V-u, podem escriure el resultat anterior

com
L 1o 1o _\"
0i;0;u; = —pV - U+ 2p tr D—gv-ul D—gv-ul .

1o 1= r

on hem emprat que els valors propis d’una matriu semidefinida positiva no poden ser negatius,
podem escriure el balan¢ d’energia mecanica com

Definint

pDie = pufi + 0 (wioy;) +p V il — 6. (56)

Aquest balan¢ en forma diferencial es pot convertir en un d’integral si I’integrem sobre un
volum W; que es mou amb el fluid,

—

/ pDe &z = / (puzfZ + 0 (w;io) +p V- U — gb) d*z. (57)
Wt Wt
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Emprant ara que, del teorema del transport i de I’equacié de continuitat, es dedueix

d
T pe &z = / pDie d*z, (58)
Wi Wy
podem re-escriure com
d =
tJw, W oW,

on també hem emprat el teorema de Gauss per obtenir la integral sobre la frontera de W;.
Aquesta forma del balan¢ d’energia mecanica ens diu que el ritme de variacié de I’energia
cinetica és degut al treball fet per les forces externes (pu; f; per unitat de volum), al treball fet
per la resta de fluid a través de la frontera (u;0;;n; per unitat de superficie) i al treball degut a
la compressibilitat del propi fluid (p V- per unitat de volum), menys 1’energia que es perd
(¢ > 0) degut a la viscositat. Cal remarcar que el treball degut a la compressibilitat €s important
en moltes aplicacions, com ara en el cas de les turbines de gasos, i que les perdues per viscositat
expliquen, per exemple, perque els rius arriben als seus estuaris amb velocitats molt petites.

2.5 Balang d’energia: primer principi de la termodinamica

Hem vist en la secci0 anterior que part del treball fet sobre un fluid no es converteix en energia
cinetica del mateix, sind que es perd degut a la viscositat, és a dir, a la interacci6 entre molecules
corresponents a particules de fluid amb diferents velocitats. Aquesta energia, pero, no es pot
perdre, pero per tenir-la en compte s’ha d’introduir el concepte de calor i el primer principi de la
termodinamica, el principi de conservacié de I’energia, que és independent del balan¢ d’energia
mecanica.

Per fer-ho em d’introduir una nova variable, I’energia interna, que porta la comptabilitat de
I’energia cinetica de les molecules deguda al seu moviment termic microscopic (diferent de la
velocitat macroscopica per pertanyer a una particula de fluid) i també de I’energia potencial que
poden tenir per la interaccio entre elles. En el cas d’un gas ideal 1’energia sols té la contribucid
deguda al moviment térmic, mentre que en els gasos no ideals i en els liquids apareix una
energia potencial (per exemple, les forces de van der Waals en el cas dels gasos).

Si U designa I’energia interna d’un sistema qualsevol, llavors el primer principi de la ter-
modinamica[3] estableix que, en un procés arbitrari, la seva variacié AU satisfa

AU =Q —W, (60)

on W és el treball fet pel sistema i () és la calor que absorbeix. Per raons historiques, es
considera positiu el treball fet per un sistema sobre el seu entorn i també positiu la quantitat de
calor que passa de I’entorn cap al sistema. Aixo es degut a que la termodinamica va néixer de
I’estudi dels motors termics, que absorbeixen calor 1 proporcionen treball.
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En la seva formulacié basica, el primer principi es formula per a sistemes amb energia
mecanica constant. Com que aquest no és el cas d’un fluid que experimenta un flux, cal
particularitzar-lo. Si anomenen ¢ I’energia interna per unitat de massa, la conservacio de 1’ener-
gia total del fluid contingut en la regi6 IW; que es mou amb el flux estableix que

pﬁ-fd3x+/

7]

d
dt Ji,

ple +¢e)d®z = /

Wy Wi oWy

Els dos primers termes de la dreta son el treball fet sobre el fluid contingut en W; per les forces
externes i per la resta de fluid (i amb signe canviat seria el treball que fa el fluid de W, sobre
el seu entorn), i el darrer terme, sense el signe menys, és el flux de calor que surt de IV, per la
seva frontera, amb ¢ la quantitat de calor per unitat de superficie i temps en una certa direccio (i
per tant amb el signe negatiu €s el que entra). No hem posat el treball fet per la compressibilitat
degut a que aquest és un treball intern entre les particules del fluid de WW;. Si combinem aixo
amb (59) per a eliminar e, queda

d . -
— ped%—l—/ (pV~7I—<;5)d3a::—/ q-ndA, (62)
dt Jyw, W, oW,

que és la versi6 del primer principi per a fluids, i que és independent de I’equacié de balang de
I’energia mecanica. Convertint la integral de superficie en una de volum, i emprant el teorema
del transport per a pe 1 la hipotesis de continuitat habitual, obtenim la forma diferencial del
primer principi per a fluids . .

pDie = -V -¢—pV - -1U+ ¢. (63)

D’aquesta equacid, o de (62), veiem que tant el treball degut a la compressibilitat com la gene-
raci6 de calor degut a la viscositat contribueixen als canvis de I’energia interna.
En general, el flux de calor en un fluid és degut als gradients de temperatura. El model més

habitual €s el de 1a llei de Fourier, .
qg=—kVT, (64)

on k£ > 0 és un coeficient de conductivitat que depen del fluid. Posant aixo0 a 1 suposant
que k no depen de I’espai, tenim

pDe = kAT — pV - @ + ¢. (65)

Resumint, en total hom té 3 conjunts d’equacions diferencials,

a5 +V-(p) =0, eq.de continuitat (66)
(9_» b d g 1 4 1 = =d

g (u-V)ui=f—-Vp+ Eags 2t (V -1d), egs. de Navier-Stokes (67)
ot p p 3p

B! . .
pa—i +pii- Ve =kAT —pV -4+ ¢, conservacio de I’energia (68)
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amb ¢, que depén de les derivades de @, donada per (55)). El nombre de variables dependents de
t, ¥ que apareixen en aquestes 5 equacions és 7: les tres components de i, p, p, 71 . Si el fluid
€s compressible, hom té una equaci6 d’estat que dona p en termes de la densitat i la temperatura
absoluta, p = p(p,T'), i a més I’energia interna també es pot expressar llavors en termes de p i
T,e = ¢e(p,T). Siel flux del fluid és incompressible, no es pot eliminar p en termes de pi 7',
pero s’ha d’afegir I’equacié d’incompressibilitat V-i@ =0. Amés, en general, en aquest cas
es té ¢ = ¢(T). En qualsevol cas, el nombre d’equacions diferencials independents iguala el
nombre de variables que queden i es pot solucionar el sistema afegint les condicions de contorn
i inicials pertinents.

2.6 Teorema de Bernoulli

Donat un flux amb camp de velocitats (¢, ) definim les seves linies de corrent (streamlines)
com les corbes integrals del camp vectorial @ a temps ¢ fixat. Si les parametritzem amb s, les
linies de corrent corresponents a congelar el camp de velocitats en ¢ obeeixen

dZ(s)
ds

Les corbes integrals del camp de velocitats, que son les trajectories que segueixen les particules
de fluid satisfan, en canvi

(t, 7(s)). (69)

dz(t)
dt
Si el flux és estacionari, u(t, Z) = u(Z), les trajectories i les linies de corrent coincideixen.
Considerem ara un fluid newtonia ideal (¢ = 0) 1 tal que la forca externa és conservativa, de
manera que deriva d’un potencial,

— d(t, 7(t)). (70)

f=-Vo. (71)

Per exemple, (&) = gz si tenim un camp gravitatori constant en la direcci6 vertical. L’ equacié
d’Euler esdevé llavors
pDyi = —pVp — Vp,

0, component a component,

1
8tu2- + ujﬁjuz- = —8140 — —0;P. (72)
Y

Emprant que
€EilmW; = GilmEz‘jkajUk = (51j5mk - 5lk5jm)ajuk = O, — Oy,
el terme u;0;u; es pot escriure com
ujajui = uj(ajul- — &u]) -+ ’Ujain = —ujekijwk -+ uj&-uj

1 . L 1 .
= —€ikUjWE + §3z‘||uf|2 = —(U x &); + §az-||u||2,
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i ’equaci6 (72)) esdevé
| R 1 L
Oyu; + 0; §HU|| + ;@p + Oip = (U x d);. (73)

Aquesta €s I’equaci6 d’Euler per a un fluid qualsevol sotmes a una forga exterior conservativa.
Fem ara la hipotesis addicional que p és una funcié de p. Un flux aixi s’anomena barotropic.
Aquest és el cas, per exemple, d’un flux isotermic d’un gas ideal, per al que es té p/p = constant.
Per a un flux barotropic tenim que
! 0, 01 (p)
——0ip = 0l (p
p(p) ’

on I(p) és una primitiva de 1/p(p) respecte de p. Queda llavors
on )
B =sllal]* +1(p) +¢ (75)

és la funcio de Bernoulli. Si el flux és estacionari, aix0 es redueix, en notacié vectorial, a

—

VB =14 Xxa. (76)

Sigui Z(s) una linia de corrent del flux estacionari. La derivada de B al llarg de la linia de
corrent sera, emprant (76)),

d

. BEs) = VB(i(s)) - d(#(s)) = a(@(s)) x G(i(s)) - d(&(s)) = 0.

Per tant
§||ﬁ(a?)||2 + I(p(¥)) + ¢(Z) = constant sobre les linies de corrent, (77)

que €s I’enunciat del teorema de Bernoulli. A més, si el flux €s irrotacional, és a dir, si & = 0,
llavors

1
§||ﬂ’(f)||2 + I(p(¥)) + ¢(Z) = constant arreu. (78)

2.7 Balang d’entropia: segon principi

El segon principi de la termodinamica[3]] permet definir una funcié de I’estat del sistema, I’en-
tropia, tal que, en un procés espontani d’un sistema aillat, no pot mai decréixer. Aquesta funcio,
S, té unes variacions AS que, en termes de les de U i V, han d’obeir I’equacié de Gibbs

TAS = AU — pAV.
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L’equaci6 de Gibbs per unitat de massa és,

TAs = Ae — L Ap,
p

on s’ha utilitzat que el volum per unitat de massa és v = V//m = 1/p. D’aqui podem calcular
la derivada material de I’entropia per unitat de massa,

TDys = Die — 2 Dip. (79)
p

Si inserim ara I’equacié del balan¢ d’energia termica i 1’equacié de continuitat obtenim

leg . 0 = (q 1. = ¢
Dis = —=V_. —=-V.-|=]|—-=¢- VT + =. 80
pD;s TV q+T \Y (T) 724 \Y +T (80)
Finalment, emprant la llei de Fourier ¢ = —kﬁT, aixo esdevé
- (j’ kE = 9 [0}
Dis=-V-| = — (VT —. 81
pD;s \Y% (T) + T2(V ).+ i (1)

El primer terme del costat dret és la variacié d’entropia degut a la variacié de ¢/7 al llarg de
la trajectoria de les particules de fluid, i €s un terme reversible ja que no implica conduccid
de calor. Els dos darrers termes representen la producci6 irreversible d’entropia deguda a la
conduccid de calor i a la dissipacid. Pel segon principi, no poden ser negatius, i aix0 requereix
que w1 i k no siguin negatius. Com que aquest és el cas, el segon principi de la termodinamica
ja esta incorporat en la formulacié presentada. Si el fluid €s no viscos i no hi ha conduccié de
calor, I’entropia es conserva al llarg de les trajectories del flux.

La interpretaci6 dels termes que apareixen a (81]) és més clara si integrem I’equaci6 sobre
un volum fixat a ’espai I¥. En primer lloc, emprant I’equacié de continuitat es pot veure que

pDys = 0y(ps) + V - (psil) (82)

Si substituim aixo a (81)) i integrem sobre el volum fixat W, el primer terme €s simplement la
derivada respecte al temps de la integral, i passant el segon cap a la dreta i aplicant el teorema
de la divergencia en dos dels termes queda

d
— [ psdV = —/ psu-ndA
dt Jy ow

1

_ —g-idA
L7
1 /o \2
+ kz/wﬁ(VT) av
o)

n /—dV. (83)

w T
1
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El primer terme és el flux d’entropia degut al fluid que creua la frontera de 1/, mentre que el
segon és el flux d’entropia degut al flux de calor. Aquests dos termes de superficie, pero, no
augmenten ni disminueixen I’entropia global de I’Univers, ja que el seu efecte es compensa pels
termes iguals 1 de signe contrari que s’haurien d’incloure en el balang del fluid que rodeja a WE]
El tercer terme és positiu i representa la produccié d’entropia degut a la conduccid irreversible
de calor dins del fluid, mentre que el quart també es positiu i descriu la creacié d’entropia degut
a la dissipacio.

Problemes
10. Considereu I’equacié de continuitat i I’equacié de Navier-Stokes en una dimensié d’espai,

Op + O0(pu) =0,

1 4
Bpu + ubyu = f — ~0p + ~ 0.
p 3p

Sigui un observador que es mou amb velocitat constant relativa [ respecte al sistema en el
que es donen les equacions anteriors (‘“‘sistema del laboratori”), de manera que les seves
mesures d’espai i temps, 2/, t, estan relacionades amb les del laboratori per

¥=x—pt t =t
Les magnituds que apareixen en els dos sistemes estan relacionades per

ot x)y=p(t,x), pE,2")=pltx), « 2")=ult,z)—8 [f{ 2)=/f(z2).

Demostreu que les equacions de Navier-Stokes son les mateixes per a aquest observador.
Aquest és el punt fonamental de la invariancia Galileana de les equacions de Navier-
Stokes. Aixo no és quelcom que puguem donar per suposat per a qualsevol equacid. Per
exemple, I’equaci6 d’ones de 1’electromagnetisme

1
gafcb =02¢

no té la mateixa forma si es transforma de la mateixa manera, i s’obté, usant ¢'(t', z') =
o(t, x), 1
5 (8P02¢' + 03¢ — 250,000') = 050,

De fet, I’equaci6 d’ones considerada €s invariant sota transformacions de Lorentz, no de
Galileu.

3Si W és tot el fluid, llavors el primer terme no hi és degut a la condicié de frontera sobre , i el segon s’ha de
discutir incloent la font que proporciona el flux de calor i les caracteristiques d’aquest flux.
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11. Calculeu, aplicant el teorema de Bernoulli, la velocitat de sortida de I’aigua d’un diposit
per un orifici de diametre petit comparat amb la seccié del diposit.

12. Reproduiu tots els passos de la seccid 2.7 (Balang d’entropia: segon principi). Demostreu,
en particular, que
pDys = O0(ps) + V - (psi).

3 Nombre de Reynolds. Flux irrotacional

3.1 El nombre de Reynolds

Sigui un fluid homogeni, amb p(¢, ¥) = pg, i per tant incompressible, V-i=0. Suposant
també que i = pip és constant i definint la viscositat cinematica vy = o/ po, les equacions de
Navier-Stokes queden
Po

Suposem que el flux que estem considerant té alguna longitud caracteristica L, i també una
velocitat caracteristica U. Per exemple, L pot ser la dimensié d’un obstacle en el fluid, 1 U
la velocitat del fluid lluny de I’obstacle. Podem llavors definir també un temps caracteristic
T = L/U i unes magnituds sense dimensions,

- 1o 1
u=Ud', ¥=L7', t=Tt' V:zv’, atzfat,, (85)

de manera que en les noves variables (84) esdevé

- S S o = b Yo -
o’ + (@' - V)i’ =~V <Uzpo) ot

0, introduint la pressié adimensional p’ = p/(U?py),

T YO v AV YA v NN ﬂA/—»/'
il 4+ (u' -V Vp—i—LU u
Suprimint les primes i definint el nombre de Reynolds

LU

)

Re (86)

queda finalment
~ - 1
o+ (0-V)u=—-Vp+ %AU. (87)

Totes les quantitats que apareixen a (87), incloent-hi el nombre de Reynolds, sén sense dimen-
sions. El nombre de Reynolds indica la importancia relativa dels efectes de viscositat: sén
importants per a Re petit i disminueixen en importancia a mesura que Re creix.
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Si considerem dos fluxos incompressibles amb dimensions diferents perd amb la mateixa
geometria, les solucions de les equacions de Navier-Stokes seran iguals en les variables adi-
mensionals si els nombres de Reynolds també son iguals. Aixo s’utilitza experimentalment per
a obtenir conclusions sobre un flux utilitzant models a escala.

Suposem per exemple que tenim un submari amb L; = 200m, U; = 5ms~!. L’aigua del
mar té una viscositat cinematica v; = 1.83 x 1075m?/s, i per tant el nombre de Reynolds del
flux d’aquest submari sera

ULy

151

Re = =0.55-10°.

Si volem tenir un model a escala equivalent amb L, = 5m en amonfac ( 5 = 3 x 107" m? /9),
caldra que el flux del canal on el posem tingui una velocitat de

U2 = L—2R6—33m8 1.

El nombre de Reynolds també dona una indicaci6 sobre I’aparicié de fluxos turbulents. Per
a nombres de Reynolds inferiors a 2000 es pot assegurar que el flux no sera turbulent (flux
laminar), mentre que si el nombre de Reynolds és superior a 4000 es pot estar for¢ca segur de
que apareixeran fenomens de turbulencia.

3.2 Flux irrotacional

Sigui un fluid ideal (1 = 0) amb forces externes conservatives, f —6(,0, incompressible
(V- = 0) 1 tal, a més, que V,O = 0. De I’equaci6 d’Euler tenim llavors

0 = -V (g) Ve (@

_ v (g) . (%wﬁu% — i x (V% ﬁ)) ,

=

Vit

on hem emprat
V(F-G)=(G-V)YF+(F-V)G+Gx (VX F)+Fx (VxG)
amb F' = G = 1. El darrer terme conté el camp de vorticitat, i queda
i = —¥ (g) Ve %ﬁ(wn?) +Exd.

Si ara prenem el rotacional d’aquesta equacio, tots els termes amb gradients desapareixen 1
resulta

@ =V x (i x @)
= (@ VT —&(V-@)— (@ V)& +d(V -3 (88)
= (&- V)i — (@ V)3, (89)



—

on hem emprat la condicié d’incompressibilitat i que V - & = V - (ﬁ x i) = 0. Passant cap a
I’esquerra segon terme de la dreta queda finalment

D& = (& - V). (90)

Aquesta equaci6 indica que, per a fluids ideals amb densitat homogenia 1 forces externes con-
servatives, si la vorticitat és inicialment zero ho seguira sent en temps posteriors quan seguim
una particula de fluid. La aparici6 de vorticitat, si no hi és inicialment, requereix de forces no
conservatives o d’esforcos tangencials deguts a la viscositat.

Suposem ara que, a més de totes les condicions esmentades (homogeneitat, fluid ideal, for-
ces externes conservatives), el nostre flux és estacionari i bidimensional 1 irrotacional, és a dir,
V x @ = 0 arreu i per a tot instant de temps. Aix0 implica que el camp de velocitats és de la
forma

iy, ) = (u(z, y), vz, 1), 0).

La condici6 de incompressibilitat esdevé
Oxu + Oyv = 0, 9D

1 la de vorticitat nulla €s
0,v — Oyu = 0. (92)

Aquestes dues equacions impliquen, en virtut del teorema de Green, que els camps (—v,u) i
(u,v) siguin conservatius, respectivament. Existeixen per tant funcions ¢ (x,y) i ¢(x,y) tals
que

v = _axwa u = ayr(/ja (93)
u= 0,0, v=0y¢. (94)

La funci6 v s’anomena funci6 de corrent, i les seves corbes de nivell son les linies de corrent.
Efectivament, si (x(s),y(s)) és una linia de corrent, 2’ = u, y’ = v, tindrem que

%1/1(1’(8), y(s)) = OyYu + ayw'U = (—U)U + uv = 0,

i per tant (x(s), y(s)) és una corba de nivell, i també es pot demostrar a I’inrevés.
Per la seva banda, ¢ s’anomena potencial de velocitat, donat que el seu gradient proporci-
ona el camp de velocitats. Les dues funcions estan relacionades per

ax¢ = ay¢7 ay¢ = —8:61/), (95)

que no sén més que les equacions de Cauchy-Riemann per a ¢ + 2. Aix0, juntament amb la
condici6 de que ¢, ¢ siguin C*, fa que

w(z) = ¢(x,y) + (v, y)
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sigui una funcié holomorfa, anomenada potencial complex de velocitats. Aquest fet permet
utilitzar la teoria de funcions de variable complexa, i en particular les transformacions confor-
mes, per a resoldre problemes de mecanica de fluids en dues dimensions, suposant que el flux
satisfaci totes les condicions que hem anat introduint (en particular, ser estacionari, incompres-
sible, irrotacional i sense viscositat). Hom pot d’aquesta manera, en el camp de I’aerodinamica,
estudiar el perfil de pressions al voltant d’una superficie sustentadora.

Noteu que, per ser w(z) holomorfa,

w'(2) = 0,w(2) = 0,0(x,y) +10,90(x, y)
= u(z,y) —iv(z,y),

i per tant les components del camp de velocitats es poden llegir de la derivada de w.

Problemes

13. Esbrineu, a partir de I’equacié de Navier-Stokes, les dimensions fisiques de la viscositat
cinematica, i verifiqueu que el nombre de Reynolds no té dimensions fisiques.

14. Demostreu que les corbes de nivell de la funci6 de corrent son linies de corrent.

15. Sigui

2 2
—y— +92 > 1.
Y(z,y) =y Zag Y

(a) Demostreu que és una funcié harmonica i, suposant que €s una funcié de corrent,
calculeu el camp de velocitats.

(b) Demostreu que el camp de velocitats s’anulla quan ens acostem als punts (£1,0), i
dibuixeu, aproximadament, les linies de corrent.

(c) Calculeu el camp de pressions.

16. Calculeu i dibuixeu aproximadament els camps de velocitat associats als potencials com-
plexos (definits en cada cas, si no s’indica, sobre el domini que pertoqui)

(a) w(z) = Alogz, A > 0.

(b) w(z) = —iAlogz, A > 0.

() w(z)=UzU > 0.

(d) w(z) =U(z+a*/2),U > 0, peralz| > a.

17. L’equaci6 de Stokes.

(a) Determineu les dimensions de .
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(b) Amb la mateixa notacié emprada per arribar a 1I’equaci6 de Navier-Stokes original,
demostreu que

, L

també és una pressié adimensional. Efectueu 1’adimensionalitzacié de I’equacié

de Navier-Stokes amb aquesta p/, i escriviu el resultat en termes del nombre de

Reynolds.

p

(c) A partir de ’equaci6 sense dimensions obtinguda en 1’apartat anterior, considereu
el cas que Re — 0. L’equaci6 que en resulta s’anomena equacio de Stokes adimen-
sional:

v =N (96)

Es una equacié lineal i sense derivades temporals, i per tant el camp de velocitats
soluci6 de la mateixa sols pot variar en el temps si ho fan les condicions de fron-
tera. Aquesta equacid, juntament amb la condicié de incompressibilitat, descriu el
moviment de fluids quan els efectes deguts a la viscositat son dominants. Aquest
és el cas, per exemple, del flux de lava o de quitra (degut a I’elevada viscositat i les
baixes velocitats), i també el flux al voltant dels éssers microscopics que es despla-
cen en 1’aigua, com ara els paramecis, degut en aquest cas a la seva petita grandaria.
Aquests éssers utilitzen la superficie del seu cos per variar les condicions de frontera
del flux 1 generar aixi variacions temporals del camp de velocitats que els impulsen
en la direcci6 que volen.

(d) Demostreu que si restaureu les dimensions a s’obté Vp = A, que s’anome-
na, simplement, equaci6 de Stokes.

(e) Considereu I’equacié de Stokes 1 la condicié d’incompressibilitat,
Vp = uAi, V-i=0.

Demostreu que

1. La pressio i1 les components del camp de vorticitat son funcions harmoniques.

ii. Les components del camp de velocitat son funcions bi-harmoniques, és a dir,
satisfan ’equacié A%¢ = 0.

18. Sigui un flux viscés, homogeni i incompressible entre dues plaques planes paralleles
situades ay = 01y = d > 0, respectivament, i sense forces externes. Cerquem solucions
estacionaries de la forma u(z,y, 2) = (u(z,y),0,0) i a on p sigui sols una funcié de z,
p(z,y,2) = p(x), amb p(0) = p; i p(L) = ps, amb L > 01ip; > py, de manera que el
fluid és empes per la pressio en la direccid positiva de I’eix X.

(a) Calculeu el camp de velocitats 1 la pressio.

(b) Calculeu el camp de vorticitat.

27



(c) Calculeu la forga total que fa el fluid sobre una area d’un metre quadrat d’una de les
plaques, 1 el gradient de la pressio i el Laplacia del camp de velocitats en els punts
que estan en contacte amb elles.

(d) Com que el camp és estacionari, I’energia cinetica de qualsevol volum fix del fluid
no varia en el temps. Com es fa aixo compatible amb la presencia de dissipacid?

19. Sigui un fluid ideal (¢ = 0) 2-dimensional a la regié Q = {(x,y) € R?* | y > 0}. Supo-
sem que el flux és estacionari, incompressible i irrotacional, 1 que ve donat pel potencial
complex

1
w(z) = §A22, Imz >0,
amb A una constant positiva.

(a) Calculeu la funci6 de corrent i el potencial de velocitat. A partir de la funcio de
corrent, dibuixeu aproximadament les linies de corrent en el semipla superior.

(b) Calculeu el camp de velocitats 1 verifiqueu que el flux és incompressible i irrotacio-
nal.

(c) Calculeu, suposant que no hi ha forces externes, el camp de pressions. Repetiu el
calcul suposant que hi ha un camp gravitatori constant en la direccio y.
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