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1 EDO, tipus i solucions

Una equaci6 diferencial ordinaria (EDO) és una equacié entre una funcié y(z), les seves derivades
y'(x), y"(x), ..., 1la variable independent z, sempre que hi hagi almenys una derivada. La incog-
nita de 1’equacid és la funci6 y(x), i en 'EDO s’escriu sempre y, ¢/, y”,...en lloc de y(x), v/ (x),
y"(z),..., ja que es suposa que no es coneix la solucio.

L’ordre de la maxima derivada és I’ordre de ’EDO, i si y i totes les seves derivades hi apareixen
linealment es diu que I’EDO és lineal. Per exemple

y" + 3y + x = sin x és una EDO lineal de segon ordre.
yy' = x és una EDO de primer ordre, no lineal.

y™) + " + y = 2* és una EDO lineal de quart ordre.
y" + .= y” és una EDO de tercer ordre, no lineal.

Una soluci6 d’una EDO és una funci6 y(z) tal que en substituir-la a 'EDO, juntament amb les
derivades que calgui, en resulta una identitat. Per exemple,

y(x) =e “sinx (1)

és solucié de I’EDO lineal de segon ordre

y'+ 2 +2y=0. 2)

Efectivament, de (1),
Y(r) = —e "sinz+e “cosx =e “(—sinz + cosx), 3)
y'(x) = —e®(—sinx +cosx)+e *(—cosx —sinz) = —2e " cosu, 4)

1 llavors
y'(x) + 2y (x) + 2y(z) = —2¢ “cosz + 2 (e *(—sinz + cosz)) + 2¢ “sinz = 0.

Un altre exemple més interessant és

1.2

y(x) =1+ Ce 2%, (5)
on (' és una constant qualsevol, que és solucid de
y +ry =1 (6)

En efecte, de (5),
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1 llavors 1 1
2 2
y'(x) +zy(r) = —Cre 2" +x (1 + Ce 2% ) = 7.

El fet destacat d’aquest exemple és que qualsevol valor de la constant C' ens proporciona una
soluci6 de I’EDO (5). Aix0 no €s un cas aillat: per exemple, es facil veure que

y(x) = Cre *cosx + Che” “sinz, (7

amb (' i C5 constants qualssevol, és solucié de la EDO (2). Es diu que (5) i (7) s6n solucions
generals de les seves respectives EDO. La definicié general és la segiient:

Donada una EDO d’ordre n, una solucié general és una solucié que
conté n constants arbitraries independents.

Es important destacar que les constants han de ser independents. Per exemple,
y(z) = (C1 + Cy)e “cosx (8)

és una solucié de (2), perd no n’és la solucié general, ja que definint C' = Cy + Cy queda y(z) =
Ce™" cos x, que sols conté una constant.

El nom de “solucié general” esta justificat per la segiient propietat: llevat de certes EDO es-
pecials que no trobarem en aquest curs, una solucié general permet obtenir totes les solucions de
I’EDO donant valors a les constants arbitraries. Per exemple, si a (7) posem C; = 01 Cy = 1
obtenim (1).

Una solucié particular d’una EDO és una solucié que no conté cap constant arbitraria.

Les constants de la solucié general d’'una EDO es poden fixar arbitrariament donant-les-hi
valors, perd aixo €s poc util a la practica. Normalment, una solucié particular s’obté d’una de
general especificant un conjunt complert de condicions inicials, a partir de les quals es calculen
llavors les constants.

Donada una EDO d’ordre 7, un conjunt complert de condicions inicials
€s un conjunt dels n valors de y 1 de les seves derivades fins a ordre
n — 1 en un punt xy, el punt inicial:

"

y(@0), ' (0), 5" (o), .,y (o)

Aixi,
per a una EDO d’ordre 1 cal especificar y(zo).
per a una EDO d’ordre 2 cal donar y(zo), y'(z)-

per a una EDO d’ordre 3 cal proporcionar y(zo), y' (o), ¥" (o).
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En la majoria de problemes ens trobarem xy = 0, perod no sempre.
Reprenem I’EDO (2) amb solucié general (7). Posem 2, = 0 i busquem la soluci6 particular
que verifica y(0) = 1, /(0) = —1. De (7) tenim directament

1 =y(0)=Ciecos0+ Cre ’sin0 = C; 9)
d’on C'} = 1. Derivant la soluci6 general respecte a z,

y'(r) = —Cie"cosx — Cre " sinx — Che "sinz + Coe” " cosx

= e *((—=C1 +Cy)cosz — (Cy + Cy)sinx),
i ara podem imposar que 3/(0) = —1:
—1=9(0)=e?((—C} + C3)cos 0 — (Cy + C5) sin 0) = —C} + Cy.
Aix0, juntament amb C; = 1, determina Cy = 0 i la solucid particular
y(x) = e “coszx.

Es forga intuitiu que per determinar els valors de, per exemple, les dues constants d’una EDO
de segon ordre, calgui donar dos valors com ara y(z¢) i y'(zo). Hom podria pensar si, en general,
hi ha altres possibilitats, com donar els valors de y en dos punts diferents, en lloc de donar el valor
de y i de ¥’ en el mateix punt. La resposta és que aix0, en general, no és possible.

Sigui, per exemple, ’EDO

y" +4y = 0.

Es immediat veure que
y(x) = C} cos 2z + Cysin 2x

n’és la solucié general. Intentem ara trobar una solucié particular tal que y(0) = 1, y(7) = 2.
Hom té

y(0) = Cycos0+ Cysin0 = C,
2 = y(m) = Cycos2m 4 Cysin 2w = Cf,

i per tant no existeix cap valor de C'; que verifiqui les condicions (i, a més, Cy queda lliure).
En general, si es volen imposar condicions en dos punts diferents cal que I’EDO tingui algun
parametre que es pugui variar: escollint-lo de manera adient és possible llavors obtenir una solucié
especificada d’aquesta manera. Aquest fet és, per exemple, la base del funcionament de tots els
instruments musicals. Aquest tipus de problemes, una EDO amb condicions a diferents punts,
s’anomenen problemes de frontera doble. Nosaltres no els veurem, i ens concentrarem en el tipus
de condicions en un tnic punt. Aixo té un nom especial:

S’anomena problema de valors inicials o problema de Cauchy el pro-
blema de trobar una solucié y(z) d’una EDO d’ordre n amb valors es-
pecificats de y(x), ¥ (20), " (x0),. .., y™ D ().
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A més de tractar EDO, considerarem també sistemes d’EDO, que sén conjunts d’EDO per a
més d’una funcié de la mateixa variable independent z. Per exemple

y'l + 211y = sinz,
Y1yy + 3yoyy + 0 (10

és un sistema d’EDO per a y;(x) i y2(z). L'ordre d’un sistema d’EDO és la suma dels ordres de
les derivades maximes de les funcions que hi apareixen; en I’exemple anterior I’ordre és 1 +2 = 3.

La soluci6 general d’un sistema d’EDO d’ordre n conté n constants arbitraries, que es poden
determinar especificant un problema de Cauchy amb n condicions inicials per a les funcions i les
seves derivades, repartides segons 1’ordre de la maxima derivada de cada funci6. En I’exemple
(10),

com que y; hi apareix com a maxim amb derivada primera, cal donar y; (),
com que y» hi surt com a maxim amb la derivada segona, cal donar yo (o) 1 y5(xo).

En tota aquesta presentacié hem anomenat x la variable independent i y(z) (amb subindex en
el cas de sistemes) la funcié o funcions. Encara que aquesta és la notacié que emprarem més,
en poden apareixer d’altres i, en particular, si la variable independent és el temps, s’acostuma a
utilitzar punts sobre la variable per denotar les derivades, enlloc de ’ al costat. Per exemple, la
segona llei de Newton per a una particula de massa m en una dimensioé i1 subjecta a una forca
elastica que obeeix la llei de Hooke és

d*z
Aix0 és una EDO d’ordre 2 per a la funcié x(t), amb variable independent ¢. En la notacié que
hem explicat, ho escriurem

mz = —kx. (12)

Aquesta és, de fet, una EDO de la qual coneixem la solucié general dels cursos de fisica (problema
de I’ oscillador harmonic):
x(t) = Cy sinw,t + Cy cos wyt, (13)

| k
Wy =14/ — (14)
m
és la freqiiencia natural de I’ oscillacid.

Per obtenir una solucid particular, cal especificar z 1 & en un cert instant de temps ¢y. Escollint
to = 01 demanant que x(0) = x( (la posici6 inicial), #(0) = vy (la velocitat inicial), i emprant que

on

z(t) = Ciw, cos wyt — Cow, sin wyt, (15)
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s’obté

Ty = .I‘(O) = Cl sin 0 + CQ cos0 = CQ,

vg = #(0) = Chw, cos 0 — Chw, sin 0 = Cwy,

d’on C = vy/wy, Cy = ¢ i la soluci6 particular que correspon a les condicions inicials especifi-
cades €s

x(t) = 20 gin wpt + o cos wpt. (16)
Wn,

2 EDO de variables separades

Aprendrem ara a calcular la solucié general de les EDO més senzilles, les de variables separades.
Per comencar, considerem una EDO de la forma

y' = f(z), (17)

on f(x) és una funcié donada. Es tracta aqui de calcular una funcié y(z) que doni f(x) al derivar-
la. Hem per tant de calcular la primitiva:

y(z) = / F)de 1 C ()

on C és la constant d’integracié que sabem, ara que hem parlat d’EDO, que es pot determinar
imposant una condici6 inicial y(x() per obtenir una solucié particular. Per exemple, si tenim

y' = sinz, amb y(0) = 3,

la soluci6 general és

y(x) = /sina:dx +C = —cosz+C,
i la soluci6 particular que satisfa y(0) = 3 s’obté de
3=9y(0)=—cos0+C=—-1+C,

d’on C' = 4 illavors y(z) = 4 — cos .

De fet, I’equacio del tipus (17) es pot generalitzar a una derivada d’ordre qualsevol, i 1a soluci6
general s’obté integrant tantes vegades com 1’ordre de I’EDO. Per exemple, donada I’EDO d’ordre
2

y// — xex’

podem calcular y/'(x) integrant una vegada (s ha de fer per parts; aixo ja ho sabeu fer):

Y (x) = /xe“dx + Cy = ze® — e* + (Y,
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i llavors y(z) surt d’integrar de nou:
y(z) = / (xe® —e® + C))dx + Cy = ze® — 26" + Crx + Cs.

Fixem-nos que la constant d’integraci6 que ha aparegut en fer el primer pas apareix dins el signe
integral del segon pas, i dona el terme C' .

El problema de calcular la solucié general de les EDO de primer ordre es complica quan el
membre de la dreta és una funci6 tant de x com de y:

y = F(z,y). (19)

De fet, no hi ha cap tecnica general, excepte els metodes numerics, per solucionar totes les EDO
de la forma (19). Una classe particular per a la qual si que hi ha un metode general és quan F'(z, y)
és el quocient d’una funci6 de x i una de y:

y' = @ (20)

9(y)
Aquestes EDO de primer ordre s’anomenen EDO de variables separades i el calcul de la seva
soluci6 general es redueix a computar dues primitives, tal com veurem tot seguit.
En primer lloc, escrivim (20) com

1 ara integrem els dos costats respecte a x
/ g(y)y'dx = / f(z)dx (després posarem les constants d’integracio). (21

A la dreta tenim una integral respecte a  d’una funci6 de z, per0 a I’esquerra tenim una funcié de
y 1 estem integrant respecte a x. De fet, la solucié que busquem és una funcié y(x) i, per tant, ho
podem reescriure com

/ o(y(@))y/ (z) dz = / f(x) dz, 22)

on ara ja esta clar que estem integrant una funcié de x. En aquesta integral de 1’esquerra fem ara
un canvi de variable de x a y:

r—y=uyx), dy=1y'(x)dz, (23)
1 queda
[ow = [ 1) . @)

Cada integral t€ una constant d’integracio, i per tant hem d’escriure, de fet,

/g(y) dy+Cy = /f(x) dz + Cs. (25)

Passant totes les constants a una banda i posant C' = (3 — (' queda I’expressié final per a la
soluci6 general de (20):
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La soluci6 general de

/g(y) dy:/f(x) dz + C.

Per recordar aquest resultat, hom pot utilitzar el segiient truc. En primer lloc escrivim 3 com g—g:

dy _ f(=)

dz — g(y)

Ara “trenquem” la derivada en el seu numerador i el seu denominador, i passem tot el que té x a
una banda i tot el que té y a ’altra:

1 finalment posem els signes d’integral i la constant d’integracio:

[owas= [ sy c. (26)

En realitat, el trencament de la derivada no té sentit per si mateix, i €s el canvi de variables que s’ha
explicat el que permet demostrar que aquesta manipulacié formal produeix el resultat correcte.
Com a primer exemple considerem la EDO no lineal

zy = 1> (27)

Per posar-la en la forma general y = f(z)/g(y) escrivim

1 per tant veiem que

1 1
flz) = 7 9(y) = E,
i podem aplicar llavors (26). Alternativament, podem emprar el truc que hem descrit:

d 1 1 1 1
x—y:yQ:xdy:gfdm:—2dy:—d$$/—2dy=/—dx+0.
dx Y x Y x

Calculant les integrals obtenim

1
= =log|z| + C, (28)
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d’on podem aillar y en funci6 de z:

-1

T)=—F". 29
y(z) log |z| + C 29)
Aquesta és una solucié general de I’EDO (27). Si ara volem calcular una solucié particular, cal
notar que no podem triar o = 0, ja que el logaritme que apareix a (29) no esta definit en aquest
punt. De fet, no hi ha cap soluci6 que passi per x = 0. Escollint qualsevol altre punt inicial, per

exemple xo = 1, 1 imposant y(1) = 1/2, queda

_ 1) = -1 1
2 Y S log|l|+C O
i per tant C' = —2. La soluci6 particular buscada €s llavors
-1 1
y(x)

:log|m|—2 a 2 —log|z|

Es pot demostrar que les solucions particulars de ’EDO (27) no creuen mai x = 0. Com que la
nostra solucié particular passa per xy = 1, la soluci6 tindra sempre = > 0, i podem treure el valor

absolut:
1

y(@) = 2—logx’

Com a segon exemple estudiarem
y(1+2z) +z(1 —y)y' = 0. (30)

Efectuant la separaci6 de variables queda

1 1
/(—+2> dxz/(l——) dy +C
x Yy
i, per tant, la solucié general

log |z] 4+ 22 = y — log |y| + C. (31)

En aquesta soluci6 general no és possible aillar y en termes de x. Malgrat tot, és possible imposar
una condici6 inicial. En efecte, si demanem y(1) = e queda, posant x = 1 iy = e a (31),

log|1|+2=e—logle| + C,
d’on C' = 3 — e i queda la solucié particular
log |z| + 2z =y —log|y| +3 —e.

Si representem aquesta corba (aix0 es pot fer amb la instruccié implicitplot de Maple), s’obté el
resultat de la Figura 1. La corba resultant té tres components que, de fet, estan desconnectades. La
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(1,e)

Figura 1: Grafica de log |z| + 2z = y — log |y| + 3 — e.

component que passa pel punt (1, ¢), en color blau, és la nostra soluci6 particular i esta continguda
en el primer quadrant. Podem per tant treure els valors absoluts i queda el resultat final

logx +2x =y —logy + 3 — e. (32)
Com a darrer exemple d’EDO de variables separades, sigui

(x — 1)y = ya. (33)

1
/—dy:/ ? dz + C,
Y r—1

log ly| =z + log |z — 1| + C.

Separant les variables obtenim

i, calculant les integrals,

Exponenciant els dos costats i tenint en compte les propietats de I’exponencial resulta la soluci
general
c
y(z)| = " ez = 1.

El factor e“ és una constant positiva que anomenem K, i queda

ly(2)| = Kelo —1].
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Si traiem els valors absoluts, poden apareixer signes menys si qualsevol dels arguments dels valors
absoluts s6n negatius: .
y(x) = £Ke"(x — 1).

Resulta, pero, que es pot veure que, seguint una solucid, x — 1 canvia de signe si i sols si ho fa y.
Per tant, per a una solucid particular donada el signe €s positiu o negatiu, perd no pot canviar. Per
tant podem escriure la forma final de la solucié general com

y(r) = Ke*(z — 1) (34)
on K # 0 té signe qualsevol. Si, per exemple, volem la solucié particular que verifica y(2) = —1,
ens queda
—1=Ke*(2-1)
d’on K = —e~? i obtenim
y(x) = —e 2 (x — 1) = —**(x — 1). (35)

3 Algunes EDO a I’enginyeria i la ciencia

3.1 Mecanica

La segona llei de Newton per a una particula de massa m,

—

mi =F, (36)

és una EDO de segon ordre en Z(t) € R3 (és per tant una EDO d’ordre 6). Per simplificar suposa-
rem que estem en una dimensié i escriurem x en lloc de %, de manera que ens queda

mi = F), (37)

En general la forca F' pot dependre de la posicid z, de la velocitat = i1 del temps ¢. Els detalls
d’aquesta dependencia fan que I’EDO sigui d’un tipus o altre.

El cas més senzill i menys freqiient es dona quan la forga és sols una funci6 del temps, F' =
F'(t). Llavors la solucié de la EDO es redueix a dues integracions successives, que poden ser més o
menys complicades depenent de la complexitat de F'(¢). En el cas particular en que F' és constant,
F(t) = Fy, hom té, integrant una vegada

1 F
i(t) = —/Fg dt = 2t + C, (38)
m m
1, integrant de nou,

F
z(t) = ﬁﬂ + Cyt + O, (39)
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Imposant que z(0) = (i ©(0) = vy hom obté el conegut resultat
1 F 1
x(t) = L vot + 19 = =at® + vot + o, (40)
2m 2

on a = Fy/m és ’acceleracid, que és constant en aquest cas.

Quan F' depeén de x o # I’EDO resultant pot ser molt més complicada, 1 alguns casos els
aprendrem a resoldre exactament, pero en d’altres haurem d’emprar metodes numerics. Un cas
forca habitual es dona F' representa 1’accié d’una molla que obeeix la llei de Hooke, un fregament
proporcional a la velocitat i una forca externa sinusoidal:

F(z,&,t) = —kx — v& + Fysinwyt, (41)
on k, 7y, Fy 1wy son constant positives. L’EDO que resulta,
ma + ’YQ? + kx = FO sin wot, (42)

és una lineal de segon ordre amb coeficients constants que aprendrem a resoldre en el segiient
tema.

Quan F' no és funcio de z, sind sols de x 1 ¢, 'EDO de segon ordre per a la posici6 es pot reduir
a una de primer ordre per a la velocitat v = z, 1 queda

mo = F(v,t). (43)

Si, amés, la forca no depen del temps, resulta una EDO de variables separades. Un cas molt senzill
és el de fregament lineal que ja ha aparegut abans

mu = —yuv. (44)

L’aproximacié que el fregament sigui proporcional a la velocitat deixa de ser valida en certes
situacions, i llavors apareixen termes proporcionals al quadrat de la velocitat (aquest és el cas de
la caiguda d’un objecte dins 1’atmosfera). Llavors

my = —yv — kv? ~ —rv?, 45)

on I’aproximacié darrera és valida per a velocitats grans. Els dos tipus de fregament a (45) cor-
responen a fisiques molt diferents 1, per exemple, v depen de la viscositat del fluid en qu+e es
desenvolupa el moviment, mentre que ~ no.

3.2 Teoria de circuits

Els elements d’un circuit electric imposen relacions entre el corrent ¢ que els travessa i la diferéncia
de voltatge v en els seus terminals.
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Figura 2: Resistor.
. g
i
ﬂ F
-
v

Figura 3: Condensador.

L’element més senzill és el resistor, que apareix a la Figura 2, i que estableix una relacid

algebraica entre v i ¢. En el cas lineal,
v = Ri, (46)

amb R > 0. Hom pot tenir relacions més complicades pero, per tenir dissipacié i no generacio,
s’ha de respectar vi > 0.

Els condensadors estableixen la relacio entre v i ¢ indirectament, mitjancant una variable d’estat
q, la carrega del condensador. Aix0 apareix representat a la Figura 3, on ¢ és la carrega del terminal
del condensador on incideix el corrent 7; 1’altre terminal té carrega —q. La variaci6 de ¢ en el temps
ve donada per i:

q=rt, 47)
i v és una funcié de ¢. En el cas lineal
q
= = 48
! C’ (43)

on C' > 0 és la capacitat del condensador.

Els inductors, com el representat a la Figura 4, també estableixen una relaci6 indirecta, pero
mitjancant el flux del camp d’induccié magnetica, ¢, la variaci6é temporal del qual ve donada pel
voltatge:

b= (49)
El corrent €s llavors una funcié de ¢, que en cas lineal es redueix a
_ 9
= — 50
i= 7 (50)

on L > 0 és ’autoinductancia de I’inductor.
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Figura 4: Inductor.

Cal notar que en tots els casos el voltatge es mesura com la diferéncia entre el terminal per on
entra el corrent i el terminal per on surt; aixo és fa aixi per evitar 1’aparicié de signes negatius en
les relacions presentades.

Hom pot combinar aquests elements, juntament amb d’altres com les fonts de voltatge o de
corrent, 1 obtenir per exemple el circuit de la Figura 5. Les equacions imposades pels elements
son, suposant-los lineals,

. . q
= == 51
q=1c, ve =G (51

i o
=L, L = E; (52)
VR — RiR, (53)

i les lleis de Kirchoff imposen les segiients relacions entre els voltatges i els corrents dels elements
(incloent-hi la font de voltatge v(t))
v(t) = votvr+up, (54)
ic =1, = IR. (55)
Combinant les relacions dels elements amb les lleis de Kirchhoff hom obté
1

¢=ic=ir=70 (56)

¢ = vp=0(t)—vg—ve=0(t) — Rig — = =v(t) — Ri, — =

R 1
= o(t) - 70t (57)

que constitueixen un parell d’EDO de primer ordre, lineals i amb els coeficients contants per a ¢ i
¢. Hom pot reduir aixo a una EDO de segon ordre per a una de les variables d’estat, per exemple
q. Derivant (56) respecte al temps, emprant (57) i tornant a emprar (56) resulta

. 1. 1 R 1 1 R . 1
Q—z¢—z<v(t)—z¢—5Q) _fv(t)_fq_ﬁq’
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Figura 5: Circuit RC'L amb una font de voltatge.

és a dir .
L+ Rg+ 5(] = ov(t), (58)

que és formalment ideéntica a (42) si s’aplica un voltatge sinusoidal v(t) = V{ sin wyt.

3.3 Models de poblacié

Sota hipotesis raonables, el ritme de creixement d’una poblacié és proporcional al nombre N (t)
d’individus. Aixo correspon a una EDO per a N () de la forma

N = kN, (59)

on k£ > 0 és una constant. Aquesta és una EDO de variables separades molt facil de solucionar
1 que apareix en altres contexts, com ara el creixement d’un capital degut als interessos. En el
context de la dinamica de poblacions, les solucions de (59) sén funcions que prenen valors reals,
mentre que el nombre d’individus és un nombre natural; hi ha aqui per tant una aproximacid, que
esta justificada si NV és prou gran.

L’equacié (59) és molt simple, i no t€ en compte 1’escassetat de recursos que poden posar-se
de manifest quan la poblaci6 creix molt. Un model més realista és

N = kN — gN?, (60)

on g > 0. Si N és relativament petit, de manera que £ > ¢/V, la poblaci6 creix, perd quan N
s’acosta a k/q el creixement es fa cada vegada més lent i la poblaci6 no arriba mai a superar aquest
valor, havent assolit el limit de suport vital del seu entorn.
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El model de Lotka-Volterra representa la interacci6 entre dues especies, amb poblacions z (les
preses) 1y (els depredadors). Es un sistema no lineal donat per

T = ax— Py,

= —y+oxy,

on a, 3, v 19 sén parametres reals positius. La interpretacié dels diferents termes és la segiient:

34

ax representa el creixement natural de la poblacié de preses, que es suposa que tenen una
font illimitada d’aliments.

—Bxy representa el decreixement de la poblacié de preses degut a la seva interaccié amb
els depredadors, i es proporcional al producte de les dues poblacions (com més preses 1 més
depredadors, més encontres entre les dues especies, amb resultats fatidics per a les preses).

—~y representa la dinamica de la poblaci6 de depredadors si no hi ha preses: els depredadors
disminueixen a causa de la manca d’aliments.

Finalment, dxy t€ en compte el creixement de la poblacié de depredadors per les seves
trobades amb les preses. El coeficients 3 i 0 poden ser diferents perqué quan un depredador
consumeix una presa es produeix una disminucié immediata de x, perd 1’efecte sobre y és
indirecte (en forma, per exemple, de més descendencia). Si penseu que x, y representen les
masses de les poblacions en lloc de les quantitats d’individus, llavors la diferéncia entre /3
i 0 té la seva explicacio en el fet que un kilogram d’aliment no es tradueix en un augment
permanent de massa d’un kilogram.

Desintegracio radioactiva

El nombre de desintegracions per unitat de temps d’un isotop inestable sols depen de la quantitat
d’isotops presents. Aix0 proporciona una EDO molt semblant al model simple de poblacid, pero
amb un canvi de signe, donat que ara la poblacié d’isotops inestables disminueix:

N = —)\N, (61)

amb A > 0. L’invers de A\, " = 1/, representa la vida mitjana de 1’isotop, i pot prendre valors
des de 50 ms per al rad6-218 fins més de 6300 milions d’anys per 1’urani-238, passant pels 200
dies per al poloni-210 o els 8033 anys del carboni-14. A les taules sobre radioactivitat s’acostuma
a donar el periode de semi-desintegracid, 71, que €s el temps necessari perque la quantitat de
I’isotop disminueixi fins a la meitat, i que esti relacionada amb T per T% =Tlog2<T.
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4 Metodes numerics

Hi ha moltes equacions diferencials per a les quals no és possible trobar una solucié exacta, o
soluci6 en forma tancada. Per exemple, ningt no sap com trobar exactament la soluci6 de
y—1 1

yv2+1 1+z

v +yty + (62)
A la practica, pero, sempre n’hi ha prou amb poder calcular la solucié amb una certa aproximacio,
€s a dir, amb un cert error, 1 saber que, si convé, es pot fer I’error més petit treballant una mica més.
Aix0 és el que fan els metodes d’expansié en serie i els metodes numerics. Dels primers no en
parlarem, ja que el seu contingut tedric ultrapassa 1’abast del curs i, de fet, la seva aplicabilitat €s, a
la practica, restringida. El que veurem aqui sera una introduccié als metodes numerics, que son els
que s’utilitzen per resoldre les EDO forca complexes que apareixen en tots els ambits de la técnica
1 la ciencia quan es consideren els problemes que van més enlla dels models for¢ca simplificats que
hem vist fins ara. Val a dir, pero, que els metodes numerics que veurem, basicament el metode
d’Euler, s6n molt elementals, poc eficients 1 poc economics des del punt de vista computacional.
A la sessi6 de laboratori veurem com utilitzar alguns metodes molt més potents, disponibles en
forma de rutines altament optimitzades, i que son els que s’usen industrialment.

Els metodes numerics per resoldre EDO tenen tots dues caracteristiques que s’han de tenir en
compte:

e sols permeten trobar solucions particulars. Cal donar, per tant, un conjunt complet de condi-
cions inicials.

e necessiten que I’EDO o conjunt d’EDO que se’ls passa siguin totes de primer ordre.

4.1 El metode d’Euler

Comencem per I’EDO de primer ordre amb condici6 inicial

v = f(z,y), y(zo) =10 (63)

La solucié d’aquesta EDO és una corba y = y(x) que a cada punt (x,y) del pla té un pendent
f(z,y), tal com mostra la Figura 6.

Podem construir aproximadament aquesta corba comengant en el punt (g, o), donat per la
condicid inicial, i dibuixant una recta que hi passi amb pendent f (o, yo) (Figura 7).

Volem calcular y(x1), amb 21 = zo + h. Com que no coneixem la soluci6 y(z), 1’aproximem
per la seva recta tangent en el punt xy:

y(x1) = y1 = yo + ' (z0) (@1 — 20). (64)

El fet important és que, encara que no coneixem y(x), si que podem calcular la seva derivada en el
punt (), ja que, segons (63),
y'(w0) = f(0, Yo)- (65)
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pendent = f(x,y)

y
/ y(x)

Figura 6: Interpretacié de la solucié y(z) de ' = f(z, ).

Per tant
y(z1) = y1 = yo + f(20, yo)(v1 — T0) = Yo + hf (20, Yo)- (66)

Fixem-nos (Figura 7) que, en general, y(z1) # y1, 1 que com més lluny estigui x; = o + h de x,
és a dir, com més gran sigui h, menys acurat sera substituir y(z) per y;. El que es pot fer, si es vol
anar més lluny de x, és repetir el procediment partint del valor z; (exacte), i el valor aproximat
Y1, emprant una recta amb pendent igual a f(z,y;), tal com mostra la Figura 8. Fixem-nos que
aquesta no és la recta tangent a la soluci6 en el punt x4, ja que

e passa per (z1,y;) en lloc de (z1,y(x1)),
e té pendent f(x1,y), en lloc de pendent f(x1,y(x1)),

perd ens hem de conformar amb aixo, ja que no coneixem y(x) i no podem calcular per tant y(z).
La idea, pero, és que si y; no és molt diferent de y(z1), les dues rectes no diferiran tampoc massa.
Tenim que

Y(xe) mya = y1 + ¥ (1) (x2 — 1) = y1 + f(z1, 1) (22 — 1) = y1 + hf(21, 1), (67)

on el segon ~ és degut al fet que aproximem ¥/ (x1) = f(x1,y(x1)) per f(x1,y:). Fixem-nos que
I’error en aquest calcul és, en general, menor que I’error si haguéssim aproximat y» mitjangant la
recta tangent en el punt original (¢, 3o), ja que hem corregit el valor del pendent.

Aquest procediment es pot generalitzar per anar cada vegada més lluny de g, 1 s’obté el métode
d’Euler:
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error
Y1
o=~ ya)
|
|
|
|
|
|
To x1=x0+h
Figura 7: Construccié aproximada de la soluci6 y(x) de v/ = f(z,y) al voltant de la condici6

inicial.

Metode d’Euler. Fixat h # 0, és possible obtenir aproximacions de la solucié y(z)
del problema de valors inicials (63), en els punts x1, xo, ..., Z,, On

iCi:.%i,l—Fh, i:1,2,...,n

mitjangant el metode recurrent

Vi = Vi1 + hf(Tic1, i), 1=1,2,...,n.

Si hom vol obtenir la solucié aproximada en punts de I’interval [z, z ], el millor és decidir a
quants punts n es vol la soluci6 i escollir llavors

Ty — o

h (68)

n
En principi, amb z i 2 fixats, com més gran sigui n, i per tant més petit /, menor sera I’error de
la soluci6 calculada pel metode d’Euler. Fixem-nos que z ¢ pot estar a I’esquerra de x, i llavors

h < 0.
Sigui per exemple ’EDO _
sin
v +
Tenim zo = 0, yo = 11, si volem calcular la solucié a [0, 10], posem x s = 10. Escollim primer
n = 20, de manera que

/

y:

y(0) = 1. (69)

10—-0
h=—=0.5.
20
La Taula 1 mostra els resultats del metode, i a la Figura 9 hi ha, en color vermell i enllacats per

segments, els corresponents punts. Cal notar que en = = 0.5 el valor de y no ha canviat respecte
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Y2

n

Yor - - =

Zo To=x1+h=ux0+2h
Ilzxo—f—h

Figura 8: Extensi6 de la construccié aproximada de la solucié més enlla de x;.

? 0 1 2 3 4 5] 18 19 20
T 0| 0.5000 | 1.0000 | 1.5000 | 2.0000 | 2.5000 | --- | 9.0000 | 9.5000 | 10.0000
yi || 1.0000 | 1.0000 | 1.1598 | 1.3392 | 1.4906 | 1.5983 | --- | 1.5699 | 1.5878 | 1.5847

Taula 1: Soluci6 de (69) pel metode d’Euler en [0, 10] amb 20 punts.

a I’inicial. Aix0 és degut a que en el primer pas del metode d’Euler per al nostre problema es té
xog = 0iladerivada vy’ = f(x,y) val zero en aquest punt:

— o050 o=
Y1 ="Yo 'y§+0_y0 = Yo-
A la Figura 9 també hi apareixen representats, en , el resultat del metode d’Euler per al

mateix problema amb n = 100 i, com a referencia, la solucié “exacta”, calculada, de fet, amb un
metode numeric molt més precis i eficient, en blau. Veiem per tant que a I’augmentar el nombre
de punts del metode d’Euler I’error disminueix, encara que el cost computacional és considerable.

El metode d’Euler es pot utilitzar per a un nombre arbitrari d’EDO de primer ordre. Per exem-
ple, si tenim el sistema

y/ = f(x7y7'z)7
d = glay,2), (70)

amb condicions inicials y(zo) = yo, 2(z0) = 20, els valors que s’han de calcular de forma recurrent
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1.8

16

151

1.3f

1.2}

Figura 9: Soluci6 de (69) pel metode d’Euler en [0, 10] amb 20 punts (vermell) i amb 100 punts
(verd), 1 la soluci6 exacta (blau).

€r; = l’i_l—Fh, 2':1,2,...,71,
Yi = yi—1+hf(xi—17yi—17zi—1)7 1= 1727"'7n7
2 = zi1+hg(rio, Yo, 2im1), 1=1,2,...,n. (71)

Com hem dit, tots els metodes numerics per a EDO treballen amb EDO de primer ordre. Si
en tenim una d’ordre superior I’hem de reescriure com un conjunt d’EDO d’ordre 1. Per exemple,
sigui la segona llei de Newton en una dimensi6 amb forga arbitraria:

mi = F(t,x, ), x(to) = xo, ©(tg) = vo. (72)
Considerant la velocitat v(t) = #(t) com a nova variable dependent, a més de x(t), tindrem

i o= v, (73)

v o= lF(t,ac,v). (74)
m



Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 23

El metode d’Euler per a (73), (74) calcula llavors

ti = ti_1—|—h, i:1,2,...,n,

xT; = in_l—l-hvi_l, 221,2,...,717

1
v = Vi1 +h—F(ti_, v ,v1), i=12,...,n (75)
m

4.2 Altres metodes

En principi, el metode d’Euler permet, agafant i cada vegada més petit, aproximar tan bé com es
vulgui la solucié d’una EDO. Hi ha, perod, com a minim, un parell de problemes amagats:

Eficiencia. Si I’EDO no collabora, cal posar valors realment petits de / i, per tant, grans de n, per
obtenir un error raonable. Aix0 suposa un cost de temps que, depenent de les circumstancies
1 les especificacions, pot ser prohibitiu.

Error. Associat al fet d’haver de fer moltes operacions si n és gran, hi ha el problema de I’error
d’arrodoniment. Els nombres reals no poden representar-se exactament en un ordinador, i
s’han d’arrodonir. Aixo vol dir que, cada vegada que es fa una operacio, és possible que es
perdin digits del resultat, i, en principi, com més operacions més informacié es va perdent.
A més, el metode d’Euler, fins i tot amb una hipotetica representacié exacta dels reals, intro-
dueix per ell mateix un error, que s’anomena error de truncament. Els dos tipus d’error es
barregen i, de fet, I’error total es pot amplificar.

La principal conclusié que s’extreu d’aquestes consideracions és que és forca interessant in-
tentar obtenir metodes millors que els d’Euler, que requereixin menys passos, per tal de millorar
I’eficiencia computacional i de controlar els efectes de 1’error d’arrodoniment.

Per veure com aixo es pot fer, comencem analitzant I’error del metode d’Euler. Recordem el
teorema del polinomi de Taylor:

Férmula de Taylor. Si una funci6 y €s derivable m + 1 vegades al voltant d’un punt
x, llavors, per a qualsevol h (prou petit en valor absolut) existeix un valor ¢ entre x i
x + h tal que

: "), YD)
h — / h Yy (.T) h2 . Yy hm m—+1
y(x + h) ?(x) +y'(x)h + o + -+ — + (m+1)

J/

~
polinomi de Taylor d’ordre m error

El valor ¢ €s desconegut i, per a x fixat, depen de h. Per tant no podem calcular I’error de 1’apro-
ximaci6 de y(z + h) pel polinomi de Taylor d’ordre m; si el coneguéssim tindriem una manera
exacta de calcular y(x + h). Malgrat tot, si per a m prou gran la derivada ™" no creix massa,
I’error del polinomi de Taylor d’ordre m és petit.
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Els dos primers termes del polinomi de Taylor proporcionen el metode d’Euler

y(x + h) = Ypuer(z + h) = y(2) +y'(2)h = y(z) + f(z,y(2))h. (76)

Perd, per la férmula de Taylor amb m = 1, tenim que I’error comes en passar de y(x + h) a
yEuler(x + h) és
7
c
%QW:K@M
Per tant I’error en un pas és proporcional a h2. En una primera analisi, I’error total per anar de
a xy en n passos del metode d’Euler sera

K(e)h* + K(cy)h? + -+ K(cp)h* = (K(cy) + K(co) + -+ K(cn))h?

= nKW::ﬂ%?@K%Z:R%

on K és la mitjana dels K (¢;) i K = (7 — x0) K. Per tant I’error total d’aplicar el métode d’Euler
és proporcional al pas h. En realitat, la situacié és més complicada, ja que a cada pas, excepte el
primer, es parteix de valors de y que ja son erronis. Malgrat tot, una analisi més acurada, emprant
les tecniques de I’analisi numerica, déna que 1’error total segueix sent proporcional a h.

L’error de cada pas del metode d’Euler ve donat pel fet que tallem el polinomi de Taylor en
m = 1. Hom pot pensar que si aproximem la solucié per un polinomi de grau més gran que 1
obtindrem un error menor. Aix0 és efectivament aixi i hom pot obtenir metodes cada vegada més
precisos per al mateix valor de h.

Métode d’Euler millorat. Fixat h # 0, és possible obtenir aproximacions de la solu-
ci6 y(x) del problema de valors inicials (63), en els punts x1, x, ..., T, On

l‘i:$i_1+h, i:1,2,...,n

mitjangant el metode recurrent

11
yi:yi—l+§pi+§Qiu 1=1,2,...,n.

on

pi = f(zi—1,9i-1)h,
¢ = f(xic1+h,yio1+pi)h.

L’error global del metode és de 1’ordre de h2.

Fixem-nos que I’error millora, respecte al metode d’Euler, en un ordre de magnitud: per exem-
ple, amb 2 = 0.1 passa de ser de ’ordre de 0.1 a 0.01. Aquesta reduccié de I’error és a canvi
d’avaluar dues vegades la funci6é f a cada pas, en lloc d’una vegada per al metode d’Euler, pero
el guany és manifest (a menys que sigui molt complicat avaluar f, cosa que pot passar en casos
especials).
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Metode de Runge-Kutta de quart ordre. Fixat i # 0, és possible obtenir aproxima-
cions de la soluci6 y(z) del problema de valors inicials (63), en els punts z1, zo, ...,
Ty, ON

ri=xzi1+h, =12 ....n

mitjangant el metode recurrent

1 .
yi:yi—1+6(pi+QQi+2Ti+Si), i=1,2,...,n.

on

bi = f(xi—layi—l)ha

1 1

¢ = flxio+ 5’% Yi—1 + §pz’)h7
1 1

ri = flwi+ §h>yz’71 + 5%’)}%

si = f(zic1+h,yi1 +1i)h.

L error global del metode és de 1’ordre de h*.

La millora és de 2 ordres de magnitud respecte al metode d’Euler millorat 1 de 3 respecte al

metode d’Euler, i el preu és que s’ha d’avaluar 4 vegades el membre dret de I’EDO a cada pas.

A més d’aquests metodes, i d’altres d’ordre superior, hi ha altres vies de millora dels algorismes

de calcul numeric de solucions d’EDO:

e Metodes de pas variable. L’error local de cada metode és proporcional a una certa poténcia
de h, pero esta multiplicat per un valor que depen de derivades de la soluci6 (i per tant de
f(z,y) i de les seves derivades) en punts desconeguts. Si aquestes derivades son petites (a
causa, per exemple, de que f(z,y) varia poc en una certa regié dels seus arguments), el
factor que multiplica la poténcia de A pot ser molt petit i és possible augmentar /4 en un cert
pas donat sense augmentar massa 1’error. Com que les derivades esmentades poden anar
canviant a mesura que construim la solucid, pot ser que a cada pas es pugui augmentar / o
que s’hagi de disminuir per tal de mantenir 1’error per sota d’un valor prefixat, i d’aqui el
nom d’aquests metodes. Aixi, hi ha metodes d’Euler de pas variable, metodes de Runge-
Kutta de pas variable, etc.

Metodes multi-pas. Aquests son metodes que requereixen congixer la solucié (o aproxi-
macions de la solucid) en més d’un punt per calcular-la en el punt segiient. Generalment
requereixen utilitzar metodes auxiliars per calcular zeros de certes funcions que apareixen
en I’algorisme, i per tant el seu cost computacional és molt elevat a cada pas. Son, perd, molt
efectius, i permeten obtenir la solucié amb molt poc error amb valors de / relativament grans.
Alguns dels metodes més populars en aquesta categoria soén el metode d’Adams-Bashforth,
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el métode d’Adams-Moulton i el metode BDF (backward differentiation formula). Com que
aquests metodes requereixen més d’un valor per calcular el segiient, s’han de posar en marxa
amb un metode d’un sol pas (potser combinat en el segiient pas amb un metode de dos passos
i aixi successivament). Alguns dels metodes multi-pas sén especialment efectius per a les
EDO anomenades rigides (stiff), per a les quals els metodes del tipus Runge-Kutta donen
errors considerables per més petit que es faci h o, en el cas de pas variable, van disminuint
h fins a tal punt que no s’arriba al valor final.

En les sessions de laboratori utilitzarem un métode de la familia dels Runge-Kutta. Es un
metode de pas variable que, en la implementacié del programari MATLAB que utilitzarem, s’ano-
mena ode4b.
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1 La transformada de Laplace: motivacio i definicio

La transformada de Laplace és un metode alternatiu per a la resolucié d’equacions diferencials li-
neals amb coeficients constants. La seva importancia esta en que converteix equacions diferencials
en equacions lineals algebraiques. Aquestes darreres equacions es poden solucionar facilment i el
resultat s’antitransforma per obtenir la soluci6 de I’EDO original.

Per veure més clarament el procés global, podem establir una analogia amb 1’us del logaritme
per calcular productes. Si A i B son reals positius i volem calcular

X =AB
primer podem prendre el logaritme i utilitzar-ne les propietats:
log AB = log A + log B.

L’operacié de suma és més econdmica que el producte original. Si anomenen C' el resultat de la
suma
C =logA+logB,

podem recuperar el producte buscat amb 1’antilogaritme, €s a dir, I’exponencial:
X =e’.

L’avantatge d’emprar aquest cami més llarg €s, com hem dit, I’economia de la suma respecte al
producte, i el fet que el logaritme i I’exponencial s6n operacions que es poden fer consultant les
taules corresponents. Amb els metodes electronics de calcul de que disposem avui en dia tot aixo
pot semblar irrellevant, perd va ser molt important fins a mitjans del segle XX.

Si f(t) és una funci6 definida per a t > 0, la transformada de Laplace de f(¢) és la funcié
F(s), que també escriurem com L{ f }(s), definida per la integral impropia

P = (1)) = [ ety a. 0

Algunes vegades, sobretot quan treballem amb funcions concretes, escriurem també L{f(¢)}, i ja
es sobreentén que el resultat €s una funcié de s.

Aquesta definici6 de la transformada de Laplace és la més habitual, i s’anomena també trans-
formada de Laplace unilateral, en contrast amb la transformada de Laplace bilateral, que té
la integral de —oo a +00. La definicié adoptada és la més qtil per al que volem fer. Encara que no
ho considerarem en aquest curs, si la funcié que volem transformar té un impuls infinit en ¢ = 0,
llavors cal modificar lleugerament la definici6 (1); podeu consultar[BMZ] per a més detalls.

Fixem-nos que la transformada de Laplace pren una funcié de ¢ i retorna una funcié de s (o de
les variables que s’utilitzin en cada cas tant per la funci6 inicial com per la transformada). Com
que la variable ¢ acostuma a ser el temps, es diu que la funcié f(¢) viu en el domini temporal,
mentre que F'(s) pertany al domini transformat o freqiiencial.
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Com que (1) és una integral impropia, pot existir per a certs valors de s 1 no per a altres, i fins
1 tot pot ser que no existeixi per a cap valor de s. Recordem que les integrals impropies sobre
regions no fitades com ara (0, +00) es defineixen mitjancant un limit de la integral en (0, A) quan
A — +o0. Per tant

A
F(s) = lim e f(t) dt. (2)

A—+o0 0
Sigui per exemple f(¢) = ¢. Tindrem, suposant s # 0,

A 1 1 A
F(s) = lim te®dt= lim [—=te ™ — =e
A—+oo J A—too S 52 .
1 1
= lim (——AeAS _267,48 + )
A—~o00 S S s

Els diversos termes que apareixen en el limit s6n

0 sis >0
li A —As  _ i )
Aseo € { +ooe™™ = 400 sis < 0.
0 sis >0
li —As — ) )
Ao { et>® = +oo sis <0.
Si s = 0, la integral és
A A 2
lim te %tdt = lim tdt = lim —,
A—+o00 0 A—+oo 0 A—+oco 2

que no existeix. Tenint tot aixd en compte, el limit sols esta definit per a s > 0 i llavors val 1/s%
Per tant

1
F(s)=—, s>0.

52’

Donarem un resultat que ens dira quan podem assegurar que la transformada de Laplace d’una
funci6 f(t) existeix, al menys per a valors de s prou grans, sense haver de fer el calcul. Ens caldran
primer un parell de conceptes sobre el comportament de les funcions.

Diem que una funcié és continua a trossos en [0, +00) si és continua en [0, +00) o si, en
qualsevol interval fitat, t¢ com a maxim un nombre finit de discontinuitats de salt; no pot haver-
hi, per tant, discontinuitats asimptotiques o essencials. L’exemple paradigmatic de funcié que és
continua a trossos sense ser continua és el senyal de pols quadrat (o rectangular) que apareix a la
Figura 1.

Diem que una funcié f(t) és d’ordre exponencial « si existeixen constants M > 017 > 0

tals que
)] < Me®t, sit>T. (3)

En altres paraules, una funci6 és d’ordre exponencial si, a partir d’un cert moment, la seva granda-
ria és menor que el d’alguna exponencial. Cal remarcar que no cal que ho sigui sempre, siné sols
per als valors de ¢ més grans que 7'. Per exemple:
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Figura 1: Un senyal de pols quadrat. A qualsevol interval (A, B) té un nombre finit de disconti-
nuitats de salt, encara que a [0, +00) en té infinites.

e f(t) =1 és d’ ordre exponencial 0, ja que 1 < 2 = 2%, per a tot .

e f(t) = cost és d’ordre exponencial 0, ja que | cost| < 2¢%%, per a tot ¢.

e f(t) =5 — t? és d’ordre exponencial « per a qualsevol a > 0, ja que la grafica de e*! acaba
depassant la de |5 — #2|.

o f(t) = €3 és d’ordre exponencial « per a qualsevol o > 3, ja que la grafica de e* amb
o > 3 acaba passant per sobre de la de 3.

e f(t) = e és d’ordre exponencial « per a qualsevol o > —1, per les mateixes raons que
abans.

o f(t) = e’ no és d’ordre exponencial: no hi ha cap @ ni M > 0 tal que Me® estigui per
sobre de e’ per a t prou gran.

o f(t) = e~ és d’ordre exponencial « per a qualsevol o. Com que f(¢) tendeix a zero quan
t — 00, la seva grafica esta per sota de la de qualsevol exponencial (fins i tot negatives, donat
que e~ decau més de pressa que qualsevol exponencial).

Podem ara enunciar el resultat que garanteix I’existencia de la transformada de Laplace:

Si f(t) és d’ordre exponencial « i continua a trossos en [0, +00),
llavors F(s) = L{f}(s) existeix per a tot s > cv.

A les funcions que verifiquen aquestes dues condicions (ordre exponencial i continua a trossos)
les anomenarem funcions admissibles.

Aix0 dona condicions suficients per a que existeixi la transformada de Laplace per a valors
prou grans de s. La condici6 de ser continua a trossos garanteix 1’existeéncia de la integral sobre
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cada (0, A), mentre que el ser d’ordre exponencial garanteix que, al multiplicar per e~*' amb s

prou gran, el producte resultant decau prou de pressa per a que existeixi la integral impropia.
Totes les funcions d’interes en les aplicacions satisfan aquestes condicions, i per tant a partir
d’ara assumirem que la transformada de Laplace d’una funci6 existeix, al menys per a valors de s
prou grans. De tota manera, hi ha funcions que no tenen transformada de Laplace, algunes perque
creixen massa de pressa i d’altres perque tenen discontinuitats en [0, +00) que no sén de salt:

o f(t)= e””. No és d’ordre exponencial 1 es pot demostrar que
+o0 )
/ e e stdt
0

o f(t)=1/t. Es d’ordre exponencial perd té una discontinuitat asimptotica en ¢ = 0. Es pot
demostrar que
400 1
/ —e %t
0 t

no existeix per a cap valor d’s, degut a I’asimptota quan ¢t — 0.

no existeix per a cap valor d’s.

En canvi, f(t) = 1/+/t si que té transformada de Laplace, malgrat no complir les condicions,
degut a que la seva excursié cap a +0o en t = 0" és menys pronunciada. Les condicié d’admis-
sibilitat és per tant suficient perd no necessaria. Malgrat aixo, en aquest curs sols considerarem
funcions admissibles.

Si F(s) és la transformada de f(t), direm que f(t) és I’antitransformada de F'(s), i ho escriu-
rem com

f(t) = LTHF}Me). (4)

Donada una funcié F'(s), hi ha moltes funcions f(¢) que transformades donen F'(s), pero sols ni
pot haver-hi una que sigui continua per a tot ¢ € [0, +00) i aquesta és la que anomenem de fet
I’antitransformada. Si no hi ha cap f(t) continua tal que la seva transformada sigui f(¢), s’en
agafa una que sigui continua a trossos com a antitransformada.

Hi ha una férmula que permet calcular f(¢) donada F'(s), pero utilitza la teoria d’integraci6 de
funcions de variable complexa. El metode habitual per computar f(¢) a partir de F'(s) és consultar
una taula de parelles (f(t), F'(s)), i utilitzar les propietats que anirem desenvolupant.

Cada transformada de Laplace existeix per valors de s més grans que un de donat. Aquesta
informacié no la utilitzarem, pero, directament, encara que en molts dels calculs esta implicit que
F'(s) existeix per a valors prou grans de s. Aquesta informacio si que és, pero, rellevant si es vol
calcular I’antitransformada pels metodes de variable complexa (vegeu [SK]).

La Taula 1 mostra algunes de les transformades de Laplace més simples, i pot utilitzar-se per
tant per calcular també antitransformades.
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ft) F(s)
1 %, s>0
t",n=12,... %;5>0
et L s>«
cos [t ﬁ, >0
sin Gt ﬁ, s>0

Taula 1: Transformades de Laplace de les funcions més simples, i valors de s per als que existeixen.

Com a exemple de calcul d’una de les transformades de la Taula 1, sigui f(¢) = e**. Tindrem
que

+o00 A
F(s) = / e e dt = lim em 5Tt
0

A—+oo 0

A 1
= lim (— (6_(S_a)A — 1) .
0 A—+o0 S —«

El limit existeix sols quan s —« > 0, que és quan I’exponencial va a zero, i llavors queda 1/(s—«),
que és el resultat de la taula.

1

S —

= lim — g (s—a)t
A—+o0

2 Propietats fonamentals de la transformada de Laplace

Veurem tot seguit una serie de propietats de la transformada de Laplace que permeten calcular
noves transformades i antitransformades a partir d’altres conegudes, i que a més permeten convertir
la solucié d’EDO lineals de coeficients constants en un problema purament algebraic.

PO Limit quan s — +oo

Si f(t) és una funcié admissible amb transformada F'(s) llavors

lim F(s) = 0. &)

s——+00

Demostracid. Pel teorema del valor absolut de la integral, tindrem

—+00

[F(s)] =

f(t)e™stdt| < +Oo}f(t)e_3t‘dt: +oo]f(t)\e_5tdt.
0 0

0
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Com que f(t) és admissible, existeixen avi M > 0 tals que |f(¢)| < Me™, i per tant

|F(s)] < Mee stdt = M / e~ Gt = e~ (5ot j_;
0 0 S — -
M
= (1 — lim 6_(‘9_0‘)’4) )
S — A—+o00

Com que F'(s) esta definit sols per a s > «, el limit quan A — 400 dbna zero, i queda

M

s—a

[F(s)] <

Fent ara s — +o0o resulta

lim |F(s)| < lim M 0,
§—+400 s—++o00 § — (v
icomque |F(s)] >0, queda 0 < lim,, o |F(s)] <0, id aqui surt el resultat enunciat.O
Aquesta propietat permet dir, per exemple, que F'(s) = 1 0 F(s) = s no sén la transformada
de Laplace de cap funci6é admissible. Encara que no ho veurem en aquest curs, hi ha senyals
f(t) que no sén funcions admissibles perd que s’utilitzen per representar de manera compacta
senyals corresponents a impulsos; per a aquests senyals la propietat PO no és aplicable i poden
tenir transformades tals que lim;_, o, F'(s) # 0. Per exemple, la delta de Dirac, f(t) = §(t), té
transformada F'(s) = 1. Consulteu [BMZ] per a més detalls.

P1 Linealitat

Si f(t) i g(t) son dues funcions admissibles amb transformades respectives F'(s) i G(s), llavors

L{af +bg}(s) = aF(s) + bG(s), 6)

amb « i b constants arbitraries.

Demostracié. El resultat es basa en la linealitat de la integral:

claf +ia}s) = [ T af(t) + by t))eat

= a +<><> f(t)e *tdt + b/0+°° g(t)e "'dt = aF(s) + b(G(s).

0

O
La linealitat permet, per exemple, calcular la transformada del sinus hiperbolic

at _ ,—at
sinh at = %. @)
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En efecte, emprant P1,
1 1
L{sinhat} = 5[,{6‘”} - §,C{e_at},
1 usant la tercera entrada de la Taula 1 amb o = a1 amb o = —a,
1 1 1 1 a
L{sinhat} = = — = = . 8
{sinh.at} 2s—a 2s+a s*2—a? ®)
Com que hem emprat una transformada que €s valida si s > a i una que ho és quan s > —a, el
resultat obtingut es valid quan s > |al.

P2 Derivada

Si f(t) i la seva derivada f’(t) s6n dues funcions admissibles, i la transformada de f(t) és F'(s),
llavors la transformada de f’(t) és

L{f'}(s) = sF(s) = f(0). 9)

Demostracié. Integrant per parts, hom té

400 o +o0
L) = S Oedt = e ™ = / F(0)(—se*)dt
+o00
= Jlim f(A)e" = f(0) +s 0 F(t)etdt = 0 — f(0) + sF(s),

on hem utilitzat que, per ser f(¢) admissible, f(A)e™*4 tendeix a zero quan A — +o00 per a s prou
gran. U

Combinant aixd amb la linealitat i el fet que la transformada de Laplace de f(t) = t és 1/s?,
podem calcular la transformada de ¢(t) = ¢, ja que ¢/(t) = 2t = 2f(t). En efecte, per la linealitat

LU () = £(26()} = 2£{7(1)} =25

D’altra banda, per la propietat de la derivada,
L{g' ()} = sL{g(t)} — 9(0) = sL{g(t)} — 0 = sL{t*}.
Comparant ambdues expressions surt
2
2
ot} = 5. (10)

que és la segona entrada de la Taula 1 per an = 2.
Una altra aplicacié més directe de la propietat de derivacié permet calcular, per exemple, la
transformada del sinus a partir de la del cosinus. En efecte,

L{sin gt} = —%E{(cos pt)'} = —% (Sﬁﬁ — cos O)

1 ) 52 B
- B( _82+62)_s2+52'




Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 10

P3 Derivada segona

Si f(t), f'(t) i f”(t) sén funcions admissibles i la transformada de f(t) és F'(s), llavors la
transformada de f”(t) és

L{f"}(s) = s"F(s) — sf(0) — f(0). (11)
Demostracid. Aplicant P2 dues vegades es té

L{"Hs) = sLLH(s) = f1(0) = s (sL{f}(s) = f(0)) = £/(0) = s"F(s) — s£(0) — £(0).

O

Aquesta propietat permet, per exemple, trobar la transformada del cosinus directament. Com
que (cos Bt)” = —3? cos 3t, tindrem, per la linealitat,

L{(cos pt)"} = L{—%cos Bt} = —B*L{cos Bt},
i, emprant P3,
L{(cos pt)"} = s>L{cos Bt} — scos(0) — (—sin0) = s>L{cos Bt} — s.

Igualant ambdues expressions s’obté el resultat de la Taula 1.
Les propietats P2 1 P3 es poden generalitzar a derivades d’ordre arbitrari. Sota les condicions
corresponents, hom té que

L{f™MY(s) = s"F(s) — s" 71 £(0) = "2 £/(0) — ... — sf"72(0) — f71(0). (12)

Aquestes propietats indiquen que la derivacié en ¢ es converteix en multiplicacié per s (a més
dels termes amb els valors inicials) per a la transformada. Aquesta és una de les coses importants
que cal recordar:

’ En el domini de les funcions transformades, derivar respecte a ¢ vol dir multiplicar per s. ‘

A les propietats P2 i P3 hi apareixen els valors de f i f’ en el zero. Una analisi més detallada
(vegeu [BMZ]) mostra que s’esta suposant que aquestes funcions son continues a 1’origen; en el
cas que no ho siguin, com é€s el cas de la funci6 esglaé amb un salt en ¢ = 0, s’entén que els valors
que s’han de posar son els corresponents limits per la dreta. Si la definici6 de la transformada de
Laplace s’ha de modificar per encabir les funcions amb impulsos infinits a I’origen, els valors que
s’han de prendre son els limits per I’esquerra del zero.

3 Altres propietats de la transformada de Laplace

Les propietats que segueixen faciliten el calcul de noves transformades i antitransformades a partir
de transformades i antitransformades conegudes. Totes les demostracions poden trobar-se a la
bibliografia basica del curs. [BMZ][SK]
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P4 Integral

Si f(t) és una funci6 continua, amb transformada de Laplace F'(s), llavors

c {/Otf(T)dT} = @ (13)

Per tant

’ En el domini de les funcions transformades, integrar respecte a ¢ vol dir dividir per s. ‘

PS5 Multiplicaci6 per ¢

Si f(t) té transformada de Laplace F'(s), llavors

L{tf(1)} = —F'(s). (14)

Aquesta propietat és la reciproca de la P2: llevat d’un signe, derivar en el domini transformat
equival a multiplicar per ¢ en el domini temporal. Com cal esperar, dividir en el domini temporal
ha de correspondre a alguna integral en el domini transformat:

P6 Divisio6 per ¢

Si f(t) té transformada de Laplace F'(s), llavors

c {@} = /:OO F(v)dv. (15)

P7 Translacio en el domini transformat

Si f(t) és d’ordre exponencial « i té transformada de Laplace F'(s), llavors

L{e"f(t)} = F(s —a), peratots >+ a. (16)

La propietat dual d’aquesta, la translacié en el domini temporal, la donarem a la Seccié 5, una
vegada haguem introduit la funcié esglaé.

P8 Canvi d’escala

Si f(t) té transformada de Laplace F'(s)ia > 0

C{f(at)} = %F (2). (17)

a
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La segiient propietat permet calcular la transformada de Laplace d’una funcié periodica, cal-
culant sols una integral sobre un periode, en lloc de la integral de 0 a +oc.

P9 Funcions periodiques

Si f(t) és admissible i periodica de periode T" > 0, és a dir f(t + 1) = f(t), per atott > 0,
llavors la seva transformada es pot calcular com

LU0} = T [ S0 et (18)

La darrera propietat d’aquesta seccidé permet calcular el limit en el domini temporal per a
t — 400 a partir del coneixement de F'(s) al voltant del zero, i per at — 0" examinant com F'(s)
tendeix a zero quan s — +-00.

P10 Teoremes del valor final i del valor inicial

Si f(t) i f'(t) s6n admissibles llavors

lim f(t) = lii% sF(s), lim f(t)= lim sF\(s), (19)

t—+o0 t—0t 5—+00

sempre que els limits existeixin.

Aquests resultats indiquen que valors de s petits estan associats a valors de ¢ grans, i a I’inrevés.
Anem tot seguit a calcular algunes transformades i antitransformades que illustren I’aplicacié
d’algunes d’aquestes propietats.

1. A partir de
1

S —a

L{e"} =

podem, emprant P4, calcular

11 ¢ 1 ™ 1 1
£ {— } :/ eTdr = —e| =% — - (20)
ss—a 0 a =0 @ a
2. Coneixent 5
L{sin Bt} = ———
{sin 5t} o

podem calcular, utilitzant P5,

. d B 2
L{tsinft} = % <s2 n 52) = e ;2)2. (21)
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3. Utilitzant la transformada del sinus i emprant P6 podem calcular

sin Bt B tee
E{ " } = /S 2 +B2dy
i) /+oo 1
N % w2 +

—~

s S
= — — arctan —

T2 B
() arctan g, (22)
on a (x) hem fet el canvi de variable w = %, 1 a (xx) hem emprat la identitat
arctan A + arctan l - (23)
A 2
4. Sabent que
L") = gn+l
podem, utilitzant P7, obtenir
| |
Llety = - e _T;)nﬂ . (24)

Aquest resultat també es pot obtenir aplicant n vegades la P5 a la transformada de e, amb
forca més feina, pero.

5. De la mateixa manera, I’is de P7 a partir de

L{cos ft} = R 52
permet calcular
at s s—a
t} = —— = 2
L{e* cos ft} o2 B P 2 (25)

6. Considerem ara la funci6 f(t) periddica de la Figura 1, amb periode 7" = 27. Aplicant P10
tindrem

E{f(t)} = ﬁ\/ f _Stdt i 27TS/O ae_Stdt

_ st} = @ L
o 1_6727rs ( 86 ) 0 o 1— 67271’5 ( S (6 1))

al—e™™ a
sl—e2ms  5(14e )
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4 Solucio d’EDO lineals amb coeficients constants

De cara a resoldre EDO, la propietat fonamental de la transformada de Laplace és que conver-
teix derivades en multiplicacid per variables. Aix0, juntament amb la linealitat, permet convertir
una EDO en una equacio6 algebraica lineal per a la funci6 transformada. Una vegada solucionada
aquesta, la consulta d’una taula de transformades, possiblement amb 1’ajuda previa de la descom-
posicio en fraccions simples, permet trobar la solucié de I’EDO original. Donat que el procés de
transformaci6 de les derivades implica els valors inicials, la solucié que s’obté és ja la solucio
particular que satisfa les condicions inicials. La propietat de linealitat és fonamental en el procés, i
per aix0 és necessari que I’EDO sigui de coeficients constants. Considerarem per tant EDO lineals
per a la funcié y(t), de primer ordre

ary +apy = b(t), a; #0, (26)

o de segon ordre
GQ?J” + aly/ + aply = b(t)a a2 7é Oa (27)

on as, a1, ap SOn constants.
Comencem amb una EDO d’ordre 1, amb el problema de Cauchy

2y + 3y =sint, y(0) = yo. (28)
Transformem primer els dos membres de I’EDO:
L{2y' + 3y} = L{sint}.

Emprant la linealitat, P2 i la transformada del sinus, queda, anomenant Y (s) a la transformada de
y(t),
2(sY (s) —y(0)) + 3Y (s) =

s2+1
D’aqui es pot aillar Y (s):

N 2y0 1
o) = s T Er D@1

Aquest resultat s’ha d’antitransformar, emprant de nou la linealitat. La primera peca sera

— 23/0 _ 1 _ 1 _3
£ = 2y L =yl = 2",
{23—1—3} vo {25—1—3} v S—i-% Yoe

La segona peca s’ha de descomposar em fraccions simples per tal d’obtenir transformades
facils de reconeixer. Hom té

1 1 1 1St 1\ 12s-3 2 1
(s2+1)(254+3) 2(s2+1)(s+32) 2

s2+1 s—i—% 13s2+1 135—1—%
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El segon terme té una antitransformada immediata:

£—1 3 1 — 36—%15’
Bs+3) 13
mentre que el primer terme és

125-3) 2 s 3 | 2 3
i g N Y — L cost+ —sint.
{ 1352+1} 13 {s2+1}+13 ENEY TR T

Posant-ho tot junt, hom obté finalment la solucié al problema de Cauchy:

y(t) = yoe 2" + ze_%t — —cost+ 3 sin t.
13 13 13

Els dos primers termes s6n la solucié de I’EDO homogenia, amb C' = y, + %, mentre que els

dos darrers termes son la solucid particular de ’EDO complerta. El sistema €s estable, ja que la
solucié de I’homogenia tendeix a zero, i el régim permanent €s sinusoidal.
Com a segon exemple, sigui la segiient EDO de segon ordre amb condicions inicials

' +3y +2y=¢e"" y(0)=2, ¢/(0)=3. (29)

Transformant-ho tot queda

1
(%Y (s) — 25 — 3) + 3(sY(s) — 2) +2Y (s) = 1
s
Agrupant els termes que tenen Y'(s) resulta
1
2
3 2)Y(s) =2 9 . 30
(" +3s+2)Y(s) =25+ +s+1 (30)

Fixem-nos que el polinomi en s que multiplica Y (s) és exactament el polinomi caracteristic de
I’EDO lineal amb coeficients constants. Aillant Y'(s) queda

25 +9 n 1
$24+354+2 (s+1)(s2+3s+2)

Y(s) = (31)
Les arrels del polinomi caracteristic son —1 1 —2. Descomposant la primera fracci6é de (31) en

fraccions simples s’obté
25+9 7 5

32+3s+2:s+1_8—|—2’

1 per tant

25+9 v, o
—— — T " =5 .
s2+3s5+2 ¢ ¢



Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 16

La segona fracci6 de (31) és
1 B 1 B 1 1 1

A0 +3542)  (+1)P6s+2) s+l (s+12 stz

El primer i darrer terme tenen antitransformades immediates, mentre que per calcular la del segon
s’ha d’emprar P5. En efecte,

Elte™} = _dis (sil) - (sjl)T

1 Loy —t | -2t
—_— — t .
G0 +3512) ¢ e e

Posant-ho tot plegat a (31) s’obté la solucié y(t) que verifica les condicions inicials

Per tant

Y(s) £ y(t) =Te ' —be® —ethtet e =6et —de 4 te

El sistema €s estable, ja que les arrels del polinomi caracteristic tenen part real negativa. El regim
permanent és y(t) = 0, donat que la solucié particular de la complerta també tendeix a zero quan
t — +o0.

Com a darrer exemple considerem

y'+4y' +13y =2, y(0)=1, y'(0) =0. (32)
La transformada de Laplace de 1’equaci6é déna

(2V(s) — 1+ 5 — 0) + 4(sY(s) — 1) + 13V (s) = %

d’on 5
(s +4s+13)Y(s) =s+4+ =
S

Y (s) s+4 n 2

s) = .
s2+4s+ 13 s(s?+4s+13)

Les arrels del polinomi caracteristic s? + 4s + 13 sén complexes conjugades, —2 = 3, de manera

que la primera fracci6 de (33) és ja una fracci6 simple i la segona es descomposa com

(33)

2 21 —&s— <

s(s2+4s+13) 13s  s24+4s+ 13’

Queda aixi

2 8 2 8
vis) = — >4+ 21, Tnsta 21 sHAT s
s2+4s+13 13s s2+4s+13 13s s2+4s4+13

21 11 s+ 4

=2 34
135+1352+4s+13 4
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L’ antitransformada del primer terme de (34) és immediata,
21 J 2
135 13’
mentre que per calcular I’antitransformada del segon terme cal completar quadrats en el polinomi

caracteristic 1 escriure’l com
s +4s+13 = (s +2)* + 3%,

i recordar que

at _: o 6 at o S—
L{@ Slnﬁt} = m, L {6 COSﬂt} = m (35)
En efecte, hom té
11 s+4 11 s+4 1 s+2 +11
1352445 +13  13(s+2)2+32  13(s+2)2+32  13(s+2)2 + 32
11 s+2 22 3

Ber22+® 396122+

Emprant ara (35) amb o = —21 3 = 3, resulta

11 s+4 -1 11 iy 22 o
-5 % 7 13 3t + —— 3t
352 +4s 113 130 0T gec oW
i, finalment, posant-ho tot a (34),
-1 2 11 22
Y(s) o y(t) = 3 + ﬁe*% cos 3t + @6722& sin 3t.

El sistema és estable donat que les arrels del polinomi caracteristic tenen part real negativa. El
primer terme €s el régim permanent, mentre que els dos darrers termes incorporen les condicions
inicials i decauen en el temps.

5 La funcio de Heaviside

La funci6é de Heaviside, o funci6 esglad, és una funcié molt simple, que sols pren valors 0 i 1,
depen d’un parametre a que indica on hi ha el punt de salt, i esta definida per

0 sit<a,
O(t—a)—{l sit > a. (36)

Dit d’altra manera, val zero si el seu argument és negatiu i 1 si és positiu. En¢ = a, quan I’argument
val 0, la funcié no esta definida. algunes vegades s’utilitza la notacié 6,(t) = 6(t — a), i alguns
autors utilitzen u en lloc de 6. La Figura 2 mostra la grafica de 0(t — a).
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0(t —a)

Figura 2: Funci6 de Heaviside 0(t — a). Aqui esta representada per a a > 0, perd a pot ser negatiu
0 Zero.

La transformada de Laplace de la funci6é de Heaviside pera a > 0 és

oo oo 1,7 1 1
L{O(t—a)} = / O(t — a)e 'dt = / e At = —~e™* = ¢ — = lim e
0 . s —a s § A—rtoo
s 1
= e, 37)
s

amb el resultat valid per tant quan s > 0. Sia < 0, la funci6 6(t—a) és, a efectes de la transformada
de Laplace unilateral, indistingible de la funci6 constant f(¢) = 1, i per tant la seva transformada
és 1/s.

La principal aplicacié de la funcié de Heaviside per al calcul de transformades de Laplace és
que permet expressar de manera compacta funcions definides de manera no uniforme, és a dir, a
trossos, que a més poden introduir discontinuitats. Sigui per exemple la funci6 representada a la

Figura 3, donada per
. f1 (t) sit < a,
f(t) = { hit) sit>a. (38)

Aquesta funci6 es pot representar de manera compacta com
f@) = fi(t) +0(t = a)(fa(t) = f1(2)). (39)
En efecte, sit < a tenim que
fi#) +0(t — a)(f2(t) — f1(1) = fi(t) + 0 (fo(t) — f2(t)) = f(t),
mentre que si ¢t > a queda
fi#) +0(t = a)(f2(t) = f1(8) = fu(t) +1- (fa(t) = 2(2) = Fa(t),

La segiient propietat permet calcular la transformada de Laplace d’una funci6 definida a trossos
a partir de les transformades de les funcions que intervenen en la definicid.
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f(t)

h(t) fo(t)

N

Figura 3: Funcié definida a trossos: f(t) = fi(t) sit < ai f(t) = fo(t) sit > a. Uexisténcia de
la discontinuitat en ¢ = a és deguda a que f1(a) # f2(a), pero aixod no ha de ser necessariament
aixi.

P11 Translacié en el domini temporal

Si f(t) té transformada de Laplace F'(s)ia > 0

L{f(t—a)f(t—a)} =e ¥F(s). (40)
Demostracio.
+o0 Foo
C{f(t—a)f(t—a)} = / Ft—a)0(t—a)etdt = [ F(t—a)edt
0 a
{t—i:T} oo —s(T+a)d __—sa oe —57q4
/0 f(r)e T=c¢ /0 f(r)e T

= e F(s).

O

Es important que a > 0, ja que en cas contrari la funcié de Heaviside no té cap efecte sobre la
transformada de Laplace (unilateral).

Sigui per exemple la funcid, continua en ¢ = 7 ja que sin7m = 0,

sint sit <,
(1) = { 0 sit>m, “1)

que es pot escriure com

f(t) =sint +0(t —m)(0 —sint) = sint — O(t — 7) sin t.
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La transformada del primer terme és immediata, perd per poder calcular la del segon cal posar-lo
en la forma del membre de I’esquerra de (40):

—0(t —m)sint = —0(t—m)sin(t — 7+ 7) = —0(t — ) (sin(t — 7) cos ™ + sin 7w cos(t — 7))
= 0(t —m)sin(t — 7).
Tindrem llavors que

LU(0)} = Lisint} + £{O(t — ) sin(t — m)} = 1+ - 6”82—:_1. 42)

L’interes que per a nosaltres té el ser capacos de calcular la transformada d’una funci6 definida
a trossos és que facilita molt el calcul de la solucié d’una EDO lineal amb coeficients constants
quan el terme independent esta definit a trossos. En el domini temporal, hauriem de trobar la solu-
ci6 de I’EDO fins el punt on hi ha el canvi de definicid, amb el primer valor del terme independent,
i llavors utilitzar el valor de la solucié en aquest punt com a valor inicial per a un segon problema
amb el nou terme independent. Pel metode de la transformada de Laplace es pot fer tot de cop.
Sigui per exemple I’EDO

y/ +ty= f(t)v y(()) =0, (43)

on f(t) és la funci6 definida a (41), amb transformada donada per (42). Transformant (43) s’obté

1 s 1
SY(S) + Y(S) = m + e m,
d’on ) ]
Y(s) = +e 7 )
(5) (s+1)(s?+1) (s+1)(s2+1)
Com que
1 1 1 1s—-1
(s+1)(s2+1) 2s+1 2s2+1’
tindrem

1 1 1s—1 1 __. 1 1 _.s—1
() y -3

o511 2241 2° s+1 20 #41
L antitransformada dels dos primers termes €s

1 1 1s—=1 11, 1 1.
= — = — —e " — —cost + —sint,
2s+1 2s2+1 2 2 2

mentre que I’antitransformada dels dos darrers és, segons P11, la mateixa perd amb ¢ canviat per
t — 7 i amb tot multiplicat per 6(t — ):
1 1 1 _.s—1 11

1 1
56_“58 173 ol Z SOt —m)e ) — 59(2& —m)cos(t—m)+6(t — 7r)§ sin(t — ).

\)
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Posant-ho tot junt queda la solucié

1 1 1 1 1 1
y(t) = Ee_t ~3 cost+ 5 sint + 56’(t —m)e (=™ — 50(75 —m)cos(t —m)+ 59(t —m)sin(t — ).

Si ara calculem aix0 perat < wiperat > m queda

y(t) = se7t —Lcost+ Ssint sit <,
tei(1+4¢m) sit > .

La funcié f(t) és continua en ¢ = 7, perd no hi és derivable; com que y(¢) és la soluci6é d’una
EDO d’ordre 1 que té com a membre de la dreta f(t), és una funcié un ordre més “suau"que f(t).
Per tant, y(t) és continua i derivable en ¢ = , per0 la derivada segona hi té un salt.

Com a segon exemple, sigui una particula de massa m = 1 (totes les unitats en SI) que es mou
en un fluid sota I’efecte d’una forca de fregament —2v proporcional a la velocitat, i tal que fins a
t = 4 esta sotmesa a una forca externa de valor /' = 3, que es suspenentre t = 41t = 61 es repren
a partir de t = 6 perd amb valor F' = 5. La particula té velocitat inicial v(0) = 10. La segona llei
de Newton proporciona

v = —2v+ f(t), (44)
amb f(t) donada per

ft)=3+0(t—4)(0—-3)4+0(t—6)(b—0)=3-30(t—4) + 50(t — 6),

1 amb transformada

3 —4s —6s
F(s)=2-3% 455
S S S
La transformada de (44) és
3 —4s —6s
sV(s)—10+2V(s) =2 35— 455
S S
d’on . .
10 3 s s
V(s) = + 3% _45-° (45)

s+2  s(s+2) s(s+2)  “s(s+2)
L’ antitransformada del primer terme, que representa la caiguda de la velocitat inicial deguda al
fregament, sense tenir en compte 1’efecte de les forces aplicades, és

10
70 10672,
s+ 2

Els altres termes tots tenen
1 11 1 1

3(3+2):23 2s+2’

1 per tant el segon terme és
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mentre que una aplicacid directa de P11 per al tercer i quart termes dona

1 L£-1 3 3
—Bet——— S At —4)+ =t — 4)e Y
1 L1 5 5
Se 0 —— — S ZH(t—6)— =0(t —6)e 29
¢ s(s+2) 2 ( ) 2 ( Je

Posant-ho tot junt s’obté la solucié

3 3 3 3 5 5
) =10e"2 + = — Ze72 — Z0(t —4) 4+ =0(t — 4)e 2D 1 Z0(t — 6) — =0(t — 6)e 29,
o(t) = 1067+ 5 = e = Z0(t — ) + 500 — 4)e + Z6( — 6) — S0(t — 6)e
Trencat per trossos aixo és
10e7% 43 — 372 sit <4,
v(t) = 10e72 — 372 4 7200 sid <t<6,

—2t 5 3,2t 3 ,—2(t—4 5 ,—2(t—6 :
10672 + 5 — 372 4 37204 — 32020) it > 6.

Fixem-nos que totes les exponencials decauen en I’interval de temps en que cada expressid és
valida. Perat < 4, v(t) tendeix cap a

3
UimF =3 = 9
valor que assoliria si no deixéssim d’aplicar la for¢ca ' = 3 (aquest és el valor de la velocitat tal
que la forga aplicada iguala la forca de fregament). En ¢ = 4 deixem d’aplicar la for¢a i la particula
s’aniria frenant fins a

Vim F =0 = 0,

si no fos que en ¢ = 6 apliquem una nova forca F' = 5. La particula tendeix llavors cap a la

velocitat limit .

VimF =5 = 5

Tot aquest comportament apareix representat a la Figura 4, on els valors asimptotics poden apreciar-
se clarament. Hom pot observar que v(t) és continua arreu, perd no derivable en els punts on f(t)
és discontinua.

6 Solucio de sistemes lineals per transformada de Laplace

El metode de la transformada de Laplace pot aplicar-se també a sistemes d’EDO lineals amb
coeficients constants. Al transformar s’obté un sistema d’equacions lineals per a les transformades
de les funcions, i la feina de més respecte al cas d’una tnica EDO és trobar la solucié d’aquest
sistema emprant les tecniques de 1’algebra lineal (per exemple, per ordre de preferéncia, la regla
de Cramer, el calcul directe de la matriu inversa o el metode de Gauss).
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Figura 4: Velocitat d’una particula amb fregament i amb for¢a externa constant a trossos.

Com a exemple, sigui el sistema d’ordre 3 (2 pera z i 1 per a y)

P—y—29 = 1,
P4y = t (46)

amb les condicions inicials 2(0) = 1, #(0) = 0, y(0) = 2. Si fem la seva transformada de Laplace
resulta

(8*X(5) —s5-1—0) = Y(s) —2(sY(s) —2) = %
(X(5) = 1)+ (Y(5)-2) = —, @)
obé
S’ X(s)— (2s+1)Y(s) = s—4+ é
SX(s)+sY(s) = 34 5_12 (48)

Aix0 es pot escriure en forma matricial com

- e
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El determinant del sistema és

s2 —2s—1

S S

‘ =5 +25% +5=s5(s+1)% (50)

i, aplicant la regla de Cramer podem obtenir llavors X (s) i Y'(s):

1 s—4+1 —2s—-1 1 9 2 1

X = — s = — 2s+4+4+ -+ —=

(5) s(s+1)2| 3+ % s ‘ s(s+1)2 (S et +3+s2
_ s4+233+452+25+17 51)

s3(s 4+ 1)2
1 2 s—4+4+1 1 9
Y = — S|l =—— (2 4
() = SGFmE| s 3+% s(s+1)2(s+ 5)
2(s+2)
= == 52
(s+1)2 (52)
Descomposant els resultats en fraccions simples es té
1 3 2 2
X - 42 — 53
(5) R (s+1)2 s+1’ (53)
2 2
Y = 54
() s+1+(5+1)2’ S
1 per tant la solucié del sistema d’EDO amb les condicions inicials donades és
1

z(t) = §t2 +3 —2te™t — 27, (55)
y(t) = 2te"+2e7" (56)

Un cas d’especial importancia és quan el sistema €s de n equacions de primer ordre amb les
derivades aillades:

i’l ay; Q12 ... QAip T bl (t)
l"g 921 Q99 ... QA9pn To bg (t)

- : : : : + : (57)
T p1 QApa  -.. Qpn Tn, by (1)

0, en notacié compacta,

&= Az + b(t), (58)
on
T ay;r a1 ... QAip bl(t)
z a a ... Qop bo(t
I T B T I DR

Ty A1 Gpa .. Gy b, (t)



Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 25

Si calculem la transformada de Laplace de (58), transformant component a component pero
mantenint la notacié matricial, resulta

sX(s) —x(0) = AX(s) + B(s), (60)

" (e 0 (5
X(s) = 2f8) , 2(0) = IQS ) ., B(s) = 258) . 61)

Xn(s) 7, (0) B (s)

El terme sX (s) es pot escriure com
sX(s) = sI, X (s), (62)
on I, és la matriu identitat n x n. Queda aixi
sl X (s) —x(0) = AX(s) + B(s), (63)
Traient llavors X (s) factor comd dels dos termes de (63), resulta
(sI, — A)X(s) = z(0) + B(s), (64)
d’on, aillant X (s), s’obté la solucié en forma compacta
X(s) = (sI, — A)'2(0) + (sL, — A)"'B(s). (65)

La matriu inversa (sI,, — A)~* conté en el denominador de tots els seus elements el determinant de
sl, — A, que és un polinomi de grau n en la variable s:

P(s) = det(sl, — A). (66)

Aquest polinomi s’anomena polinomi caracteristic del sistema d’EDO (58).
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A Taules de transformades i propietats

Les taules 2 i 3 recullen les transformades més habituals (la majoria de les quals han estat calcula-
des en el text principal), aixi com les propietats que s’han presentat.

f(¢) F(s) s
1 % 5s>0
t",neN S,?J!rl s>0
e _ 5>«
cos ft ﬁ 5>0
sin Gt ﬁ 5s>0
t cos ft % s>0
tsin St % s>0
e cos ft e S
e sin 3t o SO
coshat = &4 == 5> |d
sinh at = eat_;fat 52512 s> |al
t"e® n e N # 5>«
0t —a),a>0 = s>0

Taula 2: Transformades de Laplace de les funcions més comuns, i valors de s per als que existeixen.
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PO Si f(t) és admissible, llavors limg_, o, F'(s) =0

Pl L{af(t)+bg(t)} = aF(s)+ bG(s)

P2 L{f'(t)} = sF(s) = £(0)

P3 L")} = $°F(s) — s£(0) — f(0)

P4 c{fy piryar} = £

P5 L{tf ()} = —F'(s)

P6 c {804 = [ P(v)dv

P7 L{ef()} = F(s)|y o0 = Fls — a)
P8 L{f(at)} =LF (%),a>0

PO L{f(t)} = =Lt [y f()e~tdt, f(t+T) = f(t)

lim f(t) = limsF(s)

P10 t—~+o00 - s—=0
1i t) = i F
i £ (2) Jim sF(s)
P11 L{f(t—a)f(t—a)} =e *F(s),a>0

Taula 3: Taula de propietats de la transformada de Laplace. Consulteu el text per als detalls
d’aplicacid.
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1 Solucio general d’una EDO lineal
Una EDO lineal d’ordre n per a la funcié =(t) és de la forma
an ()™ + a1 ()Y £+ ax(t)i 4 a1 ()E + ao(t)x = b(t), (1)

amb a,,(t) # 0, i a on denotem les derivades primera i segona respecte a la variable independent ¢
amb un i dos punts, respectivament. En particular, una EDO lineal d’ordre 1 és de la forma

ay (t)l’ + ao(t).’ll' = b<t)7 ai (t) 7& 07 (2)
1 una d’ordre 2 de la forma
as(t)@ 4+ a1 ()T + ao(t)x = b(t), as(t) # 0. (3)

Les EDO lineals tenen propietats que faciliten el calcul de la soluci6 general. Encara que
poden formular-se per ’EDO d’ordre n, ho farem per a les d’ordre 1 i 2. El cas d’ordre n és una
generalitzaci6 evident del cas d’ordre 2.

Una EDO lineal es diu que és homogenia si b(t) = 0. Aixi, les EDO lineals homogenies
d’ordre 1 i 2 sén, respectivament,

a1 (t)E + ag(t)r =0, ay(t) #0, 4)

as(t)i + a1 (t)t + ag(t)r =0, as(t) # 0. (35)

D’una EDO lineal sempre en podem obtenir una d’homogenia, anomenada EDO homogénia
associada, posant b(t) = 0. L’equaci6é amb b(t) # 0 s’anomena EDO lineal completa.

Comencem per les EDO lineals homogenies d’ordre 1. Un primer resultat important €s el
segient

Linealitat 1. Si x(¢) és una soluci6 de (4), també ho és z(t) = Cx(t), amb C una
constant qualsevol.

En paraules, els miltiples d’una solucié de 1’equaci6 lineal homogenia sén també solucié. La
demostraci6 és molt simple. Si x(t) és solucié de (4) vol dir que

ar(0ilt) + an(t)a(t) = 0. ©)
Llavors
al(t)%i’(t) +aot)i(t) = al(t)%((?x(t))  ao(B)(Cx()) = ay(H)Ci(t) + ao(t)C(t)

—
=

— Clait) + a(t) L C-0=0,
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i Z(t) també és soluci6. Fixem-nos que el punt clau és que &(Cy(z)) = C&(t). La propietat que
hem demostrat no és certa per a I’equacié lineal completa (2). Si x(t) és solucié de (2), llavors
Z = Cx(t) verifica

@ (t)%a?(t) + ag(t)F(t) = Clay (H)a(t) + ag(t)z(t)) = Ch(t) # b(t)

si C' # 1,1 per tant multiples d’una solucié de la completa no sén solucié de la completa.
El segon resultat per a les EDO lineals de primer ordre relaciona les solucions de 1’equacid
completa amb els de ’homogenia associada.

Si z,,(t) és una soluci6 particular de I’equacié completa (2) i 2, () és una solucié de
I’equacié homogenia (4), llavors la seva suma x(t) = x,(t) + x(t) és una soluci6
de I’equacié completa (2).

Les funcions z,(t) i x4 (t) verifiquen

ar()p(t) + ao(t)ap(t) = b(1), 7
ar(t)ap(t) + ag(t)zn(t) = 0. (8)

—~

La suma z(t) = x,(t) + x,(¢) satisfa llavors

al(t)%(xp(t) +xn(t) + ao(t)(2p(t) + zi(1))

= (a(®)ap(t) + ao(t)ap(t)) + (a1 (D) @n(t) + ao(t)za(t))

S bty +0 = b(t),

ay(t)x(t) + ao(t)z(t)

—~

tal com voliem demostrar. Fixem-nos que, de nou, el punt clau és la linealitat de la derivada,
d . .
(1) + (1)) = () + (1),

Aquesta propietat té una conseqiiencia molt important. Sifem que x,(¢) sigui la soluci6 general
de I’homogenia, amb la seva contant arbitraria, llavors z(t) = x,(t) + x5 (t) sera solucié de (2) i
contindra aquesta constant arbitraria. Sera, per tant, la solucié general de (2). Tenim aix{ el segiient
resultat

La solucié general de I’EDO lineal completa d’ordre 1 s’obté afegint una soluci6
particular de I’EDO completa a la solucié general de I’EDO homogenia.

Per a EDO lineals d’ordre 2, la propietat de linealitat es converteix en la segiient:

Linealitat 2. Si z1(t) i 22(t) sén solucié de (5), també ho és Z(t) = Cixq(t) +
Caxo(t), amb C, Cy dues constants qualsevol.
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La demostraci6 és de nou molt senzilla i es basa en la linealitat de 1’operaci6 de derivar.

La propietat diu que qualsevol combinaci6 lineal de solucions de 1I’equacié homogenia és so-
lucié de I’homogenia. En realitat aixo també és cert per ’homogenia d’ordre 1 (4), pero en el cas
de les d’ordre 1 sols hi ha una solucié independent de I’homogenia, i no té sentit fer combinacions
de dues solucions; d’aqui la versio restringida de linealitat que hem donat per a ordre 1. En canvi,
la relaci6 entre les solucions generals de I’homogenia i de la completa per a ordre 2 és la mateixa
que per a ordre 1:

Si z,,() és una soluci6 particular de I’equacié completa (3) i 2, () és una solucié de
I’equacié homogenia (5), llavors la seva suma z(t) = x,(t) + x5 () és una soluci6
de I’equaci6 completa (3).

La demostracid és semblant a la del cas d’ordre 1. Tenint en compte aquest resultat, hom té
també

La solucié general de I’EDO lineal completa d’ordre 2 s’obté afegint una soluci6
particular de I’EDO completa a la soluci6 general de I’EDO homogenia.

2 Calcul de la solucio general d’una EDO lineal amb coeficients
constants

Dels resultats de la secci6 anterior sabem que la solucié general d’una EDO lineal per a la funcié
x(t) és

2(t) = wa(t) + (1) ©)
on xy(t) és la solucié general de I’EDO homogenia i x,(¢) és una solucié particular de ’'EDO
completa. En general, pero, per a EDO lineals amb coeficients no constants, és complicat calcular
aquestes solucions; en canvi, per a EDO lineals amb coeficients constants, les podem calcular

de forma molt simple mitjancant la transformada de Laplace, i ho farem tot seguit per als casos
d’ordre 11 2.

2.1 EDO lineal d’ordre 1 amb coeficients constants
Sigui I’EDO lineal d’ordre 1 amb coeficients constants
T +ax=0b(t), t>0, (10)

amb condici6 inicial z(0), per a la qual volem calcular la soluci6 x(¢) per a ¢ > 0. Transformant
per Laplace tenim
sX(s) —x(0) +aX(s) = B(s),
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d’on

; (11)

1 la soluci6 en el domini temporal és

x@)::xﬁne“4—£1{§¥?%}. (12)

El primer terme de la soluci6 conté el valor arbitrari 2(0) de la condici6 inicial, que podem ano-
menar C, i és la solucid que s’obté si posem b(t) = 0 (i per tant B(s) = 0). Es per tant la soluci6
general z,(t) de I’equacié homogenia

zp(t) = 2(0)e™™ = Ce™™, (13)

i per tant la soluci6 particular de 1’equacié completa que s’ obté és

wp@>=:£‘1{§i§%}, (14)

que depen del terme independent b(¢) que hi tinguem. Notem també el paper que juga, tant en el
calcul de z,(f) com en el de x,(t), el polinomi caracteristic

pi(s) = s+ a. (15)

2.2 EDO lineal d’ordre 2 amb coeficients constants
Una EDO lineal d’ordre 2 amb coeficients constants té la forma
I+ a1+ apx = b(t), t>0, (16)
i transformada per Laplace amb condicions inicials (0), #(0) déna
s*X(s) — s2(0) — #(0) + a1(sX (s) — 2(0)) + ag X (s) = B(s),
d’on
(s 4+ a1)z(0) + @(0) N B(s)

52+ ais + ag s24+a;s+ag
La soluci6 temporal de I’EDO és 1lavors

ﬂw_ﬁl{@+a¢mn+ﬂm}+£l{ B(s) }' s)

X(s) =

(17)

$2 4+ a1s + ag $2 4+ a1s + ag

El primer terme conté dues constants arbitraries, x(0) i ©(0), i és tinic que roman si posem
b(t) = 0. Es, per tant, la soluci6 general de I’equacié homogénia

(s + a1)x(0) + 2(0) }

s24+a1s+ ag

xmw=£*{ (19)
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mentre que

x,(t) = L7 {A} : (20)

s2 + a5 + ag

A diferéncia del cas d’ordre 1, la forma especifica de x(t) depén de com siguin les arrels del
polinomi caracteristic
pa(s) = s* +ais + aq, @1

i aixo és el que discutirem tot seguit.

2.2.1 ps(s) amb arrels reals diferents
Si po(s) té arrels reals oy i ap amb vy # «, llavors

s+ ars+ap=(s—ay)(s—ay)
i tenim la descomposici6 en fraccions simples

(s +2a1):c(0) + 2(0) _ Cy N Cy ‘ 22)
$%+ a8+ ag s — S — Qo

Anti-transformant obtenim la soluci6 general de I’EDO homogenia per a aquest cas
xp(t) = Cre™t + Che®'. (23)
Les solucions fonamentals de I’EDO homogenia sén
x1(t) = ™', ao(t) = et (24)
2.2.2 py(s) amb una arrel real doble
Si po(s) té una arrel real doble «,

s +a1s+ag = (s —a)?,

hom té o) 4 (0 o o
(s 4+ a1)z(0) + 2(0) _ G > 25)
s2 + a1 + ag s—a  (s—a)?
1 llavors
xp(t) = Cre* + Cyte™, (26)

1 les solucions fonamentals s6n

r(t) = e, xo(t) = te™. (27)



Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 7

2.2.3 po(s) amb arrels complexes
Si les arrels son o + j 3, amb 3 # 0, es té
2+ ais+ag= (s —a)* + B

En aquest cas la fracci6 racional és ja simple (en els reals), i1 sols cal manipular-la per poder anti-
transformar-la:

(s +a1)z(0) +2(0)  (s+a)x(0) + 2(0)
s2 4+ ays + ag B (s —a)? + 2
— 2(0) s—a« N a1x(0) + 2(0) 4+ ax(0) 64
(s — )2 + 32 3 G—aP+ 5
5—
= O——— +C———— 28
Goalt B o a)pt 28
on
¢y = x(0), (29)
c, — a1z(0) + (0) + 04:1;(0)' 30)
5
Anti-transformant (28) resulta llavors
1, (t) = Cre™ cos Bt + Che™ sin fit, (31
amb solucions fonamentals
11(t) = e cos Bt, wo(t) = e sin Bt. (32)
3 Estabilitat. Régim permanent i régim transitori
3.1 Estabilitat de les EDO lineals de primer i segon ordre
Hem vist que la soluci6 general de I’EDO lineal de primer ordre amb coeficients constants
T+ azx = b(t). (33)
) B(s)
t)=Ce 41 2 34
oft) = Cet 4 { 21 34

El que volem fer ara €s discutir el comportament de la solucié quan ¢ — +oco. El comportament
del segon terme de (34) és complicat i depen de b(t); el que farem de moment és suposar que
b(t) = 01 per tant x(t) es redueix a z(¢), la soluci6 de I’equacié homogenia:

x(t) = Ce ™ sib(t) =0. (35)

Examinant (35) es veu que
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sia >0
lim z(t) = 0.

t——+o0

Es diu que I’EDO (33) és estable.

sia <0
lim x(t) = oo (el signe depen del de C').

t——+o0

Es diu que ’EDO (33) és inestable.

El cas a = 0 és especial i fa que la soluci6 de I’equacio sigui la constant C', que coincideix amb el
valor inicial de z(t) (recordem que b(t) = 0). Es diu llavors que I’EDO és marginalment estable.

Fixem-nos que el polinomi caracteristic de ’EDO que estem considerant és p;(s) = s + a, i
que té arrel s = —a. Per tant podem re-escriure la condicié d’estabilitat com

L’EDO
&+ ax = b(t)

€s estable si i sols si I’arrel del polinomi caracteristic

pi(s) =s+a

€s negativa.

Tornem ara a I’EDO completa i a la seva soluci6 (34). Ara, independentment del valor d’a, el
comportament quan ¢ — 400 és més complicat i pot ser 0, =00 0 pot no existir (pot, per exemple,
oscillar), en funcié de com sigui b(¢). Una caracteristica de la soluci6 que si que es pot discutir en
general 1 que a més és d’utilitat en les aplicacions és si roman fitada o no, €s a dir, si la solucié pot
créixer en magnitud indefinidament.

Es diu que una funcié z(t) és fitada per ¢ > 0 si existeix una constant M/ > 0 tal
que
|z(t)| < M peratott > 0. (36)

El resultat fonamental, que no demostrarem, €s el segiient

Si ’EDO (33) és estable, i.e. a > 0, i b(t) és fitada llavors x(t) és fitada.

Si pensem, com farem més endavant en el curs, que b(¢) és un senyal d’entrada en un sistema
fisic descrit per ’EDO (33) i que x(t) és un senyal de sortida, podem re-escriure aquest resultat
dient que, per a sistemes estables, les entrades fitades produeixen sortides fitades.

El resultat no és cert si ’EDO és marginalment estable, és a dir, quan a = 0. Per exemple,
posant b(t) = 1, que és un senyal fitat, i a = 0 a (34), es té

x(t)=0+£‘1{1}zc+t

S
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que creix indefinidament quan ¢ creix.

Les EDO (33) estables també tenen una altra propietat. La constant C' de la soluci6 (34) conté
la informacié sobre la condici6 inicial, ja que canviar la condici6 inicial canvia la C' (i res més).
Si ’EDO és estable, la influeéncia del valor de C' en la solucié (34) va disminuint quan ¢ es fa
gran, degut a que apareix multiplicada per 1’exponencial decreixent e~*. D’aquesta manera, per
a t prou gran les solucions corresponents a diferents condicions inicials s’assemblen cada vegada
més, i s’acosten a la soluci6 particular de ’EDO completa x,,(?).

En les aplicacions a enginyeria i sistemes fisics es diu que el temps que passa fins que I’efecte
de les condicions inicials és menyspreable és el régim transitori, i el que ve després, que, a efectes
practics, sols depén de ’entrada b(¢) i no de les condicions inicials, és el régim permanent, que ve
descrit per la soluci6 particular z,(¢). Cal remarcar que aquestes consideracions sols tenen sentit
per a sistemes estables, i no per a sistemes inestables o marginalment estables.

Estrictament, I’efecte de les condicions inicials no arriba a desapareixer mai, i cal establir un
criteri que indiqui qué vol dir que C'e™* sigui menyspreable. A efectes d’aixo es defineix el temps
caracteristic o constant de temps de I’EDO (o sistema fisic) de primer ordre (33):

El temps caracteristic o constant de temps del sistema fisic descrit per 'EDO
&+ ax = b(t)

quan a > 0, és a dir, quan I’EDO és estable, €s

T=-—. (37

a

Si calculem la contribuci6 de xj,(t) = Ce™* quan t = 7 ens queda
zp(7) = Ce ™ = Ce™ ' = 0.37C,

1 per tant la contribucié de la part de la solucié homogenia és poc més d’un ter¢ de la que tenia
per at = 0. A efectes practics, després de tres constants de temps (t = 37) la contribuci6 és
menyspreable (menys d’un 5% de la inicial).

Com a exemple, considerem un condensador amb capacitat C' que es descarrega a través d’una
resisténcia R (circuit RC'). LEDO per a la carrega ¢(t) del condensador és

1
i+ ps0=0. (38)

Aix0 és una EDO lineal ja homogenia, amb a = 1/(RC'). La soluci6 general de (38) és
q(t) = Ke~ e,
on hem anomenat K la constant arbitraria, i si imposem la condicio inicial ¢(0) = ¢y queda

q(t) = goe 7o (39)
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Com que R i C' sén constants positives, a > 01 ’EDO és estable. La constant de temps del circuit
RC és
T = RC. (40)

Passats t = 37 = 3RC unitats de temps, hom té que ¢(t) ~ 0.05¢y, i la carrega del condensador
és, comparativament amb el seu valor inicial, molt propera a zero, que €s el régim permanent en
aquest cas (el condensador es descarrega totalment). Si en el circuit RC' hi afegim una font de
voltatge en serie, de valor v(t), ’EDO esdevé

) 1 1
q+ mq = }—%v(t)- (41)

L’escala de temps marcada per 7 = RC' és llavors el temps que ha de passar per a que ¢(t) s oblidi
del valor inicial gy i depengui sols de v(t).

Fixem-nos que la constant de temps RC' té efectivament dimensions de temps. La capacitat C'
es mesura en farad (F), que en termes de les unitats fonamentals del SI és

F = m *kg 's*A?,
mentre que R es mesura en ohm ({2), amb unitats
Q) =m’kgs *A?,

1, per tant,
[RC| =s.

De fet, RC' és I’tinica quantitat amb dimensions de temps que es pot formar amb les constants del
problema, i d’aqui venen els noms de temps caracteristic i constant de temps.
Considerem ara I’EDO lineal de segon ordre amb coeficients constants

F 4 ayd + aoz = b(t). (42)
La soluci6 general és de la forma
x(t) = Cra1(t) + Coma(t) + (1), (43)
on la forma de z;(t) i z2(t) depen de les arrels del polinomi caracteristic po(s) = s* + a5 + ag:

e si son dues de reals diferents, o, oo, llavors

e si és una de real amb multiplicitat doble, a, llavors

z1(t) = e, xy(t) = te™.
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e sison un parell d’arrels complexes conjugades, o £ 53, llavors

71(t) = e* cos Bt, xo(t) = ™ sin St

En qualsevol cas, el que determina si la soluci6 xj, (t) = Cix1(t)+Caxo(t) de I’equacié homogenia
tendeix a zero quan ¢ — +o0 1 per tant si ’EDO o el sistema fisic descrit per ella és estable, seguint
la mateixa idea que hem exposat pel cas d’ordre 1, és el signe de les parts reals de les arrels, que
és el que apareix a les exponencials. Tenim aixi que

e si totes les arrels del polinomi caracteristic tenen part real negativa, llavors

t——+00

Es diu que I’EDO (42) és estable.

e si alguna arrel del polinomi caracteristic té part real positiva llavors, en general,! |z, (t)]
creix indefinidament quan ¢t — +o0.

Es diu que ’EDO (42) és inestable.

En el cas restant, quan les dues arrels tenen part real zero o una €s zero i I’altra és negativa, es diu
que ’EDO és marginalment estable.
Igual que per al cas d’ordre 1 es té que

Si ’EDO (42) és estable, i.e. totes les arrels del polinomi caracteristic tenen part
real negativa, i b(t) és fitada llavors la solucié z(t) de 1’equacié completa és fitada.

Per a EDO de segon ordre estables 1’efecte de les condicions inicials també s’esvaeix en el
temps. Per tal de quantificar I’escala de temps en que aix0 passa considerarem sols el cas d’arrels
complexes conjugades, i introduirem a més la notacié estandard de teoria de sistemes i de control.

El discriminant del polinomi caracteristic s

a3 — 4ag.
Si les arrels han de ser complexes, és necessari (perd no suficient) que
ap > 0,
i, per tant, podem definir la freqiiéncia natural w,, > 0 de ’EDO (42) com

w? = ap. (44)

'Pot donar-se el cas que aixd no sigui aixi degut a que les condicions inicials facin que la C corresponent sigui
zero, pero la definicié d’inestabilitat no canvia.
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Definim ara un nou parametre, anomenat el coeficient d’esmorteiment, £, de manera que
2lw, = a;. 45)
En termes de w,, i £ I’equacié homogenia associada a (42) esdevé
T+ 2w, x + wix =0, (46)

i les arrels del polinomi caracteristic s6n

—28w, + \/(2250%)2 — 4wy = —fw, + wn\/§27—1.

La condicié que mancava per assegurar que les arrels siguin complexes €s per tant que —1 < & < 1.

Suposant aixo, les arrels sén
_gwn + jwn V 11— 52'

Si, a més, el sistema ha de ser estable, cal que la part real, —{w,,, sigui negativa, i per tant & >
0. Reunint les dues condicions sobre &, veiem que si ’EDO (42) ha de ser estable i amb arrels
complexes cal que el parametre d’esmorteiment verifiqui

0<¢< .

La solucié de ’EDO homogenia, en termes de & i w,, és

zp(t) = Cre 8t coswyy/1 — €2t + Cye*r sinw, /1 — €2t 47)

Com que els factors sinusoidals no decreixen en magnitud a I’augmentar ¢, sén les exponencials
decreixents les que fan que el sistema s’oblidi de les condicions inicials. El temps necessari per a
que la contribucié disminueixi en un factor de e~ respecte a I’inicial és, igual que en el cas d’ordre
1, el temps caracteristic o constant de temps del sistema, i en aquest cas ve donat per

1
= 48
"= o (48)
Com a exemple, recuperem I’EDO d’un circuit RC' L amb font de voltatge:
. o1 . R, 1 1

Li+ Rq+ ol= ot), o ¢+ 74 + 0l Zv(t) (49)

Tenim que a; = R/Liag = 1/(LC), i tenint en compte (44) i (45), resulta

1 1
W= — = w, = 1 50
e VIC G
i
R LCR RC

28wy, =—=>=—"—= : 51
¢ L7 2V LC Gb
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Ja sabem que RC' té dimensions de temps i, a més, es pot veure que LC té dimensions de temps
al quadrat; per tant, ¢ és una quantitat sense dimensions, tal com correspon a una magnitud que ha
de verificar 0 < £ < 1. Com que tots els parametres son positius i, en particular, ho és R, es té
que £ > 0, mentre que la condicié ¢ < 1 imposa un limit al valor de R tal que permet solucions
sinusoidals per al sistema amb v(¢) = 0. La constant de temps és, segons (48),
L

T =2 7 (52)
que, efectivament, té dimensions de temps. Val a dir que aqui, a diferéncia del cas d’ordre 1 (el
circuit RC'), hi ha dues combinacions basiques de constants que tenen dimensions de temps, RC'i
VLC'. La combinacié que apareix a 7 s’obté dividint el quadrat de la segona per la primera.

L’estudi que hem fet es pot resumir de la segiient manera:

Donada una EDO lineal d’ordre 1 o 2 amb coeficients constants, diem que és
estable si totes les arrels del seu polinomi caracteristic tenen part real negativa.
En aquest cas, en una escala de temps que depen de la constant de temps del
sistema, 1 que és més gran com més petites en valor absolut siguin les parts
reals de les arrels, la soluci6 abandona el régim transitori 1 entra en el réegim
permanent, per al que z(t) ~ z,(t).

3.2 Estabilitat de sistemes d’EDO lineals

Recordem que la soluci6 en el domini transformat del sistema lineal d’EDO

&= Ax + b(t) (53)
és
X(s) = (sI, — A)7'2(0) + (sL, — A)"'B(s), (54)
on matriu inversa (sI,, — A)~! conté en el denominador de tots els seus elements el polinomi
caracteristic

P(s) = det(sl, — A). (55)

Quan es calcula I’antitransformada, en general cal fer una descomposici6 en fraccions simples
de termes que tenen P(s) en el denominador. Examinant la taula de transformades de Laplace, es
veu que qualsevol denominador que tingui zeros amb part real a déna lloc a una exponencial e®,
acompanyada o no de potencies en ¢ 1 de sinus i cosinus. Per tant, si volem estudiar 1’estabilitat
del sistema d’EDO donat per (53), és a dir, si volem veure sota quines condicions I’efecte de
les condicions inicials s’esvaeix en el temps, cal examinar les arrels de P(s). Arribem llavors al
segiient resultat, que generalitza els resultats que haviem vist per a EDO lineals de primer i segon
ordre amb coeficients constants:

El sistema d’EDO (53) és estable si i sols si totes les arrels
del polinomi caracteristic (55) tenen part real negativa.
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Les arrels del polinomi caracteristic s6n soluci6 de
det(sl, — A) = 0. (56)

Aquesta equacio és, pero, la mateixa que determina els valors propis de la matriu A (canviant la
notacié més habitual de A per s). Per tant podem reformular 1’estabilitat de la segiient manera:

El sistema d’EDO & = Ax + b(t) és estable si i sols si tots
els valors propis de la matriu A tenen part real negativa.

Sigui per exemple el sistema

j,’g —1 3 =7 I3 bg(t)

Els valors propis de la matriu A sén les arrels del polinomi caracteristic

s+11 0 —16
P(s)=| -4 s+3 8 |=s+21s*+171s+ 351 (58)
1 -3 s+7
Es pot veure que una de les solucions és s = —3, i dividint per s 4+ 3 s’obté un polinomi de grau 2

amb arrels —9+6;. Totes les arrels tenen per tant part real negativa i el sistema és estable. L’efecte
de les condicions inicials desapareixera en una escala de temps 7 de 1’ordre de ’invers del valor
absolut de la menys negativa de les parts reals de les arrels,? en aquest cas 7 = 1/3 ~ 0.33. A
més, si les funcions by (t), ba(t) i b3(t) son fitades, també ho seran les solucions 1 (t), x2(t), z3(t).

Posant by (t) = by(t) = b3(t) = 01 condicions inicials x1(0) = 1, z5(0) = 2, 23(0) = —1,
s’obtenen les solucions que apareixen a la Figura 1. S’observa que, després de 3 constants de
temps 37 = 1, les condicions inicials han decaigut a valors menyspreables.

La condici6 de que els valors propis d’ A tinguin part real negativa és absolutament general i
inclou les condicions que haviem vist per a EDO d’ordre 1 i ordre 2 (amb solucié oscillant de
I’equacié homogenia). Per a ordre 1

T+ ax = b(t)

tenim que A és la matriu 1 x 1 donada per A = —a, i el seu tnic valor propi és la solucié de
s:1—A=s+a=0

d’on s = —a i I’EDO és estable si i sols si —a < 0, és a dir a > 0, com ja s’havia establert. Per a
EDO oscillants d’ordre 2

¥4 28wpt +wir =b(t), w, >0, —1<E&<1,

2La situaci6 pot ser més complicada si aixd correspon a arrels complexes, o si hi ha arrels complexes properes.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1: Solucions del sistema (57) amb b(t) = 0. x1(¢) (blau), z5(t) (vermell), z5(t) (

tenim, posant ¥y = x, Ty = 1,

Ty = X,
Ty = —wlzy — 2w,xs + b(t),
1 per tant la matriu del sistema és
A= ( —(c]ug —QEwn ) ’
amb polinomi caracteristic
det(sl, — A) = ’ 82 -1 = 8%+ 2fwps + W2,
w8+ 28wy,

que té arrels complexes (degut a que —1 < & < 1)

s ==&+ jw,/1 — &2,

La condici6 de part real negativa, i per tant d’estabilitat, és que £ > 0, tal com ja haviem vist.

4 Utilitzacio de fasors. Impedancia complexa. Ressonancia

15

En aquesta seccié volem emprar tecniques de nombres complexos per calcular la solucié en regim
permanent d’EDO lineals amb coeficients constants, en el cas estable i quan I’entrada és una funci6

sinusoidal.
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Considerem primer el cas d’ordre 1
0+ av = Agsin(wt + @), (59)

on, per raons que tenen a veure amb les aplicacions on apareixen aquestes equacions, emprem una
notaci6 de velocitat v(t) per representar la variable dependent del temps, i a on Ay és I’amplitud
del terme forcat i g n’és la fase (py = 0 per a un sinus i g = 7/2 per a un cosinus), i a on
suposem que a > 0, de manera que el sistema és estable i per tant té un regim permanent que
volem calcular emprant nombres complexos. Aquest procediment introdueix tota una serie de
técniques i conceptes que son molt importants a 1’enginyeria eléctrica i mecanica.

De fet, de cara a tenir una interpretacio fisica de ’EDO, podem pensar que (59) correspon a
una particula de massa m sotmesa a una forca de fregament —~v proporcional a la velocitat i a una
forca externa F'(t) = Fosin(wt + ¢g),

mv + yv = Fysin(wt + o), (60)

i per tant els parametres de (59) s6na = y/mi Ay = Fy/m.
En lloc de considerar 1’equaci6 (59), on totes les magnituds son reals, considerarem I’EDO

V +aV = Agel@Heo), (61)

on V(t) és una funcié complexa de ¢, i hem canviat sin(wt + @) per e/“+%0)_ La idea és que (61)
és més facil de solucionar que (59), 1 a més posa més de manifest els fenomens subjacents. La
soluci6 fisica x(t) s’obtindra llavors agafant la part imaginaria de V (¢),

o(t) = ImV (1), 62)
donat que sin(wt + ) és la part imaginaria de e7(“+%0):
A()Gj(wt—HPO) = AO COS(wt + QOO) + jA() Sin(wt + QOO) (63)

Per tal de calcular la soluci6 particular de (61) que proporciona el réegim permanent, cercarem
una V,,(¢) de la forma ’
V,(t) = A&, (64)

on A és un nombre complex que s’ha de calcular. Aquest tipus de funcié, un nombre complex
o real multiplicat per una exponencial de la forma ¢/“, s’anomena fasor. El principal avantatge
sobre la formulacié en termes de sinus i cosinus és que la derivada d’un fasor sempre és un fasor
amb la mateixa freqiiencia; en canvi les derivades de sinus 1 cosinus es van barrejant. Tindrem que

V,(t) = Ajwer™t,
i substituint aix0 a (61) queda

Ajwel™t + aAet@t = Ajel@teo),
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Com ja hem anunciat, tots els termes tenen la mateixa exponencial, que es pot simplificar, i resulta
(jw 4+ a)A = Agel#°.

El polinomi jw + a de grau 1 en w que multiplica a A és el polinomi caracteristic del sistema
p1(s) = s+ a calculat en s = jw. Aillant A queda

Ao
a4+ jw

A_:

638007

i per tant el fasor que dona el regim permanent és

A A
Vp(t) = ﬁ@ﬂwt—‘r(po). (65)

El nombre complex que apareix en el denominador de (65) s’anomena impedancia complexa
associada a I’EDO (59) de primer ordre,

Z=a+ jw=np(jw), (66)

1 es pot posar en forma exponencial com
, w
Z=vVa2+w?e® ¢ =arctan —. (67)
a

El nom d’impedancia complexa prové del fet que és la quantitat per la qual hem de dividir el
fasor que representa la for¢a® per tal d’obtenir el fasor que representa la velocitat:

A(t)
Z

En la interpretacié mecanica de ’EDO que estem considerant, la part real de Z, que val a, és de
fet el valor de v/m, el coeficient de fregament dividit per la massa. Podem pensar que al sistema
massa amb fregament li apliquem una forca i ell respon amb una velocitat, i que Z és el grau
d’oposicio del fregament a la forca aplicada, ja que Z apareix dividint (d’aqui el nom impedancia).
El terme és va originar en teoria de circuits, on la part real de Z és la resistencia electrica, A és el
fasor voltatge i V, és el fasor corrent, pero s’utilitza en tots els ambits de I’enginyeria.

Posant la forma exponencial de Z a (65) i ajuntant les exponencials queda

Ao
Va® +w?

La velocitat fisica sera la part imaginaria d’aixo

, Ay
A(t) = Agel@treo), V,(t) = EOGJ(WHW) = V,(t) = (68)

Vp(t) _ ol (Witpo—a) (69)

A
v,(t) = \/ﬁ sin(wt + o — @), (70)

3De fet, la forca dividida per la massa.
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L’amplada de les oscillacions de la velocitat en régim permanent és per tant

A
Viw) = —2 (71)
Vva?+ w?
i, amb els parametres del sistema fixats i Ay donada, és una funci6 de la freqiiencia w de la forca
aplicada. Aquesta amplada és maxima quan el denominador és minim, 1 aixo passa quan w = 0, és
a dir, quan la forga aplicada és, de fet, constant i de fet no hi ha oscillacié (que es pot pensar com
el limit quan la freqiiencia és molt petita i les oscillacions infinitament lentes). Veurem que en el
cas de segon ordre la situacio és ben diferent, i la maxima amplitud de les oscillacions s’obté amb
una freqiiencia no nulla. El valor maxim de de 1I’amplada de la soluci6 és llavors
Ao
Viax = —, (72)
a
que, amb la interpretacié mecanica Ay = Fy/mia = v/m déna Fy/~, és a dir, la velocitat tal que
la for¢a de fregament iguala la for¢a aplicada.
Sigui I’EDO lineal de segon ordre amb coeficients constants en la notacié canonica

&+ 26w,d + wir = Agsin(wt + @) (73)

La interpretacié mecanica d’aquesta equaci6 és que x és la posicié d’una particula de massa m
sotmesa a una forga elastica —kx, un fregament —v, i una forga externa F'(t) = Fj sin(wt + o)

mi + i + kx = Fysin(wt + ¢g). (74)

Dividint per m i identificant els parametres hom té

Fy |k gl Y
A = — n = —, = == . 75
0 m ) w m 5 2w”m 9 /—km ( )

Aplicant el mateix metode de complexificacié que en el cas d’ordre 1, escrivim

X + 26w, X + w?X = Agel@Heo), (76)

Suposant que £ > 0, existeix un régim permanent per al qual busquem una solucié en forma de
fasor
X, (t) = A", (77)
Hom té X,(t) = jwAe™!, X, (t) = —w?Ae/! i, substituint a (76) i cancellant 1’exponencial
complexa comuna, és possible calcular A

A = :
w? — w? + 2bwywy

(78)
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Substituint (78) a (77), hom obté el fasor que déna la solucié en régim permanent

19
Ay .
X, (t) = J(wt+epo) 79
El fasor velocitat és ara
Vp<t> = Xp(t) = ]WAO .6j(Wt+<PO) — AO ej(Wt+SOO)

w2 — w? 4+ 28w,wy 2w, + j (w_%%

Ay

— 20 j(wtteo)
7 © )

on hem definit la impedancia complexa associada a ’EDO (73)

2
Z:2§wn+j(w—&).
w

A T’igual que en el cas d’ordre 1, aquesta impedancia es pot interpretar com el quocient entre la
forca aplicada i la velocitat resultant. En notacié exponencial,

1)
Z = \/452(,07%4- <w—w—’%

2 w2
" w
) e’ amb tan¢ =
w

__ *n

(80)

w

2w,
El fasor de posici6 es pot escriure també en termes de la impedancia complexa, notant que

(82)
V,(t
X_p(t) — p( )
Jw
1 per tant, emprant que % =eJ g,
1 AO j AO i us
X (1) = — Y pilwtteo) — 270 jj(witpo—5—9) 83
P( ) jw Z € (A)Ze 2 ) ( )
on hem definit la impedancia escalar (el modul de la impedancia complexa)

2\ 2
Z=|Z| = \/4g2wg+ (w—ﬂ> .

La posici fisica z,(t) és la part imaginaria de X,,(t)

(84)

w
Ag . ™
z,(t) = — sin (wt + o — 5 gb) : (85)

i té oscillacions d’amplitud

Ao Ao Ao

A = — =
(w)=— :
wy [ 48%w?2 + (w -2

= . 86
ay Ve
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Aquesta amplitud és una funcié de w, 1 sera maxima quan 1’expressio dins 1’arrel del denominador

flw) = 4§2wiw2 + (w2 — w2)2 (87)

n

sigui minima. Calculant la derivada 1 igualant a zero s’ obté
f'(w) = 88%w2w + 4(w? — w)w = 0.
Els punts critics sénw = 01, si 1 — 262 > 0,

W= wy,y/1— 282,

Suposant que 1 — 262 > 0, és a dir, que
1
§<—=

V2

i per tant, com que £ ha de ser positiu, que £ € (0, \/%), es pot veure que w = wyy/ 1 — 2£? déna un
minim (absolut) de f(w), mentre que w = 0 és un maxim. Per tant, sota les condicions establertes,
I’amplada de les oscillacions en régim estacionari és maxima per a la freqiiencia de ressonancia

en amplitud
wa = wpV/ 1 — 2£2. (88)

L’amplitud de les oscillacions de ressonancia és
Ao
26w2 /1 -2

que es fa molt gran quan el sistema esta poc esmorteit, és a dir quan el parametre sense dimensions

€] = —L
2Vkm

és molt petit (estem suposant que £ < i per tant £ no pot ser proper a 1). En termes dels
parametres mecanics, I’amplitud de les oscillacions és

Ey 1
k 42 44 )

mk ~ 4k2m2

Amﬁx = A(WA> =

1

Ame‘lx =

Fixem-nos que Fj/k és I’amplitud del desplacament resultant d’aplicar una forca constant Fy, i
que la forca de la mateixa magnitud perd amb variaci6 sinusoidal amb freqiiencia w4, 0 propera a
ella, fa que I’amplitud pugui ser molt més gran. La Figura 2 mostra les corbes de ressonancia en
amplitud, que indiquen com varia I’amplada de les oscillacions al variar la freqiiencia w del senyal
d’entrada. Aquestes corbes son les grafiques de la funci6

(@ :wiA(w) _ 1 :
( n) Ao \/452 (:’—H)QJF ((;—n>2—1>
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£=0.1
£€=02
£€=04
3l |
=
£
0 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
w
Wn,

Figura 2: Corbes de ressonancia en amplitud per a diferents valors del parametre d’esmorteiment
¢, en funcié del quocient w/w,.

per a diversos valors del parametre d’esmorteiment &. Per a freqiiencia w molt petita (comparada
amb w,,), totes tendeixen a 1, mentre que per a freqiiencia w molt gran (comparada de nou amb w,,)
totes tendeixen a zero. * En mig, sempre que £ < 1/+/2, tenen un maxim que es fa més pronunciat
com més petit és £ (el maxim esta en w/w, = /1 — 22, que s’acosta a w/w, = 1 quan & — 0).
De la grafica es veu, per exemple, que per a £ = 0.1 I’amplitud de les oscillacions resultants a la
freqiiencia de ressonancia €s unes 5 vegades més gran que la que resultaria d’una excitacié de la
mateixa magnitud perd constant. Per a & — 0, ’amplitud de les oscillacions a la vora de w = w,
es fa tant gran com es vulgui.

A més de la freqiiencia de ressonancia en amplitud w4, també és important la freqiiencia de
ressonancia en energia o potencia, wp, que és la freqiiencia de la forga sinusoidal tal que aquesta
transmet la maxima potencia al sistema. Aixo0 requereix que la impedancia Z sigui real, de manera
que no hi hagi diferéncia de fase entre el fasor for¢a i el fasor velocitat, i de (81) es veu que aixo

 Aquesta caracteristica, que I’amplitud de les oscil.lacions sigui negligible per a freqiiéncies d’excitaci6 prou grans,
és propia de tots els sistemes fisics. Intuitivament, si 1’accié sobre un sistema oscilla massa de pressa, aquest no té
temps de moure’s abans de que 1’acci6 canvii de signe. Es diu que els sistemes fisics son sistemes passa-baixos.
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passa per a w = w,,. Per tant wp = w,,. De (88) es veu que
wa < wp

i que les dues freqiiencies de ressonancia sols sén iguals si £ = 0, és a dir, si no hi ha dissipaci6.
La diferencia entre les dues freqiiencies de ressonancia €s deguda a que la poténcia que 1’excitacio
sinusoidal introdueix en el sistema es reparteix entre la que s’acumula en forma d’oscillacions i
la que es dissipa. La ressonancia en amplitud maximitza la primera, mentre que la ressonancia en
poténcia maximitza la total. Obviament, si no hi ha dissipacié (¢ = 0), les dues han de ser iguals,
donat que llavors tota la poténcia s’acumula en forma d’energia d’oscillacio.

El fenomen de la ressonancia, en amplitud o en potencia, s’utilitza abastament en nombrosos
camps de la cieéncia i I’enginyeria. Es el que permet, per exemple, sintonitzar un aparell receptor
d’ones electromagnetiques. En aquest cas, el que es fa és variar la freqiiencia natural w,, del circuit
connectat a I’antena, de manera que ressoni amb la freqiiencia del senyal que es vol capturar. Aixo
fa que sigui aquest senyal el que comuniqui més potencia al circuit, molt per sobre de tots els
altres senyals de freqiiencies diferents. De fet, observant les corbes de ressonancia, es veu que son
molt més selectives (tenen el maxim més pronunciat) com més petit s . En enginyeria electrica 1
electronica de comunicacions s’utilitza un parametre per quantificar aquest fet, I’anomenat factor
@, que en termes del parametre d’esmorteiment és

1
26
D’aquesta manera, com més petit és £ més gran €s (: els circuits receptors de qualitat han de tenir,

per tant, un factor () molt gran. De (75) tenim que el factor ) d’un oscillador mecanic format per
una massa amb fregament acoblada a una molla és

Vkm

Q=

Q]\/f =
/>/
mentre que de (51) s’obté que el factor () d’un circuit RC'L serie és
1 /L
Qrer = A ek

El factor () es pot definir en general, en termes de la potencia util i de la dissipada, per a
sistemes diferents del donat per I’EDO que hem considerat.

Una situacié més casolana on la freqiiencia de ressonancia juga un paper es dona al empenyer
un gronxador. Si idealitzeu el gronxador i el seu ocupant com un pendol simple, la seva freqiiencia
natural és

i
L
que correspon a un periode
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on g és el valor de la gravetat i L la longitud del pendol. La maxima efectivitat s’obtindria empe-
nyent el gronxador amb una for¢a sinusoidal d’aquest periode, pero aixo és impossible de fer a la
practica. El més comode és empenyer breument després que el gronxador hagi assolit la maxima
alcada en el costat en el que estem nosaltres. Aixo correspon a un senyal periodic de periode 7',
tal com ha de ser, pero que no €s sinusoidal; 1’analisi de Fourier permet demostrar que 1’harmonic
principal és dominant i és una sinusoide amb la freqiiencia correcta, de manera que una bona part
de la potencia que desenvolupem es transmet de manera Optima al gronxador. Empenyer amb un
periode menor o superior a 7" fa que hi hagi intervals de temps on, en lloc de comunicar energia al
gronxador, n’estem extraient. Aquest €s, de fet, un exemple on I’accionament (nosaltres) s’adapta
automaticament a la freqiiencia natural del sistema.

El fenomen de la ressonancia també pot ser destructiu, com per exemple quan es trenca una
copa de vidre per la veu humana emetent amb prou poteéncia i amb la nota adient (que ressoni
amb una freqiiencia natural de la copa, que a més ha de tenir les caracteristiques geometriques i
materials per a que el parametre d’esmorteiment sigui prou petit). Un altre exemple és la tradicional
ordre de trencament del pas quan una columna d’infanteria travessa un pont, per evitar que el pas
sincronitzat produeixi una excitacié de prou magnitud amb una component freqiiencial propera a
alguna freqiiencia estructural del pont.

En els llibres de fisica s’acostuma a citar I’esfondrament de la seccié central del pont de I’ estret
de Tacoma, ’any 1940, a I’estat de Washington, USA,> degut al fort vent, com a exemple de
ressonancia destructiva. En realitat, el consens actual és que en aquest cas el desastre va ser degut
a 1’aleteig aeroelastic, que també implica una ressonancia perd amb una realimentacié positiva
entre el moviment de I’estructura i la carrega aerodinamica, que fa que I’amplitud de 1’excitacio
creixi amb la del moviment. L’aleteig aeroelastic va ser també la causa de la desintegracié en vol
de dos avions de passatgers Lockheed Electra L-188A els anys 1959 1 1960. Els comencaments de
I’aviaci6é comercial amb reactors van ser for¢ca complicats, degut al poc coneixement dels fenomens
dinamics implicats. Per exemple, I’any 1954 dos de Havilland Comet 1 es van trencar en vol degut
a un fenomen diferent, anomenat fatiga de materials.

5 Sistemes de control: funci6 de transferéncia, resposta impul-
siva i teorema de convolucio

Considerarem ara una classe de sistemes lineals d’ordre n on el vector b(t) conté una tnica funcié
u(t) que considerem no fixada, i a més hi ha una funcié lineal y de les variables dependents del
sistema i de les seves derivades fins, com a maxim, un ordre inferior a la maxima derivada de cada
variable que apareix en el sistema. Aix0 s’anomena un sistema de control amb una entrada u(t) i
una sortida y.

Fent la transformada de Laplace del sistema lineal i posant condicions inicials nulles, s’obté
una relaci6 entre la transformada de Laplace U (s) de u(t) i la transformada de Laplace Y'(s) de y,

>Vegeu, per exemple, http://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw.
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que s’anomena funcio de transferéncia del sistema de control amb entrada u(t) i sortida y.
Sigui per exemple ’EDO d’ordre 2

P+ @4 20 = u(t) (89)

amb la sortida
y=1+u. (90)

Com que I’EDO és d’ordre 2 en x, la sortida pot dependre linealment de = i de z, perd no de .
Per tant la sortida lineal més general que podriem considerar per aquesta EDO és®

y=at+bxr, a,béeR,

de la qual (90) n’és un cas particular amb a = b = 1. Prenent la transformada de Laplace de (89)
resulta
s*X(s) — sx(0) — #(0) + sX(s) — 2(0) + 2X(s) = U(s),
o ! (s + 1)2(0) + i(0)
s+ 1)x(0) +x
X(s) = U .
(5) s2 4 542 () + 24542
Aix0 déna la relacié entre U(s) i X (s), perd volem la relacié entre U(s) i Y(s). Transformant
(90) s’obté

oD

Y(s) =sX(s) —x(0) + X(s) = (s + 1) X (s) — z(0), (92)
1, posant-hi (91),
s+1 (s + 1)z(0) + %(0)
Si posem z(0) = 0, #(0) = 0, queda una relacio lineal entre U(s) i Y (s):
s+1
Y(s)= 55U =H()U(s), (94)
on 1
s
H(s)= 53 (95)

és la funcid de transferéncia de I’entrada u a la sortida y. Per a sistemes estables, la funcio de trans-
feréncia determina el comportament en regim permanent de la sortida del sistema. Els termes que
contenen les condicions inicials donen la forma del transitori; la velocitat amb que desapareixen
depen, pero, dels zeros del polinomi caracteristic P(s) = s* + s + 2.

L’antitransformada de la funcié de transferéncia, h(t) s’anomena resposta impulsiva del siste-
ma de control amb entrada u i sortida y:

h(t) = L7 {H(s)} (96)

®Podriem també afegir un terme proporcional a u, perd aixo introduiria el tipus de transformada de Laplace que
correspon a funcions no admissibles, del tipus impulsiu.
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1 veurem tot seguit que déna informaci6 sobre la resposta temporal del sistema. Per al sistema que
estem considerant

1 " 1 t
h(t)=L7" {J—SH} = €72 cos \/7725 + ﬁeﬁ sin \/7715. O7)

Com ja sabem, la transformada de Laplace del producte de funcions no és el producte de les
transformades:

L{FW)g()} # F(s)G(s). (98)
Hom pot preguntar-se, perd, si I’antitransformada de F'(s)G(s) esta relacionada d’alguna manera

senzilla amb f(t) i g(¢). La resposta és que si (depenent del que entenguem per senzill). Donades
dues funcions f(t) i g(t), el seu producte de convolucié és una nova funcié (f x ¢)(t) definida per

<f*gxw:1£7ﬂt—7nwﬂda 99

per a tots aquells valors de ¢ per als que existeixi la integral. En alguns casos escriurem f () * g(t)
en lloc de (f x g)(t). Els segiients exemples illustren alguns casos senzills.

F(6) =t g(t) = ¢
t*t:/ot(t—T)TdT: (t;-?)

F(H) =1, 9(t) = 6(t — a),a > 0

t
=5 -3=¢ (100)

t t
1x0(t—a) = / 1-0(r —a)dr = / O(r — a) dr. (101)
0 0

La integral és entre 7 = 0 i 7 = ¢, i 'integrant sols és diferent de zero si 7 > a, tal com
mostra, en el cas t > a, la Figura 3. Si ¢ es desplaca a ’esquerra d’a, és a dir, sit < a,
la funcié val zero a tot I’interval d’integracio i el resultat déna la funcié nulla. Sit > a, la

integral queda
t
/ dr =1t —a.

Posant els dos casos junts amb 1’ajuda de la funcié de Heaviside, s’obté
1%0(t—a)=(t—a)f(t —a). (102)

L’exemple (102) mostra que la funci6 constant igual a 1 no és I’element neutre del producte de
convolucié. El producte de convolucié és, perd, commutatiu, i aix0 ajuda de vegades a calcular-lo:

f()x g(t) = g(t) = f(£). (103)

Estem ara en condicions de donar el resultat que indica que val I’antitransformada d’un pro-
ducte de transformades.
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Figura 3: Convolucié de la funcié constant 1 amb la funcié de Heaviside 0(t — a).

P12 Teorema de convolucio

La transformada del producte de convolucio €s el producte de transformades
L{F@) x g()} = F(s)G(s) (104)

0, reciprocament, I’ antitransformada del producte de transformades és el producte de convolucid
d’antitransformades

LTHF(s)G(s)} = f(t) *g(2). (105)

Volem aplicar ara aquest resultat al cas de sistemes de control. Sabem que, amb condicions
inicials nulles,

Y(s) = H(s)U(s). (106)
Antitransformant tindrem
y(t) = L7HH(s)U(s)}, (107)
i, emprant (105),
t
y(t) = h(t) xu(t) = / h(t — 7)u(r) dr, (108)
0

on h(t) és la resposta impulsiva del sistema de control, h(t) = £L7'{H(s)}. Podem dir per tant
que

amb condicions inicials nulles, la sortida y(¢) en el domini temporal es pot obtenir
calculant el producte de convoluci6 de la resposta impulsiva h(t) amb I’entrada u(t).

Aquest no és normalment un metode de calcul massa eficient, a menys que hom tingui de bon
comencament la resposta impulsiva h(t). En canvi, és un resultat important per a 1’analisi dels
sistemes de control, ja que permet interpretar h(t), justificant el seu nom. Per a fer-ho, escollim
una entrada u(t) = d.(t), la forma de la qual depen d’un parametre ¢ > 0, donada per

_f 1/e sit <e,
5€(t)_{ )OS ambeo, (109)
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Figura 4: La funcié d.(t), que aproxima un impuls per a € petit.

si t > 01 nulla per a ¢t negatiu. Aquesta funci6 apareix representada a la Figura 4. Com més
petit és € > 0, més petita €s la base on la funci6 és diferent de zero 1 més gran és el seu valor %
perd I’area sota la funcié val sempre € - % = 1. Per a € petit respecte a algun temps caracteristic
del sistema on s’utilitzi aquesta entrada, la funcié 6.(t) pot utilitzar-se per representar una entrada
impulsiva, de duracié molt curta pero d’efecte total constant (1 en aquest cas). El limite — 0
no és, pero una funcié admissible, i de fet ni tant sols €s una funcid, sin6 el que s’anomena una
distribuci6 o funcié generalitzada, que en aquest cas es coneix com delta de Dirac a I’origen i es
denota per §(t).

La sortida d’un sistema amb resposta impulsiva A(t), amb condicions inicials nulls, quan I’en-

trada és u(t) = 0.(t) és, segons (108),

y() = h(t) % 6.(¢) = /0 Bt — 1) dr. (110)

on estem suposant que ¢ > ¢, és a dir, donem temps a que I’excitaci6 J.(t) hagi actuat completa-
ment. La funci6 o, sols és diferent de zero, i llavors val %, quan el seu argument és més petit que
e. Enel cas de d.(t — 7), aixd vol dir que sols hem de considerar aquells 7 tals que t — 7 < ¢, és a
dir 7 > t — €. Per tant la integral de (110) es converteix en

o(t) :/ti hr) L dar — 1/: h(r) dr. (111

€ €

Suposant que A(t) és una funcié continua en ¢, podem utilitzar el teorema del valor mitja per a
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I’integral 1 escriure
1
y(t) = —h(§)e = h(), (112)

on ¢ és un valor (desconegut a priori) entre t — € i t. Quan € es fa cada vegada més petit, el valor
de &, encara que desconegut, és cada vegada més proper a ¢, i aix{

y(t) ~ h(t). (113)

Per tant

la sortida d’un sistema lineal amb coeficients constants quan I’entrada és una funcié
de tipus quasi-impulsiu d.(¢), i amb condicions inicials nulles, s’acosta a la resposta
impulsiva h(t) del sistema. El grau d’aproximaci és tant millor com més petit és €
(en comparacié amb el temps caracteristic del sistema). Aquest fet és el que justifica
el nom de h(t).

Aquest resultat obre la porta a obtenir h(¢), I’antitransformada de H (s), de manera experimen-
tal, alimentant el sistema amb entrades del tipus de la de la Figura (4) per a € prou petit, mesurant
la sortida 1 ajustant-la a una corba en termes d’exponencials, sinus i cosinus. Transformant el re-
sultat per Laplace s’obté llavors H (s) i d’aqui es pot llegir el polinomi caracteristic i per tant es pot
escriure un sistema d’EDO lineals que representen el comportament del sistema. Es possible aixi
obtenir informaci6 detallada sobre les equacions diferencials d’un sistema lineal examinant el seu
comportament experimental; de fet, variants d’aquest metode, que utilitzen directament la mesura
experimental de H (s), sén ampliament utilitzades als laboratoris i a la inddstria. Aquesta area de
I’enginyeria és coneix sota el nom de teoria de la identificacio de sistemes.
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A Equivaléncies entre sistemes mecanics i electrics

Com hem vist al llarg del tema, el sistema mecanic format per una massa (1m) amb fregament lineal
(7), una molla (k) i una forga externa (F'(t)), i el sistema eléctric format per una inductancia (L),
un condensador (C'), una resisténcia (R) i una font de tensi6 (V' (¢)) en série, es poden descriure en
termes de ’EDO lineal de segon ordre amb coeficients constants

i+ 26w, + wir = u(t).

La Taula 1 mostra la relacié de parametres i variables en cada cas. Com que el sistema general
sols té 2 parametres (£ i w,), no és possible obtenir les relacions inverses (els 3 parametres dels
sistemes particulars en termes dels 2 del general).

Sistema general Sistema mecanic Sistema electric
T x (desplacament) ¢ (carrega del condensador)
F(t) V(t)
u(?) o =
k 1
“n \/; VIC
3 y_ 1 & /C
2 Vkm 2\ T
ol R
1
k c
m L

Taula 1: Equivaléncies mecaniques i electriques amb un sistema general.
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B Les 12+1 propietats de la transformada de Laplace

PO  Si f(t) és admissible, llavors limg_, o, F'(s) =0

P1 L{af(t)+bg(t)} = aF(s)+ bG(s)
P2 LLF()}y = sF(s) = f(0)
P3 L{f (1)} = s*F(s) = s£(0) = f'(0)
P4 c{fy riryar} = £
P5 L{tf(t)} = —F'(s)
P6 £ {804 = [ F(v)dv
P7 L{ef(0)} = F(s)ls0 = Fs —a)
P8 L{f(at)} =LF(%),a>0

t

P10 Jm f(t) = limsF(s)

g 0 = )
P11 L{f(t—a)0(t—a)} =e"F(s),a>0
P12 L{f(#) +g(t)} = F(s)G(s)

Taula 2: Taula final de propietats de la transformada de Laplace.
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En aquest tema deixarem abandonem 1’estudi de les EDO i ens centrarem a donar eines per analitzar
funcions f(t) periddiques (que poden, en particular, ser solucié d’'una EDO o formar part del terme inde-
pendent d’una EDO). Veurem també com estendre aquesta analisi a les seqiiencies de valors xg, x1, 22, . . .,
o funcions en temps discret. Els resultats que obtindrem formen el nucli matematic de les tecnologies de la
informacié i les telecomunicacions, i també del processat de senyals en entorns industrials.

1 Funcions periodiques
Una funci6 f(t) es diu que és periddica si existeix 7' > 0 tal que

ft+T)= f(t), peratott. (D

i es diu llavors també que 7" és un periode de f(t). Si T és un periode de f(t), també ho sén 27", 3T, ....
El valor de 7" > 0 més petit que verifica (1) s’anomena el periode fonamental de f(¢). Si no diem res,
s’entendra que quan parlem del periode d’una funcié ens referim al seu periode fonamental.

Les funcions periodiques basiques son el sinus i el cosinus, que es poden donar amb periode 1" arbitrari:

27t 27t
sin %, cos % 2)
Per tant la funcié
f(t) =sinat
té periode 7' tal que
27
a=—,
és a dir,
r="2"
«

La freqiiencia fonamental d’una funcié amb periode (fonamental) 7" és

1
—— 3
140) T, ( )
mentre que la freqiiéncia angular fonamental és
2
wo = % = 2my. 4)

Una manera molt senzilla de construir funcions periodiques és definint-la sobre un interval de longitud
arbitraria i repetint-la fora d’ell. Aixi, sent g(¢) una funcié qualsevol, escriurem

f(t) =g(t) sit € [a,b),1estesa periodicament fora de [a, b). ®)

Aix0 proporciona, per definicid, una funcié f(¢) amb periode T = b — a (que no és necessariament el
fonamental si g(t) és ella mateixa periodica amb un nombre enter de periodes en [a,b)). Encara que g(t)
sigui continua, la funci6 periddica f(t) que s’obté no ho sera si g(a) # g(b).
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La Figura (1) mostra diverses funcions periodiques construides d’aquesta manera. Aixi, la funcié de la
Figura 1(a), amb periode T' = 7, esta definida per

f(t) =sint sit € [0,7), i estesa periddicament fora de [0, 7).

Cal notar que aquesta funcid, a difereéncia de les altres tres, es pot definir també de manera compacte com

F(t) = | sint].

(a) f(t) = sint amb periode . (b) f(t) = cost amb periode 37 /2.

(c) f(t) =t amb periode 1. (d) £(t) = te™" amb periode 3.

Figura 1: Diverses funcions periodiques. Els segments verticals de les tres darreres figures indiquen dis-
continuitats de salt. A la Figura 1(b) hi apareix en vermell la part de la grafica de cost que manca per
completar-ne un periode natural.

La suma de funcions periodiques sols déna una funcié periodica si els periodes implicats, 77 i 75 s6n
commensurables, és a dir, existeixen enters positius p i g tals que
P ©)
Ty ¢
Aix0 és equivalent a demanar que el quocient 77 /75 sigui racional. Aixi,
f(t) = sin3t + 2 cos 4t

és una funci6 periodica, ja que 77 = 27/3, Ty = 27/4 = w/2 i llavors T} /T> = 4/3, que és racional. El
periode de la funcié total és el T' més petit tal que existeixen enters positius m i n de manera que

3t+T) = 3t+m2w, don3T =m2m,

A4t+T) = 4t+n2n, dondT = n2n.
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Igualant les dues expressions per a T' queda
m n

3 4’
Els enters positius més petits positius que verifiquen aixo sén m = 3, n = 4, i s’obté llavors T' = 2x. En
canvi,
f(t) =sin3t — cosmt

no és una funcié periddica. Es té que 71 = 27/3, To = 27/m = 2 i el quocient és T} /T> = /3, que no és
racional.

A comencament del segle XIX Jean-Baptiste-Joseph Fourier, estudiant els fenomens relacionats amb la
conducci6 de la calor, va arribar a la conclusié de que qualsevol funcié periddica es podia posar com una
suma infinita de funcions sinus i cosinus amb periodes submudltiples del periode de la funcié o, en termes
de freqiiencies, amb freqiiencies mdltiples de la freqiiencia fonamental de la funcié. Encara que la versi6
original d’aquest resultat no era del tot correcta, poc abans de la mort de Fourier el 1830 la teoria de les
series de Fourier va ser posada sobre bases solides per d’altres matematics, entre ells Dirichlet, el resultat
del qual veurem.

El resultat de Fourier és rellevant per a la teoria d’equacions diferencials perqueé permet escriure una
funcié periodica qualsevol, amb certes restriccions que sempre es satisfan per a les funcions que hom troba
a les aplicacions, com a suma infinita de sinus i cosinus. Si u(t), amb periode fonamental 7', és el terme
independent d’'una EDO com

at +br =wu(t), o aZ+bi+ cx=u(t),
llavors

ag > 2mnt . 2mnt
u(t):?—i-z ancosT—i-bnsmT , @)
n=1

on els coeficients ag, a, i b, es poden calcular a partir de u(¢). Per a cada sinus i cosinus de la suma, amb
freqliencies cada vegada més grans, és possible, tal com hem vist en el tema 2, calcular la solucié particular
de ’EDO lineal amb coeficients constants que estiguem estudiant. Pel principi de superposicié de les EDO
lineals, la solucié particular corresponent a la funcié periodica original sera llavors la suma (infinita) de
les solucions corresponents als diferents sinus i cosinus, amb pesos iguals als coeficients que apareixen a
(7). Encara que hom pot pensar que treballar amb sumes infinites, també anomenades series, no té sentit,
és possible, de fet, situar-les sobre bases rigoroses i, a més, a la practica els coeficients ay, b, es fan petits
quan n es fa gran, de manera que, en general, tallant la serie per a algun valor de n prou gran s’obtenen
aproximacions prou bones de la solucid.

La teoria de les series de Fourier no tant sols és important per a les equacions diferencials, sind que els
resultats i generalitzacions que s’en deriven, com ara la transformada discreta de Fourier (que veurem) i
la transformada integral de Fourier (que no veurem) sén fonamentals per a la codificacié i transmissié de
senyals, 1 formen la part més important de la base matematica de les telecomunicacions.
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2 Serie de Fourier d’una funcié periodica

Sigui f(t) una funcié periddica amb periode 7. Deixant de moment de banda el significat d’una suma
infinita, o s€rie, ens proposem representar-la com

a > 2mnt 2mnt
0 .
f@) = e + ngl (an co8 —— + b, sin T ) , (8

amb uns coeficients {an}nzo,m,._, 1 {bn}nzl,gv__ que haurem de calcular. EI membre dret de (8) conté un
primer terme constant (el 2 que hi divideix es posa per conveniéncia, com veurem de seguida) i després
funcions sinus i cosinus de freqiiencies cada vegada més grans, comengant pels termes amb n = 1, que

tenen el periode de f(¢). La suma resultant és periodica, ja que dos termes qualsevol, amb periodes

2 T . 21 T

nZQﬂ'n/T:ﬁ ! m:27rm/T:m

s6n commensurables, i de fet el periode de la suma infinita és T, ja que tots els periodes presents, incloent-hi
el fonamental, estan continguts a 7' un nombre enter de vegades.
El coeficient a es pot calcular directament integrant (8) entre t =0it = 1"

T T 00 T T
ag 2mnt . 2mnt ag
t)ydt = — dt g dt + b dt ) = =T
/0 7o /0 2 +n:1<“”/o o /0 T > 27

on hem fet servir que la integral d’un sinus o cosinus sobre un interval multiple del seu periode és zero.
Queda aixi

2 T
%:Téfmw. ©)

El coeficient ag és, per tant, dues vegades el valor mitja de f(t) sobre un periode.
Per calcular la resta de coeficients cal emprar els resultats segiients

T
. 2mnt . 2mmit T
/0 sin 7 sin T dt = §5nm7 nm=12,..., (10)
T
2mnt 2mmt
in —— dt = 0 =1,2,... =0,1,2,... 11
A Sln T COS T ) n ) ) ) m ) ) M M ( )
T
2mnt 2mmt T
/0 cos T cos T dt = 557"”’ n,m=20,1,2,..., (12)

on &pm, la delta de Kronecker, val 1 si n = m i 0 altrament. Aquestes integrals es calculen emprant les
identitats trigonometriques

1
sinAsinB = i(cos(A—B) —cos(A + B)), (13)
sinAcos B = %(sin(A — B) +sin(A + B)), (14)

cos Acos B = %(COS(A—B)-FCOS(A—FB)), (15)
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i tenint en compte que la integral entre 0 i 7" dels sinus i cosinus resultants sempre val zero, a menys que
sigui un cosinus amb argument zero i per tant valor constant igual a 1.

Per obtemr la resta de coeficients multipliquem primer (8) per cos 2”7?” m = 1,2,...1integrem entre
t=0it=
T T
2mmit ag 2mmit
t dt = — dt
; (t) cos T /0 5 COS
o0 T T
2mnt 2mmt 2mnt 2mmt
+ E (an/o cos 7;1 cos 7;71 dt + bn/o sin WTn cos 7;7172 dt> (16)

El primer terme de la dreta de (16) és zero degut a que tenim la integral de cos 2”7’3“, amb m # 0, sobre

un nombre enter de periodes 7'/m. Degut a (11), totes les integrals de sinus per cosinus sén zero, i emprant
(12), I’tnica integral de cosinus per cosinus que no és zero és quan n = m, i llavors val 7'/2. Queda aixi

T
2mmt T
/ f(t) cos mm dt=am—, m=12,..., (17)
0 T 2
d’on
2 (T 2mmt
:T/o f(t) cos T dte, m=1,2,.... (18)
De manera similar, multiplicant (8) per sin 2”7’1”2 m = 1,2,..., integrantentre t = 01t = 7', i emprant
(10)1(11), s’arriba a
2 (T 2mmt
:TAf@mlglM m=1,2,.... (19)

Les expressions per a ag i a,, ambm = 1,2, ... es poden escriure de manera conjunta, i s’obté aixi la forma
final pel calcul dels coeficients de la serie de Fourier:

Coeficients de la serie de Fourier. Donada una funcié periodica f(t) amb periode 7', els
coeficients de la seva série de Fourier,

2mnt
F(f(t) = Ej ; b, si ,
SF(f( + <a COS ——— + sin — >

es calculen mitjancant

T
an = 2/ f(t)
2mnt

by = /‘f sin = dt, n=1.2..

dt, n=0,1,2,...,

En certes situacions farem apareixer també by, i el posarem sempre igual a zero. De fet, aixo és el que
surt si a (19) poseu m = 0, sigui quina sigui la funcié f(t).
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En qualsevol utilitzacié practica hom ha de tallar la suma infinita en algun punt. S’obtenen llavors les
sumes parcials de la serie de Fourier, on es consideren sols els n primers termes en sinus i cosinus, a més
del terme constant:

2kt 27Tl<:t> . 20)

_ a0\ .
SE.(f(t) = 5 +;(akcos T —i—bksm—T

Cada terme de la série de Fourier per an > 1 es pot re-escriure com una tnica funcio sinus, definint una
fase ¢, tal que
Qnp

sing, = ——, 21
¢ = @)

by,
cos ¢, (22)

suposant que a,, o0 b, no sén els dos nuls. Llavors

2mnt 2mnt 2mnt 2mnt
Gy, COS T;H —i—bnsin% = a2 +b (sin¢ncos 7;71 +Cos¢nsin7;1>

2mnt
= /a2 + b2 sin (7;1 + ¢>n> . (23)

El coeficient A,, = /a2 + b2 s’anomena I’amplitud de 1’harmonic n, i ¢,, és la seva fase. S’obté una
definici6 diferent de la fase si escrivim

. 2mnt 2mnt
A, sin (T +gbn> = A, cos ( T +<,0n> )

amb
™

Pn = an - 5

Discutirem més endavant (teorema de Dirichlet) en quin sentit la serie de Fourier d’una funci6 representa

la mateixa, i per tant en quin sentit podem realment escriure que f(¢) és igual a la seva serie de Fourier, perd
anem ara a aplicar els resultats obtinguts en un parell d’exemples.

Sigui en primer lloc la funcié de la Figura 1(c)

ft)=t, telo,1) (24)
i estesa periodicament amb periode 7' = 1. Tindrem
2 1 t2 1
ay = / tdt =2 —| =1,
1./ 2,
2 (! 2mnt
an, = - tcos —— dt
1./ 1
#0 1 !
"Z' 9 | ——tsin2mnt + ——— cos 2mnt =0,
21 (27n)? 0
2 (! 2mnt
b, = / tsin 2% gt
1 /s 1
1 ! 1
20 2 | ———tcos2mnt + sin 2mnt = ——.
21 (27n)? 0 nmw
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Figura 2: La funci6 f(t) = t amb periode T' = 1, i les sumes parcials de la seva seérie de Fourier amb n = 4
(blau) i amb n = 8 (vermell).

La serie de Fourier de f(t) és per tant
SE(0) =2 - L5 Lsinzmn es)
= - — — — SIn 27mnt.
2w =n

La Figura 2 mostra la funci6 i les sumes parcials de la seva serie de Fourier per a n = 4 (blau) i per a
n = 8 (vermell). Cal observar que, en el centre del periode, lluny d’on la funci6 f(¢) té les discontinuitats de
salt, el comportament de SFy i de SFy és molt semblant, perd que vora d’una discontinuitat 1’aproximacio
de f(t) per les sumes parcials de la seva serie de Fourier es deteriora considerablement: al passar de n =
4 an = 8 sols s’aconsegueix fer més petit ’interval on I’aproximacié és dolenta, perd no disminueix
la magnitud del sobrebot abans i després de la discontinuitat. Tornarem a discutir aquest fenomen més
endavant.

Com a segon exemple, considerem la funcié de la Figura 1(a)

f(t) =sint, te€[0,m) (26)

i estesa periodicament amb periode T = 7. El calcul dels coeficients és ara

2 [T 2 4
ag = / sint dt = — (—cost)|y = —,
T Jo T T
2 [T 2mnt 2 [T 1 [7
an, = - / sintcos 0 dt = = / sintcos2nt dt = — / (sin(1 — 2n)t + sin(1l + 2n)t) dt
T Jo T Jo T Jo
! L os(—2m)t— ——cos(i +2m)t)| =21
= —|- cos(1l — 2n)t — cos n =——
T\ 1-2n 14+2n o Tml—4n?’
2 (7 t 2 [T ) 1 ["
by = — [ sintsin——dt=—= [ sintsin2ntdt = — (cos(1 —2n)t — cos(1 + 2n)t) dt
T Jo T Jo T Jo
1 1 1 T
= — in(1 —2n)t — in(1+ 2n)t =0
- (1—271 sin( n) T 2n sin(1 + 2n) ) . ,
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Figura 3: La funci6 f(t) = sint amb periode T' = 7, i la suma parcial de la seva serie de Fourier ambn = 1
(en blau).

on hem emprat que 1 — 2n i 1 + 2n sén sempre senars i per tant cos(1 — 2n)m = cos(1 + 2n)r = —1.
La serie de Fourier de f(¢) sols té per tant el terme constant i els termes en cosinus, i és

2 4K 1
SE(f(1) =~ + z::l T3 cos2nt. 27)

s

La Figura 3 mostra la suma parcial amb n = 1. SFy(f(t)) és simplement una constant més un cosinus
de periode 7:

2 4
SFi(f(t) = - + ;(305215,

perd aixd déna ja una aproximacié prou bona. Les figures 4(a) i 4(b) mostren les sumes parcials per a
n =3in = 5. Pera SF5(f(t)) és dificil, excepte al voltant dels mdltiples de 7, distingir I’aproximaci6
de la funcié. La bona aproximacié amb pocs termes de la serie de Fourier és una propietat comuna de les
funcions que no tenen discontinuitats de salt, en comparacié amb les que en tenen.

Aquests dos exemples mostren una caracteristica general dels coeficients de la serie de Fourier d’una
funci6 periodica:

Els coeficients de la série de Fourier d’una funcié periodica decauen amb n:

lim a, =0, lim b, =0.
n—oo n—oo

Intuitivament, les freqiiencies superiors (n gran) corregeixen la forma basica de las freqiiencies baixes.
Per poder fer-ho han de tenir una amplada petita (en cas contrari canviarien totalment la contribucié del terme
constant i de la freqiiencia fonamental) i, com que hi ha zones on han d’actuar amb molta més intensitat que
en altres, cal que tinguin realment freqiiéncia elevada.

En els dos exemples que hem vist hi ha molts coeficients de la serie de Fourier que sén zero: per a
f(t) = t amb periode T' = 1, tots els a,, excepte ag eren zero, mentre que per a f(¢) = sint amb periode
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(b) SFs.

Figura 4: Sumes parcials de sin ¢ amb periode T = 7.

T = = tots els b, eren nuls. Aix0 no és una casualitat, i saber les condicions en les qué passa ens pot
estalviar la feina de calcular uns coeficients que seran zero.

Una funcié f(t) s’anomena simetrica si f(—t) = f(t) per a tot ¢, i antisimetrica si f(—t) = —f(¢)
per a tot t. Per a funcions periddiques definides en [0, 7] i esteses periddicament amb periode 7', aquestes
condicions sén equivalents a

SIMETRIA. f(t) és simétrica si ho és respecte al centre del periode:

((5)-(5-) (53

ANTISIMETRIA. f(t) és antisimetrica si ho és respecte al centre del periode:

()5, r=(15)
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La simetria o antisimetria d’una funcié periodica és facil de determinar mirant la seva grafica. Per
exemple, la funcié de la Figura 1(a) és simetrica, mentre que les altres tres funcions de la Figura 1 no sén ni
simetriques ni antisimetriques. Cal notar pero, que la funcié de la Figura 1(c) és antisimetrica si se li resta
un valor constant 1/2.

Les funcions que tenen simetria o antisimetria tenen bones propietats respecte al producte:

o ¢l producte de dues funcions simetriques és una funcié simetrica.
e ¢l producte d’una funcié simetrica i una funcié antisimetrica és una funcié antisimetrica.
e ¢l producte de dues funcions antisimetriques és una funcié simetrica.

El resultat fonamental que permet especificar les condicions tals que els coeficients a,, 0 b, sén nuls és
el segiient:

Integral d’una funcié antisimetrica. Si g(¢) és una funcié periddica amb
periode T i és antisimetrica, llavors

T
/ o(t) dt = 0.
0
La demostracié €s molt simple:
T T/2 T T/2 T/2
/ g(t) dt = / g(t) dt + / g(t) dt = / g(T/2 — z)dz +/ g(T/2 + z) dz
0 0 0 0

T/2

t=T/2—z t=T/2+z
antisimetria /2 /2
sim / g(T/2+z)dz+/ o(T/2 + 2) dz = 0.
0 0

Les funcions sinus s6n antisimetriques, mentre que els cosinus sén simetrics. Tenint en compte aixo
i els resultats anteriors, si f(t) és simétrica, llavors el producte de f(t) per un sinus sera antisimetrica i
els coeficients b, seran zero, mentre que si f(¢) és antisimetrica, el producte de f(t) per un cosinus sera
antisimetrica i els a,, seran ara nuls. Aquests resultats, juntament amb el cas especial quan afegint una
constant a una funcié aquesta esdevé antisimetrica, es resumeixen en:

o Si f(t) és simetrica, llavors b, = 0,n =1,2,. ..
e Si f(t) és antisimetrica, llavors a,, = 0,n =0,1,2,...

e Si afegint una constant a f(t) s’obté una funci6 antisimétrica, llavors a,, = 0, n = 1,2,. ..

Aquest resultat permet estalviar-se el calcul d’uns coeficients que se sap d’antuvi que seran zero. El
resultat segiient permet a més, en certs casos, simplificar el calcul dels coeficients.

Integral d’una funcié periodica. Si g(¢) és una funci6 periddica amb periode
T' 1 a és una constant qualsevol, llavors

/OTg(t) dt = /aa+Tg(t) dt.
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La demostracié és també molt simple:

/aa+Tg(t) dt = /aTg(t) dt+/Ta+Tg(t) dt:/aTg(t) dt+/0ag(z+T) dz
—

9(e+D=ot) /aTg(t) dt—i—/oag(z) dz:/oag(Z) dz+/aTg(t) dt:/OTg(t) dt.

Aquest resultat permet calcular els coeficients de la serie de Fourier amb integrals sobre qualsevol in-
terval de longitud 7', en lloc d’haver-nos de restringir a [0, 7', i, segons el cas, una eleccié adient d’a pot

simplificar el calcul de la integral. En particular, una elecci6 for¢a habitual és a = —T'/2, que proporciona
2 /T/ 2 2mnt
an, = = f(t) cos dt, n=0,1,2,..., (28)
" T ) 72 T
2 (T/2 . 2mnt
b, = T/T/Zf(t)sm T dt, n=1,2,.... (29)

3 Convergencia. Teorema de Dirichlet. Fenomen de Gibbs

Ens preguntem ara fins a quin punt és valida la representacié d’una funcié per la seva serie de Fourier. En
els exemples que hem vist sembla que, agafant sumes parcials amb n cada vegada més gran, s’obtenen
aproximacions cada vegada més bones a f(¢). Cal esbrinar, pero, si aix0 sempre és cert, i aquest és el
problema de la convergencia de la série de Fourier.

Donada una funci6 f(t) continua a trossos, definim f(¢) com

oy = L0+ 102)

(30)
on f(t£) sén els limits de f per la dreta i ’esquerra de ¢, respectivament. Aquests limits existeixen en tots
els punts donat que f té, com a molt, un nombre finit de discontinuitats de salt en qualsevol interval finit.
De fet, en els punts on f és continua, la funcié f(¢) coincideix amb f(£), mentre que déna la mitjana dels
valors per la dreta i ’esquerra en els punts on f té una discontinuitat de salt; en aquests darrers punts, f (t)
té la mateixa discontinuitat de salt, perd amb el valor redefinit. Per exemple, si

f(t):{ ; sit <3,

sit > 3,
llavors
1 sit <3,
ft)y=< 4 sit=3,
7 sit > 3.

Amb aquesta definicié podem ja enunciar el teorema de convergencia de Dirichlet per a séries de Fourier,
que diu el segiient:
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Teorema de Dirichlet. Si f(¢) és una funcié periodica, continua a trossos, i tal que en cada
punt existeixen les derivades per la dreta i I’esquerra, llavors la serie de Fourier de f(¢) val en
tots els punts el mateix que la funcié f(t):

2mnt .
n by, si = f(t).
+ Z (a COS ——— + sin —— > f(t)

El que la suma infinita doni f s’ha d’entendre en el sentit de 1imit. Donat un punt qualsevol ¢, i un valor
e > 0, per petit que sigui, existeix un n (que, en general, depen de ¢ i d’¢) tal que la suma parcial SF;,(t)

n
a 2kt 2kt
SF,(t) = ?0 + E <ak cos — + by sin T>
k=1

estd a distancia menor que € de f(¢):
‘SFn(t) - f(t)( <e

Es diu que les sumes parcials de la serie de Fourier, i per extensio la serie de Fourier, convergeixen cap a
f@®).

El teorema de Dirichlet afirma per tant que, si es verifiquen les seves hipotesis (aix0 passa per a totes
les funcions que ens trobarem), llavors, per a n prou gran, la suma parcial representa acuradament la funcié
original, excepte en els puns de discontinuitat, on s’acosta al valor mitja dels valors per la dreta i I’esquerra.
Cal tenir en compte que les sumes parcials sén sumes finites de sinus i cosinus, i per tant sén funcions
continues.

Els resultats que hem obtingut en exemples concrets mostren, efectivament, el comportament anunciat
pel teorema de Dirichlet, pero en el cas de funcions discontinues, sembla que al voltant del punt de salt hi
hagi un pic que no disminueix en magnitud al augmentar n. Per exemple, les grafiques de SFy i SFy de
la Figura 2 mostren, abans i després del salt de la funci6 f(¢) en ¢t = 1, uns pics de la mateixa magnitud,
amb |’tnica diferencia que per n = 8 estan més a prop del punt de discontinuitat. Per veure si aixo és una
casualitat transitoria que potser desapareix per a n més gran, anem a estudiar sumes parcials amb molts més

termes per a la funcié
1 0<t<1/2,
f(t)_{ -1 1/2<t<1, 1)

estesa amb periode T' = 1.
Com que aquesta és una funcié antisimetrica, tots els coeficients a,, seran zero, i sols cal calcular els by,:

2mnt 1/2 !
by, = / f(t) inidt— 2/ (41) - sin 27nt dt+2/ (—1) - sin 27nt dt
0 1/2
V2o ! 1 1
20 — —cos2mnt| + —cos2mnt| = ——/ (cosmn — 1)+ —(cos2mn — cosn)
™m 0 ™m 1/2 ™m ™m
cos 2mn=1 2

= —(1 — .
— (1 — cosmn)

Com que

{ 1 n parell,
cos TN =
—1 n senar,
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Figura 5: La funci6 de (31) i les sumes parcials de la seva serie de Fourier amb n = 5 (en blau), n = 11 (en
vermell) 1 n = 20 (en ).

tindrem que

2 0 nparell,
m=:{4 P (32)
™ n n senar.
La serie de Fourier sera aixi
SE(f(t) = & }OO: L gin2mnt (33)
= — — Sl 27m™Nt.
T n

n=1,nsenar

Una manera compacta de sumar sobre els senars és canviar n per 2n+ 1isumarperan =0,1,2,3,....
Una forma alternativa, i més habitual, d’escriure la serie de Fourier d’aquesta funci6 sera

o0

SE(f0) ==Y
n=0

o S22+ 1)t (34)

Les sumes parcials d’aquesta serie peran = 5, n = 11 i n = 20 apareixen representades a la Figura
5 (aqui la n es refereix a la forma (33), incloent-hi els termes parells que sén nuls), i el detall al voltant de
t = 1/2 es pot veure a la Figura 6.

Es veu que, efectivament, el pic no disminueix, i sols s’apropa al punt de discontinuitat. Aixo sembla ser
contradictori amb el teorema de Dirichlet, que diu que 1’aproximacié millora quan n augmenta. Aquest fet,
aparentment contradictori, s’anomena fenomen de Gibbs. En realitat no hi ha cap contradiccid, i I’aparent
discordancga té a veure amb els detalls de que vol dir que les sumes parcials d’una seérie convergeixen a la
funcio. De fet, per a qualsevol ¢, és possible trobar n tal que la distancia entre SF'(f(¢)) i f(¢) en els punts
on és continua es tant petita com es vulgui, pero al augmentar n 1’aproximacié empitjora, transitdriament,
per a punts més propers a la discontinuitat. Una vegada ha passat el pic, I’aproximaci6 en el punt donat va
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Figura 6: Detall al voltant de ¢ = 1/2 de la funcié de (31) i les sumes parcials de la seva serie de Fourier
amb n = 5 (en blau), n = 11 (en vermell) i n = 20 (en ).

millorant a mesura que va augmentant n. Matematicament, es diu que les sumes parcials convergeixen a
£(t) puntualment perd no uniformement.

Es pot demostrar que quan n creix 1’alcada del pic (respecte a la base) s’acosta a un valor limit que és
aproximadament el 9% del valor del salt de la funcié. En el nostre cas el salt en els punts de discontinuitat
és de 2 unitats, i el 9% d’aix0 és 0.18. Mirant la suma amb n = 20 de la Figura 6, es veu que el pic esta a

algada 1.178 ~ 1 + 0.18.!

4 Forma complexa de la série de Fourier. Espectre d’un senyal periodic

Per analitzar amb més detall el contingut en freqiiencies d’una funcid, o senyal, emprant la nomenclatu-
ra de les telecomunicacions, i també per presentar la transformada discreta de Fourier, convé manipular
I’expressié que tenim de la SF'(f(t)) d’una funci6 i re-escriure-la en termes d’exponencials complexes.
Emprant

JA —jA

cosA = %, (35)
JA _ o—jA

sinA = % (36)

"En realitat el tant per u del valor del salt que déna I’alcada del pic és % foﬂ % dy — % ~ 0.0895.
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i re-agrupant termes hom té

a > 2mnt 2mnt
0 .
SF(f(t)) = 5 +; <ancos T + by, sin T>
ao o0 ej27¥bt + e_j27}nt b €j27¥Lt . e_j%
= 3+ ™ 2 n 2j
n=1
a [ an — jby 2mnt  ap + jb 2mnt
_ “0 n n j% n n _j21nt
7 T2 < 2 2 ° >
n=1
>0 - 27Tnt - 27Tnt
= e+ Y (e e ), (37)
n=1
on hem definit
ag
co = 5, (38)
— b
e = % n=1,2,..., (39)
i aon ¢, és el complex conjugat de c,,:
b
G, = M_ (40)
2
Si estenem I’index n a valors negatius mitjangant
C—p = Cn, (41
(per exemple, c_o = ¢2) podem re-escriure (37) com
>° -27Tnt = - 2mnt = - 27Tnt
SF(f(t) = co—l—cheJT+ Z cned T =co+ Z cned T,
n=1 n=—1 —o00, n#0
1, finalment,
= - 27nt
SFE(f(t) = cned T . (42)
—00

Els coeficients ¢, es calculen combinant les expressions per a a,, i b, (tenint en compte que no hem definit
bo pero que si posem n = 0 a I’expressio per a b,, dona zero):

1 1 [T 2 2
Cn = i(an —jbn) = T/o f(t) (cos 7;nt — jsin T) dt
1 [T o
- / F(H)e 7T dt. (43)
T 0

Aix0 permet calcular ¢q i ¢y, i els valors de c_,, s’obtenen prenent el complex conjugat del resultat per a c,,.
En la majoria de casos, encara que ens interessi la forma complexa de la serie de Fourier, surt més a
compte calcular els coeficients reals ay, i by, 1 després obtenir els ¢,, a partir dels primers, ja que emprant les
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propietats de simetria o antisimetria ens podem estalviar molts calculs. En alguns casos, pero, sobretot si
la funcié no té simetria ni antisimetria, és millor calcular directament els coeficients complexos. Sigui per
exemple

3 3
f(t)=Ae ™ +t€[0,Z), estesaamb periode T = ~. (44)
a a
Aquesta funci6 descriu la descarrega d’un sistema d’ordre 1 amb constant de temps 7 = 1/a, que deixem

evolucionar entre t = 0i¢ = 37 i que, d’alguna manera, tornem a re-carregar al seu valor inicial en ¢t = 37.
Tindrem

3/a onnm 3/a - oran mn
Cn = > Ae~ate 5 gt = aA/ e ot I g A/ a(1H%5" )ty

3/a Jo 3 Jo
— % —1 6—a(1+j2”T")t‘3/“ _ A 1 <€—3(1+J my 1)

3 a(1+5%") 0 314 %

A 1 -3 42 A -3 1
= 3w(6 grl-)=3(~-e )W
=1V n
Passant el complex a forma cartesiana s’obté finalment
3A(1 —e73) 2mn
Cn = 94 12 (1—y 3 ), n=-00,...,+00. (45)

La forma complexa de la serie de Fourier per a aquesta funcio és per tant

oo 3A 1 - -3 2 - 2mant
se) = 30 e T et (6)

A partir de la forma complexa es pot recuperar la forma real calculant els a,, i els b,,. De

en = “"% n=01,2,..., (47)
b
& = W%nzo,m,..., (48)

(el cas n = 0 es pot tractar conjuntament amb la resta degut a que by = 0) es té, sumant i restant

anp = cp+cCh, n=0,1,2,..., 49)
b = Jjlen—2¢n), n=1,2,... (50)
Aplicant aix0 a (45) s’obtenen
2 -3
ag = gA(l—e ), 51
6A(1 —e3)
an == m,nzl,Q,..., (52)
41 Al —e73
p, = TAQ—eTn 4, (53)

9 4 4d72n?
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Figura 7: La funcié f(t) = e~2! amb periode T = 3/2, i la suma parcial de la seva série de Fourier amb
n = 7 (en vermell).

1 la serie de Fourier real €s

o0

SE(f(t)) = %A(l —e )+ AZ L <6 cos 2”‘;7” + 47 sin 277;“) . (54)

9 + 472n2

Pel cas A = 11ia = 2, la funci6 i la seva suma parcial amb n = 7 apareixen representades sobre dos
periodes a la Figura 7.

A partir dels coeficients c,, d’una funcid periodica, o a partir dels a,, i by, es pot calcular I’espectre de la
mateixa, que és una representacié grafica de la importancia de les diferents freqiiencies que en formen part.
Definim I’espectre en amplitud com el conjunt de moduls dels coeficients c;,:

1
]cn]:vcnén:§m7 n=0,1,2,... (55)

El valor |c,,| és I’amplitud de "harmonic n-&sim, que ha haviem introduit, pero afectat per un factor 1/2.
El segiient resultat és molt important, ja que relaciona la integral del quadrat de la funcié amb la suma
dels quadrats dels moduls dels coeficients de Fourier complexos:

Teorema de Parseval. Si f(¢) és una funci6 periddica® amb periode 7 i ¢,, s6n els coeficients
de la seva serie de Fourier complexa, hom té

T +oo
;/0 Poyd=Y lef

n=—oo

“T que a més verifica certes condicions addicionals, per exemple les del teorema de Dirichlet.
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Com que |c_,| = |&,| = |cnl, la suma sobre els mdduls dels coeficients complexos es pot re-escriure
sumant sols sobre els index positius, i queda

1 [T =
T/o ) dt=cg+2> Jenl?, (56)
n=1

on hem emprat a més que ¢g = ag/2 és real. La integral de 1’esquerra de (56) representa, en les apli-
cacions, quelcom proporcional a la poténcia mitjana del senyal sobre un periode. El teorema de Parseval
indica per tant quina contribucié a la poténcia mitjana d’un senyal tenen els termes corresponents a cada
freqiiencia, o harmonic, v, = n/T, i la contribucio relativa de les diverses freqii¢ncies es pot veure mirant
la representacié dels |c, | en funcié de n.
Sigui per exemple la funcié
f(t) =sint, te€][0,1) (57)

amb periode T = 1, representada a la Figura 8(a). Els valors numerics dels seus coeficients de Fourier fins
an = 10, juntament amb els valors del |c, |, apareixen a la Taula 1. Excepte ay, els coeficients a,, sén molt

[(n I 0] [l 2] 3] 4] 5] 6] 7] 8 | °o] 10
a, | 0.9194 | 00239 | -0.0059 | -0.0026 | -0.0015 | -0.0009 | -0.0006 | -0.0005 | -0.0004 | -0.0003 | -0.0002
b 0 [ -0.2748 | 0.1348 | -0.0895 | -0.0671 | -0.0536 | -0.0447 | -0.0383 | -0.0335 | -0.0298 | -0.0268

2 0.4597 0.1379 0.0675 0.0448 0.0335 0.0268 0.0223 0.0191 0.0167 0.0149 0.0134

Taula 1: Espectre de f(¢) = sint, ¢ € [0,1) amb perfode 7" = 1.

més petits que els b,,. Aix0 és degut a que la funcid, tal com es pot veure a la grafica, és quasi antisimetrica
si es desplaca cap avall una certa quantitat. L’espectre apareix a la Figura 8(b), i es veu graficament que, a
banda de la contribuci6 del terme n = 0, o terme dc (aixo0 és terminologia agafada d’enginyeria electrica), el
primer harmonic o harmonic fonamental (n = 1) té una importancia quasi el doble que el segiient (n = 2),
mentre que a partir d’aqui la caiguda és més progressiva. Com que la contribucié a la poténcia mitjana
depeén del quadrat de I’espectre, aixo vol dir que ’harmonic fonamental contribueix quasi 4 vegades més
que el segiient. Cal tenir en compte pero que la major part de I’energia d’aquest senyal esta en el terme dc,
i que la suma de les contribucions dels harmonics superiors (n > 2) tampoc €s menyspreable.
La Figura 9(a) mostra la funcié
f(t) =sint, t€][0,6) (58)

amb periode 7" = 6. Aixo0 correspon quasi a la funcid sin ¢ amb el seu periode natural 7' = 27, i ’espectre,
Figura 9(b), reflecteix aquest fet. En primer lloc, |co| és practicament nul, ja que ag és molt petit, degut a
que la funcié és quasi antisimetrica (sense necessitat de desplacament). Més important, pero, €s el fet que
la funci6 és quasi un sinus pur; aixd es manifesta en el valor predominant del primer harmonic |cq|.

De fet, si representeu la funcié obtinguda amb el primer harmonic,

2 -1t 2w -1-¢
fi(t) = aj cos oot + b1 sin oot
6 6
(amb els valors a; = —0.1374, b; = 1.0094), s’obté la grafica (en vermell) de la Figura 10, que déna una
molt bona aproximacié a f(t) (en blau).
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Figura 8: La funci6 f(t) = sint, ¢t € [0, 1) amb periode 7" = 1, i el seu espectre.

©
5

(a) (b)

Figura 9: La funcié f(t) = sint, t € [0,6) amb periode T = 6, i el seu espectre.

En general, I’espectre d’una funcié periddica és infinit, és a dir, no hi ha un M tal que |c,| = 0 per a tot
n > M. Els senyals tals que els passa aix0 son molt especials, i s’anomenen de banda limitada. De fet,
els Unics senyals periodics que sén exactament de banda limitada s6n aquells que s6n una combinacié lineal
d’un nombre finit de sinus i cosinus (amb periodes commensurables), repetida amb el periode natural del
senyal total. En aquest cas, a més, calcular els coeficients de Fourier és una tasca elemental, sense necessitat
d’integrar. Sigui per exemple

2
f(t) :3sint+40032t—28in§t (59)
que té periode 7' = 67 (les funcions que hi apareixen tenen periodes 27, 7 i 37, respectivament), i que

apareix representada a la Figura 11.
Com que el senyal té periode 67, la seva serie de Fourier sera de la forma

. 2mnt a > nt
SF(f(t) +Z<ancos + b, sin —— o )z;—f—Z(ancos 3 + b, s1n3>.

n=1
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Figura 10: La funcié f(t) = sint, t € [0,6) amb periode T = 6 (en blau), i el seu primer harmonic (en
vermell).

Comparant amb (59) hom veu immediatament que els tinics coeficients de Fourier no nuls s6n
bo=—2, b3=3, ag=4.

Per tant podem escollir M = 6 en la definici6 de senyal de banda limitada ja que tots els a,, i b, (i per tant
els |¢p|) sén nuls per an > 6.

Encara que els tnics senyals de banda limitada sén els que hem descrit, a la practica hi ha molts senyals
que sén “quasi” de banda limitada, €s a dir, que existeix un M tal que per an > M els valors de a,, i b, s6n
menyspreables.

En I’extrem contrari, hi ha funcions que sén absolutament de banda no limitada, i que tenen coeficients
grans per a valors d’n tant grans com es vulgui. Aixo és degut a que la funcié ha de representar oscillacions
de freqiiencia arbitrariament alta, tal com passa amb el senyal de tipus chirp (xerroteig) definida per

f)=sinZ, te(-11), (60)

amb perfode T = 2 i que apareix representat, en un periode, a la Figura 12.2

La Figura 13 mostra els primers 500 punts de I’espectre de la funci6 chirp, calculats numericament (per
a valors de n grans, els valors no s6n massa fiables, degut a que les fortes oscillacions fan que el metode
numeric que avalua les integrals que proporcionen els coeficients sigui poc precis, pero la tendencia general
si que és correcta). El fet que els coeficients no decaiguin de manera monotona es manté per més punts de
I’espectre que es calculin.

Hom no pot aspirar a representar aquest senyal arbitrariament a la vora de ¢ = 0 mitjancant cap suma
parcial de la serie de Fourier, donat que els termes que es deixen fora sén importants per més gran que
s’agafin. Llunydet = O (entre t = —1i¢ = 1), on la funci6 varia suaument, si que és possible, en principi,
truncar la serie i obtenir una bona representacid, pero llavors entra en joc el fet que els coeficients per a n

’Hi ha moltes classes de funcions tipus chirp, amb grafiques semblants a aquesta, i que s’utilitzen en processat de senyal i
d’imatge, i també en tecnologia de radar.
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Figura 11: Una funci6 de banda limitada amb periode 1" = 67.

gran tenen un error de calcul considerable, i aixo0 introdueix oscillacions que, lluny de ¢ = 0, no hi s6n. De
fet, amb la funci6 chirp que hem considerat (i amb el metode de calcul dels coeficients que s’ha utilitzat),
no té sentit anar més enlla de n = 6. La Figura 14 mostra SFg(f(¢)), i es pot veure que la representacié és
acceptable lluny de ¢ = 0, i totalment desencaminada a la vora de ¢ = 0.

5 (Opcional) La transformada discreta de Fourier. Mostratge de senyals.
Teorema de Nyquist. FFT
Donats N nombres reals o complexos xg, 1, Z2....,ZN—2, TN—1, fepresentats de manera compacta com

{xk}k:g“,,, N_1, la seva transformada discreta de Fourier (DFT — Discrete Fourier Transform), és el con-
junt de N quantitats

N-1
- 2mhl
Xp=) e N, k=0,...,N-1 (61)
=0
Terme a terme aixo és
Xo = zo+x1+ - +TN_2+2TN_1,
_om _ 2m(N=2) _ 2m(N-1)
X1 = zot+e!Nay+---+e TN ayot+te T N xy_g,
_2m(N-2) _2m(N-2)(N—2) _2m(N—-1)(N—2)
Xn—2 = a0+e? N a1 4--+e N TN_—2+e N TN-1,
_2m(N-1) _2m(N=2)(N—1) _2m(N—=1)(N—1)
Xy_1 = zo+e T VN oz +---+e? N TN_g+e’ N TN-1- (62)

Per expressar la relaci6 entre les quantitats originals i les transformades escriurem

{21} B (X3} (63)
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Figura 12: Un senyal chirp, amb oscillacions de freqiiencia no fitada al voltant de £ = 0.

Les quantitats X, que en general sén complexes encara que les xy siguin reals, contenen la mateixa
informacié que les quantitats originals, i de fet és possible recuperar les x; a partir de les X;. En efecte,
hom té que

N-1
1 2kl
:Ek:NElO:eJN X;,, k=0,...,N—1. (64)

Aquesta operaci6, que passa de les {Xj}r—o, . ~—1 ales {x}}r=0, . n—1, sS"anomena transformada
discreta de Fourier inversa (iDFT). Per veure que (64) és certa substituim (61) a (64):

N-1 N-1 N-1 N-1 /N—-1
1 jQTrle 1 j2mkl _j2mml 1 j2mll—m) 65)
T = — el N = — el N e )N x,=— Z Z e N T
b N ! N m N m
1=0 1=0 m=0 m=0 \ I=0
Anem ara a calcular
N-1
27l (k—m)
Ryn=) ¢ % (66)
=0

Aix0 és la suma dels N primers termes (contant I’1) d’una serie geometrica

N—-1
SN:Zal:1—|—a+a2—|—...+aN72—|—aN71, (67)
=0

amb a, la ra6 de la serie geometrica, donada per

.27 (k—m)

a=e " . (68)
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Figura 13: Espectre (aproximat) del senyal chirp.

Suma parcial d’una serie geometrica. La suma (67) dels N primers termes d’una série
geometrica de rad a val
N sia=1,

—aN .
llj‘a sia # 1.

Sy =

Si a = 1 el resultat és evident. Per a a # 1, la demostracié es basa en escriure Sy de dues maneres
diferents:

N
SNy1 = Zak = Sy +a",

k=0
N N N N-1

Snt1 = Zakzl—i-Zak:l—i-aZak’l:1+a2ak:1+aSN,
k=0 k=1 k=1 k=0

d’on

Sy +a” =1+ aSy,
i aillant Sy s’obté el resultat desitjat. Amb la forma d’a donada per (68), sols és possible a = 1 si k = m
(si ki m diferissin en N també donaria 1, pero aixo és impossible ja que k i m estan entre 01 NV — 1). Si
a # 1, és a dir, si k # m, tindrem

1— 3N L (k)
ka = 2w (r—k) = 2w (r—k) °
1—-¢e~ 1—-¢e™~

Perd i k sén enters, i per tant 27 (r — k) és un nombre enter de voltes, de manera que e’ 2m(r—k) = 14 per
tant Ry, = 0 si k # m. Hem arribat per tant a que

" _Nzljzwu;—m_ N sik=m, )
b "L 0 sik#m.



Equacions Diferencials - Enginyeria Industrial - EPSEVG 25

15

-15 L L L L L L I I I
-1

Figura 14: El senyal chirp (blau) i la suma parcial amb n = 6 de la seva serie de Fourier (vermell).

Emprant aixo i tornant a (65) resulta

| Mol N-1 i 1 N-
xk—NZ<Ze N ):L"m NZN5kmmm—wk,
m=0 =0
on g, €s la delta de Kronecker, definida per

1 sik=m,
5m_{0s%#m. (70)

La relaci6é (61) es pot re-escriure en notacié matricial en termes dels vectors columna x i X, amb
components x i Xy, respectivament. Definint

f=ew, (71)
hom té que (61) és
Xo 1 1 1 1 1 o
= Lr N A 7
2 A 5 5 E . @
XN o 1 fN-2 p2N-2) . f(N-2)(N-2) f(N-1)(N-2) -
XN-1 1 fN-1 p2N-h L (V=N p(N-1(N-D) .
o, de manera cornpacta,

on F és la matriu N x N que té a la fila k, columna [ el valor f(+~D(=1),
La segiient propietat pot emprar-se per reduir el nombre de calculs independents d’una DFT, i a més €s
important de cara a la interpretacio dels resultats.
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Simetria de la DFT. Sigui N parell i siguin X}, els termes d’una DFT amb N punts. Llavors

2

Xy ,=Xun,,

peratotr:1,2,...,%—l.

Per tant els termes de la DFT tenen una simetria respecte a la posicié central, comengant amb Xy | =
2

X~ 1 i anant baixant fins a X; = X_1. La demostracié és molt simple:
2

N-1 (N N-1 N-1
2n(H—r)k omkr omkr
—g— —imk T ik
Xy _, = e )TN = zpe! N eI = E zpe!l N el
2
N-1 '2W(%+T)k) _
= ajkej N :X%-‘r?”’

donat que els x son reals.
La seérie de Fourier d’una funcié periodica f(t) permet fer-ne I’analisi espectral. Hom pot preguntar-se
el segiient:

1. Siel senyal f(¢) té un origen experimental i no coneixem I’expressi6 analitica de f(¢) necessaria per
calcular les integrals que proporcionen els coeficients, com fem 1’analisi espectral?

2. A la practica, quin és I’origen dels senyals en temps discret {xy }?

Les dues preguntes es poden respondre simultaniament si pensem que les quantitats zj, son els valors de
f(t) en instants de temps donats. Aix0 és el que s’anomena mostratge de senyals. Per ser més especifics,
en un periode 7" de f(t) escollirem N punts equidistants

T
lk=0+k—, k=0,1,...,N—1, (74)
N
i llavors
xp = f(ty), k=0,1,...,N—1. (75)
Si posem
T
A= 76
N (76)
podrem re-escriure (75) com
xp = f(kA), k=0,1,...,N—1. a7

El nostre objectiu €s esbrinar si hi ha alguna relaci6 entre els coeficients de Fourier de f(¢) i els coefici-
ents de la DFT de {z}. A partir de la serie de Fourier complexa de f(¢) (la igualem a f(t), entenent que la
igualtat és en el sentit establert pel teorema de Dirichlet)

—+00

f(t): Z Ck€j27rkt/T, (78)

k=—o00
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tindrem
+00 4 +00 '
xl — f(lA) — Z Cke_jQﬂ'klA/T — Z CkeJQﬂ'kl/N’ (79)
k=—o00 k=—oc0

on hem emprat la relaci6 entre A, T'1 N donada per (76). Tot seguit substituim aquests valors a I’expressio
per a la DFT:

N-1 N-1 400 N—-1 +oo
X, = Z xleijWkl/N _ Z efj27rkl/N Z Crej27rrl/N _ Z Z €j27r(7“7k)l/NCT
=0 =0 r=-—00 =0 r=—o00
400 N-1
_ Z Z ej27r(r—k)l/N cr. (80)
r=—o0 \[=0

La suma sobre [ €s identica a ’expressio (69) de la demostracié de la férmula de la iDFT, pero amb la
diferéncia que aqui r pot ser qualsevol valor enter, i no sols un valor entre 0 i N — 1. Per tant
- N sir=k+mN,amb Isevol

Z 2 (r—k)l/N _ sirT = k + mJNN, amb m un enter qualsevol, @1

0 altrament.
1=0

Emprant aquest resultat, la suma sobre tots els enters r es transforma en una suma sobre tots els enters  que
son de la forma r = k + mN, m enter, i queda

+oo
Xp=N Z ChtmN s (82)
m=—o00
0, desenvolupant la suma infinita
Xy = N(...+ 3N+ Ch—oN + Ch—N + Ck + Ck+N + CktoN + Ckysn +...)
= Ncp+ N (...+ k3N + Ch—aoN + Ck—N + Ck+N + ChyonN + Chisn +...). (83)

Per tant hi ha una relaci6 entre els ¢, 1 els Xy, pero no és la que possiblement esperavem. Xy és IV vegades
¢, més una serie infinita d’altres coeficients, tots amb index separat de k£ per un nombre enter de N posicions.
Els termes que apareixen de més a I’expressio per a X, s’anomenen suplantadors o alies de ¢y, i el resultat
que hem obtingut s’anomena teorema de la suplantacié o de I’aliasing.

Com que no hi ha una relacié de u a u entre les ¢y, i els X}, cosa que era d’esperar donat que hi ha infinits
¢k perd sols N valors Xy, no és possible recuperar I’espectre |cx| d’un senyal periddic fent-ne la DFT d’un
mostratge. Si que €s possible, en canvi, obtenir els coeficients X de qualsevol DFT si es coneixen els ¢y,
pero aixo té un intereés més académic que no pas practic. L'Unic cas que es possible invertir la relacié és
quan el senyal és de banda limitada, i aixd déna lloc a un resultat molt important, conegut com a teorema de
I’interval, o del mostratge, de Nyquist:
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Teorema de I’interval de Nyquist. Sigui f(¢) un senyal periodic de periode 7" i de banda
limitada, de manera que la freqiiencia maxima del seu espectre és

M

Vmax = T

Llavors és possible recuperar el senyal f(¢) amb un mostratge amb N punts en un periode, per
a qualsevol N tal que

N > 2M (condicié de Nyquist).

Quan un mostratge no satisfa la condicié de Nyquist es diu que presenta aliasing.
Es pot demostrar que si es satisfa la condici6é de Nyquist, els coeficients de la DFT dels z;, del mostratge
permeten calcular els coeficients ¢ de la serie de Fourier de f(¢) mitjangant

1 N
Cr. = NXk;, peraO < k < 5, (84)
1 N
C_N+k = NX]C, per a 5 <k < N —1. (85)

Cal notar que si f(t) és de banda limitada sols t¢ un nombre finit de termes a la seva série de Fourier i
per tant, amb un mostratge amb prou de punts es poden calcular, segons aquest resultat, tots els coeficients
¢y, (iels ay i by), 1 és possible llavors reconstruir el senyal.

La freqiiencia
2M

UNy = T = 2Vmax (86)

s’anomena freqiiencia de Nyquist. De manera compacta, es diu que per recuperar un senyal de banda
limitada cal fer un mostratge amb més de dos punts per periode de I’harmonic més gran present en el senyal,
0 amb una freqiiencia més del doble que la maxima del senyal.

Per exemple, sigui el senyal de la Figura 15, amb periode 1" = 4m, del qual ens diuen a més que és de
banda limitada, amb un contingut espectral per sota de 4 Hz (aixd podem saber-ho, per exemple, perque el
senyal ha passat per un filtre passa-baixos que no permet freqiiéncies superiors).

La freqiiencia de Nyquist del senyal sera no més gran que 2 - 4 = 8 Hz. De la relaci6

4 > Vmax — %
- a7
traiem M < 167 ~ 50.2, i si volem obtenir 1’expressié analitica del senyal amb un mostratge, ens hem
d’assegurar utilitzant almenys N > 2 - M punts. EIl valor parell de N més petit que és segur amb la
informacié que tenim és N = 102 (si volem un valor que sigui poténcia de 2 caldra anar fins a N = 128).
Els punts mostrejats (sobre un periode) apareixen a la Figura 16.
La DFT d’aquest mostratge dona I’espectre de la Figura 17. Els valors no nuls estanenn = 1, n = §,
n =12, n = 201 n = 24, a més dels simetrics per a n > 51, que no aporten nova informacidé. Aquests
valors corresponen a freqiiencies n/(47), ja que el periode de mostratge ha estat 4.
La Taula 2 mostra els valors dels X,,, dividits ja per N = 102, corresponents a aquests n, juntament
amb les freqiiencies associades. La freqiiencia maxima, 24/(47) ~ 1.91 Hz, esta ben per sota dels 4 Hz, i
aix0 és normalment una indicacié de que la informacié inicial era correcta.
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Figura 15: Un senyal de banda limitada per sota 4 Hz i periode T' = 4.

n 1 8 12 20 24
1 8 12 20 24
Un 47 47 47 47 47

X,/102 0.5 0.25 0.25 —-0.55 04

Taula 2: Valors dels X, corresponents als valors no nuls de la Figura 17.

Emprant (84) tindrem que els coeficients c,, no nuls de la serie de Fourier, amb n > 0, seran

cl = X1/102:0.5,

s = Xg/102 = 0.27,
ci2 = Xj2/102 =0.25,
c0 = Xo0/102 = —0.54,

Coqg = X24/1O2:O.4,
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Figura 16: Mostratge amb N = 102 punts en un periode [0, 47) del senyal de la Figura 15.

i amb (49) 1 (50) podrem calcular ara els coeficients reals

a=c+ca=1, bh=jla—-ac)=0,
ag =cg+cg=0 , by =j(cg— ) =—04,
aiz =cig+¢12=0.5 , b =j(c12 —¢12) =0,
ago =c20+ 0 =0 , bz =j(co —C20)=1,
agq = 24+ Coa = 0.8 ,  bay = j(coa — C24) = 0.
Amb aquests valors podem ja reconstruir el senyal, que sera
27 -1-t 27 -8 -1 212 -t 2720 -1 2724 -t
f(t) = 1-cos T — 0.4 -sin 2~ $0.5 cos =0 sin T 0.8 cos T
T T 4 7 47

= cos % — 0.4 sin 4t + 0.5 cos 6t + sin 10t 4 0.8 cos 12¢,

i que es correspon exactament amb la funci6 de la Figura 15.

El cilcul de la DFT per a N gran (en aplicacions no massa espectaculars N pot ser de ’ordre de 10°)
€s forga costds des del punt de vista computacional. Cada terme de la DFT requereix /N multiplicacions
de nombres complexos, i el calcul d’'una DFT complerta implica per tant N2 multiplicacions. Cooley i
Tukey van crear el 1965 un algorisme que calcula la DFT (si NV és una potencia de 2) de manera recurrent
i que sols necessita %N logy N productes. Aquest algorisme s’anomena FFT (Fast Fourier Transform),
i tant la versi6 original com les desenvolupades posteriorment per casos quan N no €s una poteéncia de 2
s’utilitzen industrialment i en tecnologies de la informaci6 i les telecomunicacions per a processar immenses
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Figura 17: Espectre del senyal discret de la Figura 16.

quantitats de dades en temps real. Per exemple, si N = 10°, I’algorisme DFT que hem presentat, donat per
la multiplicacié matricial (73), requereix 101 multiplicacions, mentre que la FFT original de Cooley i Tukey
sols en necessita

1
5-105.1og2105:5-104-5.1og210z8.3.105

és a dir un guany d’un factor de més de 10%. Aixd vol dir que si un ordinador fa el calcul de la FFT en un
segon, per fer el mateix calcul amb la DFT li caldria unes 3 hores!

Amb un processador Intel Core2 Duo T7500 @2.20 GHz, fer la DFT de 103 punts amb MATLAB mit-
jancant la multiplicacié matricial costa una mica menys de mig segon, mentre que tarda menys de 0.0005
segons emprant la FFT que MATLAB mateix té implementada.’

3 Aixd sén temps de rellotge, i pot incloure el temps dedicat a altres processos que estiguin corrent a la CPU.



