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Teoria cualitativa de EDs
@ Regresamos a la ley de enfriamiento de Newton, que se escribe

mediante la primera ecuacién diferencial (ED) que vimos en el curso:

W)~ (Ta— ),

donde u(t) es la temperatura de un cuerpo inmerso en un ambiente con

temperatura Ta, y a > 0 representa la tasa de enfriamiento.

e Esta ED admite la solucién u(t) = T4+ ¢ exp(—at), donde
C = U(O) - TA.

@ Hemos visto que:

e A menudo, las EDs no se pueden resolver de manera exacta.

o Existen métodos numéricos que nos permiten hallar soluciones
aproximadas de las EDs; e.g., el método de Euler, que se basa en una
linealizacién de las soluciones:

U =f(u) = upy1=up+ hf(u,), h<1, uy=u(0).
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Teoria cualitativa de EDs

@ Un enfoque muy til es concentrarse en describir cudl va a ser el
estado final del sistema dadas unas condiciones iniciales. En el caso
de la ley de enfriamiento de Newton sabemos que, sea cual sea la
condicién inicial u(0), la temperatura va a tender al valor constante Ta:

lim u(t) = Ta+ (u(0) — Ta) exp(—at) = Ta.
t—-+oo

@ Podiamos haber estudiado directamente el punto de equilibrio para
dU(t) — T t .

g = a(Ta—u(t)):
flu)y=a(Ta—u)=0u=Ta:=u"
Ademds, f'(u) = —a < 0. Aplicando Taylor a un valor cercano u* +¢,

Fu* +€) = F(u") + e F(u*) + O(e3) ~= e F(u*).

Asi pues, si € es suficientemente pequefio, f(u* + €) ~ —e «r, que nos
informa de que todo lo que estd alrededor de u* tiende a u*: el punto
u* se llama atractor (si « fuera negativo, seria repulsor).
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Teoria cualitativa y sistemas dindmicos

@ La teoria cualitativa de EDs vy, en general, los sistemas dindmicos, se
centra en los objetos invariantes del sistema: puntos de equilibrio,
soluciones periddicas,. .. que atraen a las demas drbitas.

@ Un sistema dindmico es un proceso donde cada estado depende de los
estados anteriores.!

@ Los sistemas dindmicos se clasifican en:

o Continuos (SDC): Ecuaciones diferenciales o sistemas de ecuaciones

diferenciales.
e Discretos (SDD): xp+1 = f(xn), a partir de xo conocido. Los métodos
numéricos para EDs, por ejemplo, suelen ser SDD.

!Se trata de una definicién no rigurosa.
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Los sistemas dinamicos en este curso

@ Ley de enfriamiento de Newton.
@ Trazado de una curva sobre una superficie con una pendiente
determinada (RampUp.mlx).

@ Transmisién de calor en un edificio (ver
S2-ActividadB12-Ejemplo-TransmisionCalor.pdf).

T1| T | T,

dT

P

@ Resolucién numérica de la ecuacién del calor al avanzar en el tiempo
(ActividadB1.3).

a1 (Tl— T)—l—Oéz (Tz— T).
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Sistemas dinamicos y atractores
La ecuacién logistica (SDD)

xe41 = rxe (1 —xt), xo € [0,1]
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Sistemas dinamicos y atractores

Sistemas dindmicos continuos: puntos de equilibrio

Xy

{x{(t) = ax(t) — Bx(t),
x(t) = Bx(t) +ax(t),

(5 20) =(5 %) =9 %)

a<0, BeER, A1 >0, A2 >0
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Sistemas dinamicos y atractores

Sistemas dindmicos continuos: drbitas periddicas

Ecuacién de van der Pol (Philips, 1920)

=0
-1
2
Circuito eléctrico con un diodo tunel. z
/ 3 g
{X :H(y_X+X/3), 4 3 2 1 1? 1 2 3 4
;L :
y'o==x/u

Ciclo limite (Srbita periddica) de la ecuacién de

x = x(t), y = y(t), p pardmetro. van der Pol.
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Sistemas dinamico y atractores

Dependencia sensible a las condiciones iniciales y caos

Ecuacion logistica: xer1 = rxe (1 — xt) Modelo de Lorenz y Fetter (1963) de

conveccién atmosférica.

x' =o(y — x),
y =px—y-—x,
Z' = —-Bz+xy,

http://sites.saintmarys.edu/ sbroad/example- con o = 10, p= 28, ﬂ = 8/3

logistic-cobweb.html Z—\
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R
Estabilidad

Puntos de equilibrio en el plano

/

y' =g(xy),

La matriz diferencial (ver apuntes S1, diapositiva 28) o jacobiana

{ X' =f(x,y),

of  Of
_ ox 0
J=| 9 o
ox Oy

contiene la informacién para determinar la tipologia y la estabilidad de los
puntos de equilibrio (f(x*,y*) = g(x*,y*) = 0). En el caso lineal, la
matriz diferencial coincide con la matriz del sistema.
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N
Estabilidad

Puntos de equilibrio en el plano

Sea 7 la traza de J en el punto de equilibrio y A el determinante.

_of  Og A_@f(‘)g of 0g

T ox + dy (x* %) Ox 0y Oy Ox (x*
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