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Clasificacion de sistemas lineales

Ax =b,
donde A € Mpxpn, x €ER", b€ R™, m,n € N. (m ecuaciones, n variables).

e Compatible. rgA = rg(A|b).
e Solucién tnica (determinado). rgA = rg(A|b) = n.
o Infinitas soluciones (indeterminado, k grados de libertad).
rgA = rg(A|b) = n — k.

e Incompatible. rgA # rg(A|b).
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Clasificacién de sistemas lineales: ejemplos |

e Compatible. rgA = rg(A|b).
e Solucién tnica (determinado). rgA = rg(A|b) = n.

m=3,n=2rgA=rg(Alb) =2=n;

X1:7/3, X2:1/9.
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Clasificacion de sistemas lineales: ejemplos Il

o Infinitas soluciones (indeterminado, k grados de libertad).

2 35 TN _ (5
-1 3 4 2] \3
X3
m=2,n=23,rgA=rg(Alb)=2=n—-1(1d.o.f),

X1:2/3—X3/3, X2:11/9—13/9X3, X3 = X3.
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Clasificacion de sistemas lineales: ejemplos Ill

@ Incompatible. rgA # rg(A|b).
2 3 N 5
-1 3 < . > = 2
1 6 2 3
m=3, n=23,rgA=2#rg(Alb) = 3.

Realmente, ;jdebemos descartarlos?

Aparecen de manera muy natural en las aplicaciones (por ejemplo,
cuando tenemos muchos datos); normalmente, se resuelven por el
método de los minimos cuadrados (Least Squares Method, LSM).
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Matrices de grandes dimensiones

Por ejemplo, en célculo de estructuras (estructuras reticulares, celosias).
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Ejemplo: matrices de rigidez, una simple barra en 2D

La matriz de rigidez (local) K se construye a partir de
propiedades fisico-geométricas de las barras: E (el médulo de
Young), I (el momento de inercia), A (el drea de la seccién

transversal) y L (la longitud).
Los desplazamientos en x; e y; y la rotacion 6; que sufre el nodo i bajo la

accién de las cargas f (fuerzas y momentos) son las soluciones de un
sistema lineal “local” (6x6) simétrico: f = K uj,

EA 0 0 —EA 0 0
i L L
12E1 6EI —12E1 6EI
f, 0 3 2 0 3 2
i L L L L 1
6EI 4E1 —6E| 2E1 4t
m 0 12 L 0 12 L 61
= - o
f. —EA 0 0 EA 0 0
. L L y2
f. 0 —12E1] —6E|I 0 12E1 —6EI 92
2 13 12 3 12
myp 6EI 2E1 —6EI 4EI
0 L2 L 0 L2 L
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Ejemplo: matrices de rigidez, una pértico plano

Denotamos por K"* el global (via rotacién) matriz de rigidez de la barra
que une los nodos r y s; entonces, la matriz de rigidez de la estructura
entera es una matriz (15 x 15).
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Ejemplo: matrices de rigidez

Denotamos por K™* el global (via rotacién) matriz de rigidez de la barra

que une los nodos r y s; entonces, la matriz de rigidez de la estructura
entera es una matriz (15 x 15).

KO

I
o

En general, se necesita resolver un sistema lineal (3n) x (3n) f = K° 7,

1,2
Kl,’2 0
3 2,4 2,3
Kii + Ky Kis
2,3 2,3 3,4
Koh Ky, + Kin

0

0
4.5 4.5
+Kx Kok
4.5
Ky’

donde n es el nimero de nodos. Por lo tanto, para valores de n elevados,
la eleccidon de un método numérico apropiado es crucial.

La dimensién puede reducirse ligeramente segtin el nimero de empotramientos y voladizos.
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Resolucidon numérica de sistemas lineales |

Nos gustaria resolver Ax = b, donde x contiene las incégnitas y Ay b son

datos conocidos. Suponemos que A es una matriz cuadrada y el sistema se
escribe como:

a1 a2 ... din X1 b1

a1 da»2 ... don X2 b2
A= . . . X = : b=

anl an2 ... apn Xp bn

Resolucién de Ax = b para valores de n elevados?

Los métodos mas ltiles consisten en factorizar la matriz A como el
producto de dos matrices que poseen ciertas propiedades deseables:

Toni G. (MAT-UPC) B1-S2-Algebra Lineal Numérica 15/09-06/10/2020 10 / 20



Resolucion numérica de sistemas lineales |l

@ el método LU se basa en descomponer A = L U, siendo L una matriz
triangular inferior y U una matriz triangular superior. Este método se
fundamenta en el proceso de eliminacién de Gauss.

hi 0 ... O

U]_]_ U12 PP u]_n
T 0 uppp ... U

[ | Pt k2 0 ; U— . 2n
0 : P

S T /% R 0 0 ... unn
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Resolucion numérica de sistemas lineales [l1

@ el método QR se basa en descomponer A= @ R, siendo Q una
matriz ortogonal y R una matriz triangular superior. Este método se
fundamenta en el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

ni nz ... Nnnp

0 oo ... ro
Q=14 R= "

0 0 ... rmm
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R
Método LU

El método LU se basa en descomponer A = L U, donde L es una matriz
triangular inferior y U una matriz triangular superior.

De manera general, se descompone como
PA=LU, P (matriz permutacidn),

para permitir la permutacién de filas de A y asi usar el maximo pivote en
cada paso, lo que da estabilidad numérica. En estas notas, consideramos
P = Id. Ver http://en.wikipedia.org/wiki/LU_decomposition para mds informacién.

Veamos un ejemplo, primero en esta exposicidn, y después en Matlab.
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Algoritmo de Doolittle (secundario) |

Creamos una sucesién de matrices A tal que:

AN = [, A con AQ = A

1 0
1
L, =
In+1,n

0 IN,n 1

An=1)
con lin:=——"gparai=n+1,..., N

an,n

Después de N — 1 pasos,

U:=AN"Y g triangular superior y
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Algoritmo de Doolittle (secundario) Il

1 1 . . .
L:=L;"...LyZ, es triangular inferior.

En particular,

1 0
—h
1
[ —
_In+1,n
1
—In1 —In,n —Innv-1 1

. —1 . , .
Claramente, es necesario que af,'f,, ) # 0 en cada paso. Si no, se podrian permutar filas y

obtener una descomposicion P A = L U, donde P es una matriz de permutacidn.

Ejemplo:
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Ventajas de la descomposicion A =L U

Supongamos que A es una matriz cuadrada n x n.

@ La resoluciéon de un sistema lineal Ax = b se reduce a la resoluciéon de
2 sistemas triangulares; cada uno de ellos se resuelve por substitucién
y requiere solo O(n?) operaciones en punto flotante:
o Paso 1: Resolver Ly = b.

e Paso 2: Resolver Ux = y.
e Conclusién: Como Ax = LUx = Ly = b, entonces x es el solucién.

e Eficiencia computacional: Teniendo en cuenta la decomposicién LU y
la resolucién de los dos sistemas lineales triangulares, el proceso
completo requiere 2 n?/3 operaciones en punto flotante.

n
det A =det U = H uji.
=1
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Ventajas de la descomposicion A = L U (secundarias)

@ Para calcular A™!, la matriz inversa de A, resolvemos n sistemas Ax; = ¢;, donde
e; es el vector unitario con un 1 en la posicién i-ésima. Observar que los n
sistemas comparten matriz, A, asi que solo se precisa 1 sola descomposicién LU.

@ Si A es una matriz simétrica, es posible escoger U como la traspuesta conjugada
de L, de manera que
A=LL" (decomposicién de Cholesky).
La decomposicién de Cholesky siempre existe y es tnica. Por ejemplo, las matrices
de rigidez son simétricas.

@ Para grandes matrices dispersas se han desarrollado algoritmos de factorizacién.
La idea es tener en cuenta la estructura dispersa L y U de antemamo y calcular
solo los términos no nulos. Como regla de oro, el coste de computacién viene
determinado por el niimero de a; no nulos.
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Vectores y valores propios

Dada una matriz A € My, »(R), un vector v € R” se llama vector propio
(eigenvector) de A si
Av=JAv,

para algun valor A € R.
A ) se le denomina valor propio (eigenvalue) asociado a v.

Propiedades:

@ Un matriz A puede tener, a lo maximo, n vectores propios y n valores
propios. Se calculan a partir del polinomio caracteristico de A,
pa(x) := A — xId; en concreto, son las soluciones de

det (pa(x)) = 0.
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Vectores y valores propios (secundario)

@ En el caso en que A tiene n valores propios reales y diagonaliza, admite una
descomposicion
—1
A=VDV™",
donde la j-ésima columna de V es el i-és vector propio (para i =1,...,n)y D es
una matriz diagonal tal que dj; es el i-ésimo valor propio de A.

@ Un algoritmo numérico para encontrar el valor propio con el maximo valor absoluto
(sea A1) es el método de la potencia:

Ab ) o .
Tomando by = HAb:H a partir de un vector inicial by, el cociente
bl Abk
T BT by

converge a Ai.
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