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10 Corbes

Coneixements previs

En aquesta llicé es suposen conegudes

e les funcions reals d’una variable, aixi com la seva representacié grafica. En par-
ticular, es fara 1s dels conceptes de limit, continuitat, asimptota, derivada i integral
per a funcions reals d’una variable.

e També es suposa conegut ’espai vectorial euclidia. En particular, es fara as dels
conceptes de producte escalar i producte vectorial entre vectors, distancia i angle
entre vectors i norma d’un vector.

NOTA: L’existéncia de les actuals calculadores grafiques i programes d’ordinador que
permeten bones representacions grafiques, condiciona 'enfocament que s’ha donat a alguns
temes com la representacio grafica de funcions i corbes, i suposa que el lector no és alié a
I'as d’aquests instruments.

Introduccid

Des de la forma que pren una corda penjada dels seus extrems fins al moviment d’un
planeta a l’espai, passant per la resposta del cervell d’una persona a un estimul extern o
la llei de 'oferta i la demanda, existeixen tota mena de fenomens lligats a les activitats
tecnologiques o a les ciéncies, ja sigui de la naturalesa, humanes o socials, que s’estudien a
partir de models donats per corbes.

Aquesta lli¢o tracta, precisament, de I'estudi de les corbes i de la manera com les matema-
tiques ens permeten obtenir informaci6 sobre els fenomens que modelen mitjancant corbes.
En topografia d’obres, per exemple, les corbes d’R? tenen gran importancia pel tracat de
tota mena de vies i conduccions. El concepte de curvatura en un punt, que tothom intueix,
ens indica “quant” es separa la corba de la recta tangent en aquest punt. Per tant, una
recta té curvatura 0 en tots els punts. Veurem que en tots els punts d’'una circumferéncia
de radi R, la curvatura és la mateixa, 1/R, creix al disminuir el radi. Aixi, una recta
també la podem entendre com una circumferéncia de radi infinit. Per unir diferents rectes
i circumferéncies ens interessa trobar una corba on la curvatura augmenti o disminueixi
progressivament; aquestes corbes s’anomenen clotoides.

Ens haurem de familiaritzar amb les diferents formes d’expressar matematicament una
corba, tant al pla com a l’espai. Sabem que una funci6 real d’una variable representa una
corba plana. Per exemple, la funcié y = 22 representa una parabola d’eix vertical i vértex
a l'origen de coordenades (fig. . També suposem conegut que una equacié amb dues
variables representa una corba plana, com és el cas de l'el.lipse 2% + 2y? — 1 = 0 (fig. .
Pero hi ha una infinitat de corbes que no es poden representar per una equacio, ni molt
menys per una funcié. Per exemple, 'epicicloide (fig. , que és la corba que descriu un
punt d’'una circumferéncia que roda per damunt d’una altra fixa. D’altra banda, hi ha
corbes a R3 que es poden representar com a interseccié de dues superficies. Per exemple,
en geometria afi s’acostuma a donar una recta com a interseccié de dos plans (fig. .
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Figura 1.1: Parabola y = 22 Figura 1.2: Ellipse 2% + 2y% = 1.

Figura 1.3: Epicicloide.

De la mateixa forma es poden representar altres corbes. Per exemple, la intersecci6 del
paraboloide z = 2% + y* amb el pla z = 1 ens donara la circumferéncia de centre en (0,0,1)
iradi 1 (fig. [L.5).

Perd donada una corba qualsevol a R?, en general no podrem trobar dues superficies
d’equaci6é coneguda la interseccio de les quals doni la corba en questi6é. La pregunta que
ens fem és: com podem representar aquestes corbes tant al pla com a l'espai?

La forma més general de donar una corba és parametritzant-la amb una funci6é vectorial.
Aixo vol dir que a cada valor real d’un cert parametre ¢ li fem correspondre un punt de
R3 representat pel vector r(t) = (x(t),y(t), 2(t)), o de R? representat pel vector r(t) =
(z(t),y(t)) en cas que sigui al pla (fig. [1.6).

Convindra, doncs, comencar introduint aquestes funcions vectorials de variable real, la qual
cosa farem a la Seccid

En la Secci6 tractarem les corbes a R?. Repassarem les diferents formes de donar una
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Figura 1.4: Recta interseccié de dos plans.

Figura 1.5: Corba intersecci6é de dues superficies.

corba plana i dedicarem especial atencié a les corbes parametritzades, per a les quals ens
proposarem fer la seva representacié grafica, tot i estudiant les principals caracteristiques.
Veurem també la seva representacié quan la corba ve donada en coordenades polars.

En la Seccio estudiarem les corbes a l'espai. Aqui, la finalitat no sera la seva repre-
sentacié grafica sind introduir els conceptes de longitud d’arc i curvatura de forma general
(amb aplicaci6 al cas particular de les corbes planes).

1.1 Funcions vectorials de variable real

Definicié 1.1 (Funcions vectorials. Corbes parametritzades). Una funci vectorial de
variable real és una aplicacio d’un domini I de nombres reals sobre R™:

r: ITCR — R"
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Figura 1.6: Funci6 vectorial.

de forma que a cada valor t del conjunt I de R li fa correspondre un vector r(t) de R™ que
té com a components les n funcions reals d’una variable x1(t), xo(t), ..., x,(t).

Una corba parametritzada per la funcié vectorial r(t) és el conjunt de punts {r(t) €
R™; t € I}. Tota funcid vectorial defineix, doncs, una corba de R™ pero, com veurem més
endevant, una mateiza corba pot tenir diferents parametritzacions.

Donar una funci6 vectorial de variable real r(¢) equival, doncs, a donar n funcions reals
d’una variable x;(t), i = 1,2, ..., n, les propietats de les quals es suposen conegudes.

A continuacié hi ha exemples d’algunes corbes conegudes donades per funcions vectorials.
Com s’ha comentat a la introduccid, les funcions vectorials que ens interessen son les de
R sobre R?, que representen les corbes a 'espai, i les de R sobre R?, que representen les
corbes al pla.

Exemple 1. Una parametritzacié de la recta que passa pel punt A(ai,as,as) i té vector
director U = (v, vg,v3) €s

r(t) = (a1 +vit,as + vat, a3 + vst) = a + tv

on @ = (ay,as,a3) és un vector de posicid i U = (v1,va,v3) és un vector director de la recta

(fig. [1.7).

Figura 1.7: Elements de la parametritzacié d’una recta.

Exemple 2. L’epicicloide esmentada anteriorment (fig. generada per la circumferen-
cia de radi b que roda sobre un altra circumferéncia de radi aﬂ ve donada per les equacions
parametriques

r(t) = ((a 4 b) cost — beos (%”) t(a+b)sint — bsin (%”) t) |

'En aquest exemple a = 5,b =1
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Exemple 3. La circumferéncia de radi R i centre a l'origen de coordenades (fig. 7 ve
donada per les equacions paramétriques

r(t) = (Rcos(t), Rsin(t)) ; 0<t <27

1. Ja s’ha comentat que una mateiza corba pot tenir diferents parametritza-
cions. Per exemple, les equacions paramétriques

r(t) = (Rcos(2t), Rsin(2t)) ; 0<t<m

també representen la circumferéncia de radi R @ centre a l’origen de coordenades.
I encara, una altra parametritzacio de la mateiza circumferéncia.

r(t) = (Rcos(t), —Rsin(f)) ; 0<t<2w

Figura 1.8: Parametritzacié d’una circumferéncia.

Exemple 4. I si a la parametritzacio de la circumferéncia, afegim una component z pro-
porcional al parametre t, tenim Uhéliz circular (fig.

r(t) = (Rcos(t), Rsin(t), Kt)

3
2
T
A

Figura 1.9: Helix circular.
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1.1.1 Limits 1 continuitat

El concepte de limit per a funcions reals d'una variable, s’estén a funcions vectorials com-
ponent a component:

tli)r% x1(t)
lim T(t) = :
t—to

lim x,,(t)

t—to

on ty, en particular, pot ser infinit. A més, aixi definit el limit, les propietats conegudes
dels limits de funcions reals, es generalitzen per a funcions vectorials.

A partir d’aqui, és evident que una funcié vectorial r(t) sera continua en ty quan ho siguin
cada una de les funcions components x;(t).

Exemple 5. Limit d’una funci6 vectorial Considerem la funcid vectorial

t) t 12
rl) =\ ——, 5
B+1"34+1

i tenim en compte els valors positius del parametre t des de t = 0 fins a t — +oo. Es
immediat que la corba surt del punt (0,0) per a t = 0 i tendeiz a tornar al mateiz punt
quan t — —+00.

Si representem aquesta corba per at des de 0 fins a 2 1 fins a 10, obtindrem, respectivament,
els dibuizos de la figura[1.10]

Figura 1.10: Limit d’una funci6é vectorial.

1.1.2 Derivada

La derivada, com a limit que és, queda definida component a component:
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Interpretacié geométrica.

La derivada r'(ty) del vector r(t) en un punt ¢, introduida anteriorment per components,
és un vector tangent a la corba en el punt ¢,.

Efectivament, 1/(ty) també es pot escriure de la forma

on r(t) — r(ty) és un vector secant entre els punts de la corba corresponents als valors
del parametre t i to respectivament. La derivada és, doncs, un vector en la direcci6 limit
d’aquest vector secant quan el punt r(t) s’acosta al punt r(t) (fig. [1.11)).

r(t1)

7(t2)

Figura 1.11: Derivada d’una funcié vectorial.

Exemple 6. Vector derivada d’una funcié vectorial En particular, en el cas de la
circumferéncia, el vector r'(t) = (—Rsin(t), Rcos(t)) és perpendicular al vector r(t) =

(Rcos(t), Rsin(t)) en qualsevol punt (fig. [1.13). I en el cas de la recta, el vector r'(t) =

T'/

Figura 1.12: Vector derivada.

(v1,v9,v3) €s, precisament, el vector director de la recta.

Exemple 7. Equacions de moviment Donada una funcic vectorial r(t) = (z(t), y(t), z(t)),
si el significat del parametre t és el temps, el vector r(t) ens ddna la posicid d’un mobil a

cada instant t. La seva derivada v'(t) = (2/(t),y'(t), 2/ (t)) és la velocitat a linstant t que,

evidentment, és tangent a la trajectoria.
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1.2 Corbes planes

A continuaci6 es descriuen diferents maneres d’expressar els punts d’una corba.

1.2.1 Funcions

Sabem que tota funci6 y = f(x) representa la corba plana formada pels punts (z, f(x))
i suposem coneguts els conceptes que serveixen per definir els seus trets caracteristics:
camp de definicio, simetria, extrems relatius, creixement i decreixement, punts d’inflexio,
concavitat 1 asimptotes.

Es podria pensar que amb una calculadora grafica o un programa de calcul simbolic, la
representacié d’'una funcié és automatica, per6 sense aquests conceptes no podriem definir
adequadament els valors que s’han de introduir. Com per exemple, per a quins valors de
la variable volem que faci la grafica. Ni tampoc, en molts casos, no es podria interpretar
el resultat de manera correcta.

Exemple 8. Representacio grafica d’una funcid. Per exemple, la funcic y = z§i1 te
les segiients caracteristiques:

El seu camp de definicio és R — {—1,1}

Es simetrica respecte a 'origen de coordenades.

Tulla els eizos de coordenades només en el punt (0,0).

Presenta un mazim relativ en el punt (—/3, —%3) ~ (—1.73,—-2.60) ¢ un minim relatiu
en el punt (\/3, %) ~ (1.73,2.60).

Es creizent per a x < —\/§ i per a T > \/§ i decreizent per a —\/§ <z < \/§

Té un punt d’inflexid en (0,0).

Presenta concavitat negativa per a x < —1 i en ["interval 0 < x < 1, mentre que presenta
concavitat positiva per a x > 1 4 a 'interval —1 > x > 0.

Te dues asimptotes verticals a les rectes t = —1 1 x = 1, 1 una asimptota obliqua a la recta
Y=1.

Podem obtenir una bona versid de la seva representacio grafica s’ha de dir que la dibuizi en
els intervals —5 < x < 5 per —5 < y < 5 1 saber interpretar com asimptotes les linies quasi
verticals que dibuiza a Uentorn de x = —1 iz =1 (fig. . Observeu que si la funcio
fos, per exemple, y = %, per a aquest rang de variacio de les variables la calculadora
o el programa de calcul simbolic, només dibuizaria la part de la corba situada entre les
asimptotes.

Per tant, és imprescindible un estudi previ dels trets generals de la corba abans de demanar
la seva representacié a una calculadora o al programari de calcul simbolic.

1.2.2 Equacions

Una equacié amb dues variables g(x, y) = 0 representa la corba plana descrita pels punts{(z,y) €
R?: g(z,y) = 0} que la satisfan.
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404

204

T T T T
- = 0 2 4 -4 -2 0
x

_40

Figura 1.13: Corbes donades per les funcions y = l}—il iy =

-5 < x<h.

respectivament, amb

T
z2-36

Exemple 9. Corba donada per una equacié Per ezemple, 'equacié x> + y*> = 4 re-
presenta la circumferéncia de centre lorigen i radi 2. En ['interval —2 < x < 2, podem
considerar les dues funcions y = V4 — 2% iy = —/4 — 22, definides per la anterior equa-
cid, que representen, per parts, la mateiza corba (fig. .

(—2,0) (2,0)
—V4 — 12

Figura 1.14: Corba donada per equaci6 2% + y? = 4.

1.2.3 Corbes parametritzades

Definici6é 1.2 (Corba plana parametritzada). Donada una funcid vectorial de variable real
d’un domini I de R sobre R?:

r: ICR — R?

t — r(t) = ( =(?) )

de forma que a cada valor t del conjunt I de R li fa correspondre un vector r(t) de
R?, anomenarem corba parametritzada per la funcié r(t) al conjunt de punts del pla

{(2(t),y(t)); tel}.

L’estudi complet d'una corba parametritzada per una funcié vectorial de R? és analeg
al que es fa amb una funci6. és a dir, conéixer una corba plana parametritzada i fer la
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seva representacio grafica acurada equival a conéixer les seves principals caracteristiques. A
continuacié veurem quines son les diferéncies de procediment que s’han d’introduir respecte
a l'estudi de funcions quan es tracta de corbes parametritzades. Després ho aplicarem a
un exemple suposant, a més, que disposem d’una calculadora grafica.

a) Camp de definici6

El primer pas en 'estudi d’una corba parametritzada sempre ha de ser buscar per a quins
valors del parametre t estan definides les dues variables x(t) i y(¢). A més, de cara a definir
el rang de variaci6 de les coordenades z i y a la pantalla, hem de veure quin és aquest rang
de variacié per a aquests valors de t. Aleshores, la pregunta que ens fem és: fins a quins
valors maxim i minim de x i y hem de disposar a la pantalla perqué no quedi fora de camp
cap caracteristica de la corba? Evidentment podem anar fent proves fins a obtenir una
corba que ens doni la impressié que és completa, perd no és una forma cientifica i rigorosa
de procedir. Coneixent les tendéncies asimptotiques de la corba i la situacio dels seus
punts més representatius podrem decidir el rang de variacié que volem per al parametre i
les variables d’'una forma coherent.

Pero un pas previ sempre interessant de fer consisteix en estudiar la seva

b) Simetria

Un test senzill per a detectar algunes simetries en una corba parametritzada consisteix en
observar 'efecte que te un canvi de signe del parametre sobre les variables x i y :

- Si z(—t) = z(t) mentre que y(—t) = —y(t), aleshores la corba és simétrica respecte
l'eix ox.

- Si z(—t) = —z(t) mentre que y(—t) = y(t), aleshores la corba és simétrica respecte
Ieix oy.

- Sia(—t) = —z(t) i a més y(—t) = —y(t), aleshores la corba és simétrica respecte

lorigen de coordenades (fig. [1.15]).

Figura 1.15: Simetria en una corba parametritzada.

2. Aquestes son condicions suficients pero no necessaries. Es a dir, pot no
verificar-se la condicid i existir la simetria corresponent. A més, hi han molts altres tipus
de simetries respecte altres rectes o altres punts, evidentment no detectades per aquest test.
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c) Asimptotes
L’anterior estudi del camp de definicié ens ha preparat el terreny per trobar les asimptotes
segons les segiients definicions:

Definicié 1.3 (Asimptotes). Es diu que una corba parametritzada té una asmptota ho-
ritzontal en la recta y = yo, quan existeix un valor tg del parametre t que pot ser ty = +00
0 tg = —o0, per al qual

lim z(t) = oo
t—to
lim y(t) = yo

Es diu que una corba parametritzada té una asmptota vertical en la recta x = xy, quan
existeir un valor ty del parametre t que pot ser to = 400 0 tg = —o0, per al qual

tl:rg z(t) = xo
lim y(t) = oo
t—to

Es diu que una corba parametritzada té una asmptota obliqua en la recta y = mx + b,
quan existeir un valor ty del parametre t que pot ser to = +00 0 tg = —o0, per al qual

lim z(t) = oo
t—to
tlg% y((t) = 00
P e =™

lim y(t) — mx(t) = b

t—to

"

d) Punts notables

- Talls amb els eixos

La corba tallara I'eix or en els punts corresponents als valors de t per als quals

y(t) =0
La corba tallara l'eix oy en els punts corresponents als valors de ¢ per als quals
xz(t)=0.

- Punts de tangent vertical, de tangent horitzontal i punts singulars
El pendent de la tangent en un punt de la corba ve donada pel valor de la derivada

d
d_y en aquest punt. Com que no disposem d’una funci6 y(z) sind que tenim la corba
x

parametritzada per dues funcions z(t) i y(t), aquesta derivada I’haurem de calcular

de la forma:
d
dy v G
— = =4
dat

de o
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Els punts de tangent horitzontal, és a dir, els possibles extrems relatius, son els

d
corresponents als valors del parametre ¢ que fan d_y = 0, la qual cosa es verificara
x

dy dx

an — =01— F#0.
auan 7, =015 7
Els punts de tangent vertical son els corresponents als valors del parametre ¢ que fan
dy dy dx
—= = 00, la qual cosa es verificara quan — #01i — = 0.
dz b quan 5, 7015,
Els punts singulars son aquells per als quals la tangent no esta definida. Aix6 passara
quan % =0i Z—f = 0. Acostumen a ser punts on la tangent és doble i on la corba

presenta forma de pic.

Des d’un altre punt de vista, podem recordar que el vector derivada r'(t) = (%, %) (fig.
1.16) ens dona la direccio de la tangent a la corba en cada punt. Aquesta direccié serad
horitzontal quan la segona component sigui zero i vertical quan ho sigui la primera; evi-

dentment, no estara definida quan s’anul.lin ambdues components. Cinematicament, si

ﬁ
=5

dx
dt

Figura 1.16: Components del vector derivada.

r(t) = (x(t),y(t)) és el vector de posicio d’un mobil i 7/(t) = (2/(t), y'(t)) la seva velocitat,
en un punt de tangent horitzontal s’anul.la la component vertical 3/(¢) de la velocitat (ins-
tant en que el mobil assoleix I'altura maxima en el tir parabolic), en un punt de tangent
vertical s’anul.la la component horitzontal 2'(t) de la velocitat (instant en el que un “boo-
merang” comenga el cami de tornada) i en un punt singular s’anul.len les dues components
2'(t), ¥'(t) de la velocitat (instant en que el mobil s’atura).

Exemple 10. Punt singular d’una corba parametritzada de R? Per exemple, la corba
parametritzada per x(t) = 2, y(t) = 3, presenta un punt singular en (0,0) per at =0 (fig.
, on les dues branques tenen la mateiza tangent coincident amb l'eix x.

- Punts d’inflexi6

Els punts d’inflexi6 estaran entre els corresponents als valors del parametre ¢ que fan
j%’ = 0. Aquest calcul acostuma a ser complicat i, en tal cas, es pot prescindir de
trobar-los. A banda que una calculadora grafica una mica potent disposa de prou
recursos per resoldre equacions numeéricament, de fet només és necessari situar "més
o menyslla soluci6 per tal de poder indicar a la calculadora el rang de variaci6 adient

per al parametre i les variables.
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0.54

-0.59

Figura 1.17: Punts singulars.

e) Representaci6 grafica. Conclusions

Coneguts els punts més representatius de la corba, sabrem quin és el rang de variacio
de les coordenades x i y que cal introduir a la calculadora i podrem procedir a la seva
representacié grafica. Com que també coneixem les tendéncies asimptotiques, podrem
interpretar correctament algunes formes que pot prendre la imatge que observem.

A més, sobre la representacié grafica podrem localitzar els intervals corresponents a bran-
ques on la corba és creixent i decreixent, o té concavitat positiva o negativa, sense necessitat
de calcular el signe de les derivades de y respecte de x, la qual cosa pot arribar a ser forca
incomoda.

Exemple 11. Representaci6é grafica d’una corba parametritzada de R? La corba
que estudiarem €és la parametritzada per

2+ 2t
t) =
() )
2t 41
t) =
y(t) = ——

a) Camp de definici6

En el nostre cas existeizen punts ((x(t),y(t)) de la corba per a valors de t del conjunt
Dy = R — {1} i caldra estudiar quin és el rang de variacid de les variables x i y per a
valors de t en els dos intervals (—oo,1) i (1,+00). Veiem, doncs, com es comporten en els
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extrems d’aquets intervals.

r — —00
t - —o0 =
{y—>2
t—>1—:>{x_>_oo
Yy — —00
r — 400
t—>1+:>{y_>+oo
r — 400
t—>+oo:>{y%2

Veiem, doncs, que tant x com y prenen valors en tota la recta real.
b) Simetria
Com que

R )
Z B # y(t)

# —y(t)

aquest test no detecta cap tipus de simetria.

c) Asimptotes

Es facil comprovar que la corba té una asimptota horitzontal en la recta y = 2 i una

asimptota inclinada en la recta y = v — 2, sense més que calcular els limits corresponents.

d) Punts notables

-Interseccions amb els eixos

r=0&1t=0,2;y(0) = -1, y(—2) = 1. Passa per (0,1) i (0,-1).
=0&t=—1;2(—1)=1. Passa per (1,0).

-Punts de tangent horitzontal, de tangent vertical i punts singulars

dy 1
dt— (t—1)2
de  t* =2t -2
dt— (t—1)2
dy 1

dv 2 —2t—2
No hi ha punts de tangent horitzontal ja que y'(t) no s’anul.la per a cap valor de t € D.
En canvi, 2'(t) = 0 & 12 -2t -2 =0t = 1++/3 (>~ 0.73 i 2.73) mentre que
y(1++/3) #0.
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242t 2t +1
t—1"t—1

Figura 1.18: Corba (z(t),y(t)) = < >; amb t € (—oo,1).

Per tant, la corba presenta dos punts de tangent vertical:

(z(1 £v/3),y(1 4+ 3)) que son els punts A~ (0.5,0.3) i B ~ (7.5,3.7).
-Punts d’inflexi6

En aquest cas, és facil calcular

2 ayy U@ 3
d_y:d(@): it —9 (t—1)
dx? dx dr (12 — 2t — 2)3

it veure que no s’anul.la per a cap valor de t € Dy. Per tant, la corba no presenta punts
d’inflexio.
e) Representacié grafica. Conclusions

Hem vist que t varia en els dos intervals (—oo,1) i (1,400). FEl primer conté el punt de
tangent vertical A, corresponent a ty ~ —0.73. Veiem que quan t pren valors en linterval
(—00,t4), la corba decreiz amb concavitat negativa; quan t pren valors en Uinterval (ta, 1),
la corba creiz amb concavitat positiva.

El segon interval conté el punt de tangent vertical B, corresponent a tg ~ 2.73. Observem,
que quan t pren valors en linterval (1,tg), la corba decreiz amb concavitat negativa i quan
t pren valors en linterval (tg,+00), la corba creiz amb concavitat positiva. Avaluant els
punts de la corba per a diferents valors de t, veurem que un rang de variacid apropiat del
parametre i les variables per tal d’obtenir la representacio la branca dreta és t=1.4 .. 15.
Reperesentant la corba entre aquests valors del parametre s’obté la figura[1.19

Ambdues branques donen la grafica de la figura [1.20)



1.2 Corbes planes

25

Figura 1.19: Corba (z(t),y(t)) = (

Figura 1.20: Corba parametritzada per (z(t),y(t)) = (

242t 20 +1
t—1"t—1

242t 20+ 1

t—1"t—1

1.2.4 Corbes en coordenades polars

a) Coordenades polars

); amb t € (1, +00).

).

Si escollim un punt O del pla que anomenarem "pol” i una semirecta partint del pol que
anomenarem “eix polar”, un punt P qualsevol del pla queda determinat per dos nombres: la
distancia p del punt P al pol i 'angle 0 des de I'eix polar al segment OP. Aquests nombres
p 16 s’anomenen coordenades polars del punt P (fig. [I.21]).
Donat un sistema de coordenades cartesianes x, y, prenent el pol a ’origen de coordenades
i l’eix polar a la semirecta de les x positives, aleshores la relacié entre les coordenades
polars i les coordenaddes cartesianes d’un punt P és:

x = pcosb
y = psinf

b) Representacié de corbes en coordenades polars
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Figura 1.21: Coordenades polars.

Una corba donada per una funcié en coordenades polars

p=f(0)

sempre es pot representar en coordenades cartesianes. Només cal tenir en compte les
anteriors relacions entre els dos tipus de coordenades:

x = f(0)cosb
y = f(0)sind

amb la qual cosa tenim un parell d’equacions parameétriques amb parametre 6. Per tant,
podem fer la seva representacio6 grafica tal i com s’ha indicat a la seccié anterior. Tanmateix,
si disposem d’un programa de calcul simbolic adequat, podem fer la representaci6 grafica
directament en coordenades polars sempre i quan tinguem prou cura de fer un estudi previ
per tal d’introduir les dades correctament. Vegem-ho amb un exemple.

Exemple 12. La Lemniscata de Bernoulli en coordenades polars Considereu la
corba anomenada "Lemniscata de Bernoulli”, representada per la segiient funcié donada en
coordenades polars.

p = avcos 20

a) Camp de definici6. Rang de variaci6 de 6

Quan una corba esta representada per una funcid donada en coordenades polars i la coor-
denada 0 figura dins de funcions trigonometriques, aleshores només cal estudiar-la entre 0
1 21 degut a la periodicitat d’aquestes funcions. Dins d’aquest rang de variacio, cal veure
per a quins valors esta definida la funcid. En el nostre cas, ho esta per a valors de 6 que
fan cos 20 positiu, és a dir, per a 0 < 0 < %,Sf << %’r,% << %’r.

b) Rang de variaci6 de p

En aquest cas és evident que la coordenada p pren valors entre 0 i a degut a qué /cos 260
pren valors entre 0 ¢ 1. Per tant, la grafica estara confinada dins del quadrat de centre
lorigen de coordenades i costat 2a. Agafant el cas particular corresponent al valor del
parametre a = 1, s’obté la grafica de la corba que es mostra a la figura[1.23
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Figura 1.22: Lemniscata (polars).

Veurem ara alguns conceptes relatius a corbes parametritzades que s’introdueixen d’una
forma general a R", perd hem de pensar que, per nosaltres, és n =2 o 3.

1.3 El parametre longitud d’arc

Sigui una corba a R™ parametritzada per

relICcR — R"™
z1(t)
t — 7(t) = :
T (t)

Definicié 1.4 (Longitud d’arc). El parametre longitud d’arc, s(t), entre els dos punts
corresponents als valors ty i t del parametre t es defineix com

s = [ Il a

€s a dir,

S(t) = /t SR+ (0L,

3. Si el vector 7(t) representa el vector de posicié d’un mobil i el parametre t
té el significat de temps, aleshores 7'(t) és el vector velocitat. La longitud d’arc recorrequda
és la integral del modul ||7'(t)| de la velocitat.

A més, de la definicid de la funcid s(t) i del teorema fonamental del Calcul, resulta imme-
diatament que la seva derivada és s'(t) = |7 (t)]|, és a dir, el modul de la velocitat és la
derivada de 'espai recorregut respecte el temps.
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Si donada la parametritzaci6 inicial amb parametre ¢ aconseguim efectuar la integral de
I'anterior definicié, podrem calcular la funci6 s(t) que relaciona ambdos parametres. Si a
més podem invertir aquesta funcié per a obtenir la relacio t(s), estarem en condicions de
canviar de parametre i tenir la corba parametritzada per la longitud d’arc, d(s) = 7(t(s)).

Exemple 13. Parametritzaci6é per ’arc de 1’hélix circular Considerem [’héliz circular

parametritzada per
7(t) = (Rcost, Rsint, kt)

La longitud d’arc des del punt corresponent a t =0 fins a t, vindra donada per

t
s(t) = / VRZsin?(t) + R? cos %(t) + k2dt = VR? + k2t
0

1 per tant
S

VRZ+
Introduint aquesta relacio en la parametritzacio inicial, obtindrem la corba parametritzada
per [arc.

as) =7(t(s)) = (Rcos NIk Rsin Nian k‘27k\/R2 n kQ) : (1.1)

Com veurem més endavant, tenir la corba parametritzada per 'arc facilita considerable-
ment la forma de donar algunes definicions i de fer alguns calculs.

1.4 Corbes a R?

1.4.1 Vector tangent. Curvatura

Donada una corba parametritzada per la funcio vectorial 7(t), ja hem establert que el
vector derivada 77(t) dona la direccio de la tangent a la corba en cada punt.

Definici6 1.5 (Vector tangent). Anomenarem vector tangent a una corba en un punt,
it 'indicarem per t, al vector unitar: en la direccid de la tangent en aquest punt.

Per tant, el vector tangent es pot calcular dividint el vector derivada 7'(t) pel seu modul:

oo 7' (t)
0= For

La segiient proposicio ens proporciona un métode per saber si la corba parametritzada per
larc.

Proposicié 1.6. La primera derivada 7'(s) d’una funcid vectorial respecte del parametre
arc, dona un vector unitari:
’ dr

—1| =1.
ds
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Demostracié. En efecte, només cal aplicar la regla de la cadena

drr drdt

ds  dtds
i tenir en compte que, com es dedueix de la definicié del parametre arc,
dr
dt

ds
dt

Exemple 14. El vector tangent a Uhéliz de I'Ezemple [15

1 s S
7'(s) = ——— | —Rsin ————, Rcos —— k
(5) \/R2+I<:2< VR? 4 k2 VR? 4 k2 )

Comprovem que es satisfa la Proposicid [1.6] calculant el modul,

2
+k2=1

1 2
17/(5)]] = ————— (- Rsin ;> + <Rcos ;)
VR + k2 NiE VRET k2

4. En cas de tenir la corba parametritzada per l’arc, la Proposicio ens

permet calcular el vector tangent
’E( ) dr
s) = —
ds

sense més que calcular la primera derivada.

Donat que el vector tangent és de modul constant, I'inica variaci6 que experimenta al
recorrer la corba ho és en la seva direcci6. Per tant, la derivada de t respecte del parametre
arc s ens ha de donar la magnitud d’aquesta variacié de direccio, la qual cosa ens porta a
la segiient definicio:

Definicié 1.7 (Curvatura. Radi de curvatura). Anomenarem vector curvatura k d’una
corba 7(s) en un punt, a la derivada del vector tangent respecte al parametre arc en aquest
punt. .

— -, dt

K(s) = ¥(s) = &
Anomenarem curvatura k d’una corba 7(s) en un punt, al modul del vector curvatura en
aquest punt.

Anomenarem radi de curvatura a la inversa de la curvatura.

A7
ds?

dt

EOR

(Curvatura sense signe)
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Exemple 15. Curvatura de la circumferéncia Les equacions de la circumferéncia
7(t) = (Rcost, Rsint)
parametritzada per [’arc, son

als) = (Rcos%,Rsin %) :

El vector tangent és
t(s) = a'(s) = (— sin -, cos i)
R R

1 la seva derivada

t'(s) = —lcosi lSini
"\ R "R'R " R)’

w(s) = [[E)]| = %

constant en tots els punts v el radi de curvatura és precisament R.

La curvatura és, per tant

5. Donada una corba amb curvatura x en un punt P, el cercle tangent a la
corba en P i de radi % (fig. 7 té la mateixa curvatura k en P ¢ rep el nom de cercle
osculador de la corba en aquest punt.

0.8

0.6

Figura 1.23: Radi de curvatura, cercle osculador i vector tangent

Proposicié 1.8. El vector curvatura t'(s) és perpendicular al vector tangent t(s).

Demostracié. De fet, és una propietat comuna a tot vector de modul constant, com es
dedueix a continuacio:
tt=1=>@%-t)=0
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pero

Definicié 1.9 (Vector normal). Anomenarem vector mormal i el denotarem per 1, al
vector unitar: en la direccio del vector curvatura. Per tant, podem escriure

E(s) ==

k(s)n(s)

Figura 1.24: Vector curvatura, vector normal i vector tangent.

Definici6 1.10 (Pla osculador. Vector binormal). Anomenarem pla osculador d’una
corba en un punt @(so) al pla determinat per &(sy) i els vectors 1i(sy) i t(sy) en aquest
punt.

Anomenarem vector binormal i el denotarem per l;, al vector unitary en la direccio
perpendicular al pla osculador. Per tant, podem escriure

b(s) = t(s) A f(s)

Els tres vectors t, il i b reben el nom de triedre intrnsec o triedre de Frnet de la
corba en el punt corresponent.

6. Una corba plana és la que esta continguda en un pla i aquest és el pla
osculador. Per tant, en aquest cas, el vector binormal és constant en tots els seus punts.

1.4.2 Corbes no parametritzades per ’arc

Si la corba no esta parametritzada per l'arc, es poden calcular les derivades respecte s
d’una funcio ¢(t) aplicant la regla de la cadena:

as(t) _ do(t) dt

ds  dt ds
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Figura 1.25: Triedre de Frenet

i tenint en compte que

ds ||dr
dt || dt
A més, també es demostra que
i
#(t) = W) oy e

Per tant, 7 (t) pertany al pla osculador en el punt 7(t) (fig. [L.27]).

Figura 1.26: Vector derivada segona.

Aixi doncs, la direccio del pla osculador queda determinada per les dues primeres derivades

—y

A més, i(t) = b(t) At(¢).

7(t) i 7(t) i la direccio del vector binormal b es pot calcular fent 7 (£) A 7 (t).
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Figura 1.27: Vector binormal.

Quan el parametre t és el temps, 7(¢) és Pacceleracio a(t) i ||7(¢)| és el modul de la
velocitat, denotem-lo v(t). Amb aquesta notacio, 'anterior resultat s’escriu

U2

R

B dv -

a(t) = <) + ()

on R és el radi de curvatura. Per la Cinematica sabem que I'acceleracié té dues components:

d —
'acceleraci6 tangencial d—: (en la direcci6 del vector tangent t(¢)) deguda a la variacio del

2
(% —
modul de la velocitat i I'acceleracié centripeta — (en la direccié del vector normal 1i(t))

deguda a la variaci6 de la direcci6 de la velocitat.
Multiplicant vectorialment per 7(t), es dedueix que es pot calcular la curvatura amb la
formula

Exemple 16. Calcul del triedre intrinsec o de Frénet de la corba parametritzada per
r(t) = (cos®t,sint cost,sint)
Calculem r'(t), " (t)
7'(t) = (—2cost sint, —sin®t + cos®t, cost) = (— sin 2t, cos 2t, cos t)
r"(t) = (—2cos2t, —2sin 2t, — sin t)
El vector tangent

- 7 (t 1
t(t) = m(t) = (— sin 2t, — cos 2t, cost)

|7 (t)]| V14 cos?t
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El vector binormal
i J
r'(t) Ar"(t) = |—2sin2t  cos2t  cost | = ((2cos?t+1)sint, —2cos’t,2)
—2cos2t —2sin2t —sint

() A" (t) ((2cos?t +1)sint, —2cos’¢, 2)

b(t) = I (&) AT ()] V5 + 3cos?t

El vector normal

( — 2(cos*t + 2 cos? —1), —sint cost(5 + 2 cos? t), sin t)
V5 + 3cos2t\/1+ cos?t

i(t) = b(t) A t(t) =

I la curvatura

[ (&) AN v/ (3cos?t +5)
(G (cos? +1)3/2

k()] =

1.5 Curvatura d’una corba d’R?

1.5.1 Curvatura d’una corba plana parametritzada

Si una corba plana esta parametritzada per 7(t) = (x(t),y(t)), sempre es pot considerar
com una corba a R?® parametritzada per 7(t) = (x(t),y(t),0) i aplicar els resultats que
acabem d’obtenir. En particular, calculant la curvatura (t) amb aquest vector, s’obté:

‘/i(t)’ _ ‘x/(t)y”(t) B y/(t)x;:(t)' )

(@(t) + ()2

Exemple 17. Curvatura de la catenaria La catenaria és la corba que descriu un cable
de densitat uniforme quan es penja dels seus extrems (fig. .
La seva equacio és
€a + € a T
—— = acosh —

2 a
i les seves dues primeres derivades son y'(x) = sinh £ iy"(z) = %cosh 2. Aplicant la formu-
la que hem donat per a la curvatura d’una funcid ¢ temint en compte que
cosh? z — sinh? z = 1, obtindrem que la curvatura de la catenaria ve donada per

y=a

1

k() = ————.
(z) acosh2§

Observeu que, seqgons aquest resultat, la curvatura és maxima en el vértex corresponent a
x =0 1 tendeiz a 0 a mida que x augmenta en valor absolut.
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\ | Vi

Figura 1.28: Catenaria y = 2 cosh g

1.5.2 Curvatura d’una funcié

Una funci6 y = f(z) sempre es pot considerar com una corba plana parametritzada per
x(t) = t, y(t) = f(t). Per tant, anterior expresio de la curvatura queda:

@)l
(1+y2(2)}

7. Si el pendent y'(x) és petit, aleshores es pot prendre |k(x)| = |y’ ().

k()| =

1.5.3 La curvatura com a variaci6é de ’angle de contingéncia

Definicié 1.11 (Angle de contingéncia). L’angle de contingéncia d’una corba en un
punt, també anomenat angle de rotacio del vector tangent, és l’angle que forma el vector
tangent a la corba en el punt amb ’horitzontal.

Estudiarem la relacio que hi ha entre el parametre arc s i el parametre angle de contingéncia

(fig. [L.29). ) )
El vector tangent es pot escriure t = (2/(s),9/(s)) i també t = (cos7(s),sin7(s)). La
curvatura és, per tant, la derivada de I'angle de contingéncia respecte el parametre arc:

dt dr
dr ds

dt
ds

. dr dr
= (= sinr(s), cos(s))]| & = 7

r(s) =

Exemple 18. La clotoide

La clotoide es defineiz com la corba tal que la seva curvatura k(s) és proporcional al para-
metre arc s, és a dir kK(s) = as . Per tant, és una bona corba d’enllag¢ entre trams de recta
(curvatura constant k = 0) i trams de circumferéncia (curvatura constant k = % ).
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Figura 1.29: Angle de contingéncia 7(s).

Segons la interpretacid de la curvatura com a variacid de l'angle de contingéncia, la relacid
k(s) = as que defineiz la clotoide es pot escriure

d
as:—T:>dT:asds
ds

que, com wveurem en un capitol posterior, és una equacio diferencial amb variables
separades. Integrant i imposant la condicio T =0 per a s =0, obtenim:

7(s) = a—.

Ara, per trobar les equacions paramétriques de la clotoide només cal tenir en compte que

t = (2'(s),y/(s)) = (COS a%z’sm CLS;)

1 tntegrar:

S tQ
x(s) = / cos a—dt
0 2

S t2
y(s) = / sin a—dt
0 2

que son les equacions parametriques de la clotoide definides per integrals. Si representem

2 s 2
t
graficament les dues funcions cos o> 7 / cos aa) dt (fig. |1.30), podrem
0

2
comprendre ['evolucio de la coordenada x dels punts de la corba, © el mateix podriem fer

amb la coordenada y.

La representacio grafica de la corba donada per aquestes integrals, amb a = 2 1 fins a s = 3,
es veu en la figura[1.31]

I la dependéncia respecte del parametre a es pot veure en la figura per a a=0.5,1¢2
i fins as=1.5
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0.2

Figura 1.31: Clotoide per a a =21 fins a s = 3.

A la practica, no s’utilitzen les equacions de la clotoide donades per integrals sind els
N 2 . . 2 ..
seus desenvolupaments en serie. Fent el desenvolupament de cos a% 7 sin a% 1 integrant,

s’obtenen les series
e (g)Zn—Z gin—3 (t_z)285 (g)489 (g)6813
=Y (1)t 22 SRS VLN VALY A
#(s) ;} v T Sk i TR S TR B R
()= S cape WP (B0 (ST GV GF0
Y 2n—1)4n—1 113 3 7 5l 11 7 15

n=1

En la figura es comparen les corbes donades per les integrals amb les aprorimacions

per als 3 1 4 primers termes de les séries.
El “zoom"ens permet veure millor fins a quin punt l'aprozimacid és correcta (fig. .
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0.6

0.4+

0.2

Figura 1.32: Clotoide per a a = 0.5,172 1 fins a s = 1.5.
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Figura 1.33: Clotoide. Aproximacions per polinomis de 3 i 4 termes.
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Figura 1.34: Clotoide. Efecte del “zoom”.
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1.6 Exercicis

t—1

2t t?+4
2+112—-4

t+1
1. Trobeu les interseccions amb els eixos de la corba a(t) = (t2 — 4, L)

2. Trobeu les interseccions amb els eixos de la corba «a(t)

3. Trobeu les asimptotes de la corba de I'exercici

4. Trobeu totes les asimptotes de la corba
t+4 2t
=(——02
r(t) (t2—4’t2+4>

3 +5 1— 3¢t
(t—3)2" t+1

5. Trobeu totes les asimptotes de la corba r(t) = (

6. Escriviu 'equaci6 de la recta tangent a la corba «(t) = (tcost,tsint) en 'origen de

T
coordenades i en el punt ¢t = 1

7. Feu l'estudi complet de cadascuna de les corbes segiients i representeu-les graficament.
Compareu la vostre representacié amb 'obtinguda fent servir un programa de calcul

simbolic.

) e =1 5 y)=s

) 2= oyl =
) ) = =
W) 0= 10 w0 = 1]

v) z(t)=a(t —sint) ; y(t)=a(l—-cost)[]
vi) x(t) =acos®t ; y(t) =asin®tf]

—3t2 413
1 t = N t =
vii) a(t) = o 5yl =
t 1+t
viii) x(t) = -7 y(t) = e

2Per a = 2 és el Folium de Descartes.

3Quan a = 3 és la corba que s’anomena Cisoide de Diocles
4Quan a = 2 és la corba que s’anomena Cicloide

5Quan a = 2 és la corba que s’anomena Astroide
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

xiil

X1v

I en coordenades polars
Cardioide: p = 2(1 + cos(«))
Rosa de 3 pétals: p = 2sin(3a)

1X

X

)
)

xi) Espiral d’Arquimedes: p = 2«

2
xii) Espiral hiperbolica: p = —
«

Cargol de Pascal: p =2 + 3 cos(«)

)
)
)
) Cargol de Pascal: p =3+ 2cos(«a)

Proveu que la corba definida a I’exercici [71v], es pot definir també mitjancant I'equacio

3
9 T

y:

a—x

Proveu que la corba definida a I'exercici[71ii] es pot definir també mitjangant I'equacié
23+ y3 + 3azy = 0.

Proveu que la corba definida a ’exercici es pot definir també mitjancant ’equacio
2 2 2
3 +ys =as.
2 2

Doneu una parametritzacié de ’ellipse 6 + T 1. Trobeu el vector tangent t, el

vector normal 1 i la curvatura x(¢) en un punt qualsevol.

Calculeu la curvatura de la corba donada per la funcié f(z) = 1o, " el punt
— 2z

r =1

Calculeu la longitud de I'arc de corba r(t) = (e cos(t), e’ sin(t), €') per t € [0, 27]

Trobeu per a quin valors de ¢ la corba a(t) = (t* — 2¢,In(1 + t?)) té

(a) tangent vertical

(b) tangent horitzontal
Considereu I'hélix d’equacions x(t) = acost, y(t) =asint, z(t) =kt

a) Demostreu que esta situada sobre un cilindre circular d’eix de simetria a 1’eix
de coordenades OZ.

b) Demostreu que els vectors tangent i binormal formen un angle constant amb
l'eix OZ.

) . a
¢) Comproveu que la curvatura és constant a tots els seus punts i val k =

a? + k%
A la vista d’aquest resultat, quin és el significat dels parametres a i k en relaci6
a la curvatura d’aquesta corba?
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d) Comproveu que el pla osculador és diferent a cada punt, la qual cosa prova que
la corba no és plana.
16. Donada la corba d’equacions paramétriques
x(t) = cos®t; y(t) = sint cost; 2(t) = sint,
calculeu els vectors tangent, normal i binormal en el punt corresponent a ¢t = 7.
Calculeu, a més, la curvatura en aquest punt.
17. Demostreu que la corba d’equacions paramétriques
x(t) = asin®t; y(t) = asint cost; z(t) = acost,
esta situada sobre una superficie esférica centrada a l'origen de coordenades i que
tots els seus plans normals (perpendiculars a t) passen per aquest punt.
18. Donada la corba
a(t) = (t—e' e't)
i) Calculeu equaci6 de la recta tangent a la corba en ¢ty =4
ii) Per a quin valor de t, si existeix, la recta tangent a la corba és parallela a I'eix
Y ?
iii) Trobeu el vector tangent, la normal, i la curvatura en un punt qualsevol.
19. Demostreu que les corbes segiients son planes i doneu, en cada cas, ’equaci6 del pla
que les conté.
i) z(t) =3t +2t; y(t) =2t + 3 + 2; 2(t)=t"—t3—t+3
. 1+t 1—¢2
i) x(t) = t; y(t) = ——; 2(t) =
t t
20. Calculeu el radi de curvatura, en un punt arbitrari, de cadascuna de les corbes
z? = 2ay; 23 = 3a?y; 22y = a®.
21. Donada la circumferéncia parametritzada per r(t) = (Rcost, Rsint,0), comproveu
que el pla osculador és el mateix per a tots els punts i és el pla que conté la corba.
22. Comproveu que el radi de curvatura de la parabola y = %xQ en el vértex, és igual a

la distancia p del seu focus a la seva directriu.



Capitol 2

Superficies
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2.1 Introducci6

Les ciéncies cartografiques tracten, d’'una manera o altra, la representaci6 del terreny. En
una primera aproximacio, el terreny es representa per una superficie tridimensional que
Iaproxima. En 'estudi dels camps escalars, hem vist c6m una funcié real de dues variables
representa un tipus particular de superficies, que no es poden doblegar sobre elles mateixes.
Una esfera o un el.lipsoide, per posar dos exemples amb els que s’acostuma a representar
la superficie de la terra, no es poden representar, globalment, mitjancant un camp escalar.
Les funcions vectorials de dues variables representen superficies. Aquesta és la forma
més general de fer-ho i en aquest capitol veurem com la diferenciabilitat d’aquests camps
vectorials ens permetra estudiar les seves caracteristiques i les de les corbes tracades sobre
superficies. D’altra banda, quan estem situats sobre una superficie tendim a considerar-
la localment plana, encara que sigui només en un petit entorn del punt on som. Podem
pensar, intuitivament, que el pla tangent a la superficie en el punt en qiiestié és una bona
representacié plana d’aquesta.

Pero una de les parts basiques de les ciéncies cartografiques tracta, precisament, de la
representacié6 d’'una superficie en una altra. En particular, les projeccions cartografiques
tracten de les diferents maneres de representar la superficie esférica i ’el.lipsoide de revo-
lucié en el pla. Pensem, per exemple, en la projeccié ortogonal de tots els punts de I'esfera
sobre el cilindre tangent a ’equador.

Figura 2.1: Cilindre tangent a una esfera

Si desenvolupem el cilindre tallant per una recta en la direccié de I'eix, tots els parallels
de l'esfera es projectaran en el mateix segment de longitud 27 R. Com sera la distorsi6 de
formes que patira una certa regié de I'esfera en la projecci6o? Haurem de considerar els dos
conceptes métrics basics: distancies i angles. La distancia entre dos punts de I’equador es
conserva en aquesta projeccio, perd la distancia entre dos punts de qualsevol altre paral-
lel patird una distorsié6 que augmentara al acostar-nos als pols. Quedara afectat, en la
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projeccid sobre el cilindre, 'angle entre dues corbes que es tallen en 'esfera? Ens fem les
segiients preguntes:

e Quina és la forma més general i/o util de representar una superficie?

Com es poden definir i calcular caracteristiques geométriques de les superficies?

Quin és el pla que millor aproxima la superficie localment?

Com es defineix matematicament i com es calcula aquest pla ?

Com podem representar una corba de R?® que esta situada sobre una superficie?

Els vectors tangents a les corbes sobre la superficie que passen per un punt, séon
també vectors del pla tangent a la superficie en aquest punt?

Com podem calcular distancies i angles sobre la superficie?

2.2 Superficies

2.2.1 Grafica d’'un camp escalar. Superficie en forma explicita

De la mateixa manera que en el cas de funcions d’una variable, la grafica d’una funcié de
dues variables pot ajudar a comprendre el comportament de la funcio.

La grafica dels camps escalars de R? esta formada pels punts (z,y, 2) € R3, vegeu Fig.
tals que z = f(z,y) i el que obtenim és una superfcie S que diem definida en forma
explcita per z = f(z,vy),

20 = f(l“o,yo _

""--,(130,3/0,20)

Zo

Figura 2.2: Representacio grafica z = f(z,y)
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Figura 2.3: Grafiques del paraboloide hiperbolic z = 22 — g2

Una altra manera de representar un camp escalar és projectant sobre el pla x,y les seccions
amb plans z = constant. Al fer la interseccié de la superficie amb un pla de la forma

Figura 2.4: Corbes de nivell del paraboloide hiperbolic z = 2% — 32

z = k, obtenim una corba f(z,y) = k que es pot representar en el pla XY, i que en diem
corba de nivell, vegeu la definici6 a la pagina Per exemple, en un mapa meteorologic,
si z és la pressio en el punt (x,y), les corbes de nivell uneixen punts que tenen la mateixa
pressio, és a dir son les isobares. Si z és la temperatura en el punt (z,y), les corbes de nivell
uneixen punts d’igual temperatura, llavors se’'n diuen isotermes. Fn els mapes topografics,
on z és 'altura en el punt (x,y), les corbes de nivell de la funcié z = f(z,y) uneixen punts
de la mateixa altura sobre el nivell del mar. Si els valors de k estan igualment espaiats,
quin significat té que les corbes de nivell estiguin molt juntes? I que estiguin separades?
Observeu Fig. [2.5
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W veomnvans | 2
N it
\ b}

o>
I

Figura 2.5: Mapa amb corbes de nivell

Definici6 2.1 (Superficie parametritzada). Una superfcie diferenciable de R® para-
metritzada per ¢ és el conjunt imatge d’una funcio diferenciable

¢: U — R,

U C R?, és a dir, el conjunt de punts (x,y,2) de R® amb (z,y,2) = ¢(u,v) per a (u,v) € U.
A la funcio ¢ : U — R3 se’n diu una parametritzaci de la superficie, i es diu que la
superficie esta definida de forma paramétrica per ¢.

Observacio 8. D’ara endavant direm simplement superficie per referir-nos a una superficie
diferenciable.

Definici6 2.2 (Corba sobre una superficie). Sigui S una superficie de R® parametritzada
per ¢. La funcid diferenciable f : V C R — R?, amb f(V) C U defineiz una corba C
sobre S, la parametritzada per

pof:V—R?

D’entre totes les corbes sobre una superficie, son especialment rellevants les anomenades
corbes coordenades a una superficie en un punt, que resulten de mantenir fixa una de les
dues variables i deixar variar l'altre lliurement, tal com es defineixen a continuacio.

Definici6 2.3 (Corbes coordenades). Sigui P = ¢(ug,vg) un punt de S, suposem els
intervals Iy, Iy C R amb ug € I;,vy € Iy. Anomenarem primera corba coordenada de la
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superficie S en el punt P a la corba definida per r1(t) = ¢(t,v0), t € I, i segona corba
coordenada de la superficie S en el punt P a la definida per ro(t) = ¢(ug,t), t € L.

Definicié 2.4 (Punt regular). Sigui S una superficie de R®, parametritzada per ¢. ¢ =
(p1, 02, P3). Un punt P = ¢(ug,vo) de S és regular si la matriu de la diferencial de ¢ en
el punt (ug, Vo), dP(ugvy), t€ rang 2.

Oxr Ox

u  Qu

. |z

) = Gy gy

e

ou Ov (uo,v0)

O¢
Es a dir, els dos vectors columna no sén proporcionals. Es habitual (momenar — 1 5_
v

les columnes de la matriu de do.

2.3 Pla tangent i recta normal

2.3.1 Superficies parametritzades

Definicié 2.5 (Pla tangent). Sigui S una superficie de R3, parametritzada per ¢ i P =
o(ug, vo) un punt reqular de S. El pla tangent a S en P és el pla que passa per P i té
vectors directors

O¢ o¢

—u(uo,vo), ——(uo,v0)

ov

. 0
és a dir, al pla P+ <a—i(u0,vg), a—f(uo,vo)>.

0 0
9. Els vectors —gb(uo,vo) i o —(ug, vg) son els vectors tangents a la primera i
v

segona corba coordenada de S en P.
La proposici6 segiient justifica la definicié donada d’aquest pla tangent.

Proposicié 2.6. Sigui S una superficie de R3, parametritzada per ¢ : U — R3, C una
corba sobre S definida per f:V — R? i sigui P = (¢ o f)(ty) un punt de C. Aleshores el
vector tangent a C en P pertany al pla director del pla tangent a S en P 1 té coordenades
(W' (tg), v (to)) en la base

9¢

(gi@ (t0)): 3y (f(to))) .

Per la regla de la cadena:

00}
8—(f(to))

0
406 0 iy = Ab151p i) = o' (1) 50 (7 10)) + ')
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és combinaci6 lineal de dos vectors directors del pla tangent a S en P, amb coeficients

u'(tg), v'(ty). Si P és regular %(f(to)), %(f(to)) és una base del pla tangent a S en P.

Exemple 19. Calculeu I'equacic del pla tangent a la superficie d’equacions parameétriques:

T =cosu — vsinu
y =sinu + vcosu
z=

és a dir, definida per ¢(u,v) = (cosu — vsinu,sinu + v cosu,v) en el punt P = qb(%, 1).

Comproveu que es tracta de lhiperboloide d’un full d’equacic x® +y* — 2* = 1.
Els vectors directors del pla tangent son

T 0
au,au,au EJ = S u vV COoSsUu, Cosu vsinu, ( 1)—

_ <_\/_§ V2 V2o @,0> — _V3(1,0,0),
(&B dy 0z

— 2= = (—sinu,cosu, 1)/ y =
Jv’ Jv (%) T (31)

-
:<_££1

INE]

1
2 2 >:§(_\/§’\/§’2)'

El punt de tangencia és P = ¢ (%, 1) = (0,v/2,1).
L’equacio parametrica del pla tangent és:

T—V2=XA—V2pu
y— V2 =12y
z—1=2u

I Uequacid implicita del pla tangent —2y + 22z + /2 = 0.

Definici6 2.7 (Vector normal). El vector normal a la superficie S en el punt P =
o(ug, vo) és el vector
0o  0¢
Np=|—+—N—=—
P (au 81})(
u0,v0)

Exemple 20. Per la superficie de l'exemple anterior, el vector normal en (0, V2, 1) és:
N =(1,0,0) A (—V2,v/2,2) = (0, —2,V2).

A continuacié es dedueix com calcular el pla tangent a superficies definides en forma
explicita i implicita.
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2.3.2 Superficies donades en forma explicita

Proposici6 2.8. Sigui
ffUCR? — R
(I,y) — Z:f(‘fay)

diferenciable. Aleshores, prenent xiy com a parametres,

{(z,y, f2, y)(z,y) € U}

és una superficies diferenciable els punts de la qual son tots requlars. El vector normal en

(0.0, fa1)) é
of of
(-Zan-Lana) @.1)

FEs diu que la superficie esta definida de forma explicita per z = f(x,y).

Demostracié. Sigui ¢ : U/ — R? definida per ¢(z,y) = (z,y, f(x,y)). ¢ és diferenciable
iesté g—i’ = (1,0 ﬂ), 9 — (O 1 ﬂ). Per tant S = {(x,y, f(z,y))|(z,y) € U} és una

’ Ox dy ’ T Oy
superficie diferenciable. A meés, % i % son vectors independents, per tant, tots els punts

de la superficie son regulars i el vector normal és

2,00 (L9 9 )

or Ox oz’ Oy’

Exemple 21. Pla tangent a la superficie z = 23 — 3zy — y* en el punt (1,—1,3). El vector

normal és <—%,—g—£, 1)(1 s = (=227 + 3y,3x + 2y, 1)q,-13 = (—6,1,1). I lequacio

wimplicita del pla tangent és

—6br+y+2+4=0

Definicié 2.9 (Corbes de nivell). Sigui S una superficie definida en forma explicita per
z = f(z,y). S’anomenen corbes de nivell de S a les corbes planes d’equacio f(x,y) =k,
on k € R. Les corbes de niwell de S son les projeccions sobre el pla xy de les corbes
interseccid de S amb plans d’equacid z = k, (parallels al pla xy). Pot representar-se S
mitjancant les corbes de nivell 1 seccions per plans parallels a l'eix z.

Exemple 22. Les corbes de nivell del paraboloide z = 2* + y* sén circumferéncies. Les
corbes de nivell del paraboloide hiperbolic de la figura son hipérboles.



2.4 Parametritzacié d’algunes superficies 51

2.3.3 Superficies donades en forma implicita
Donada una funci6

g-UCR} — R

(#,y,2) = g(z,y,2)

diferenciable, I'equaci6 g(z,y, z) = 0 defineix una superficie com el lloc geométric de tots
els punts que satidfan I'equaci6. Si ¢, # 0 en un punt, aleshores, en un entorn d’aquest
punt, 'equacio g(z,y, z) = 0 defineix implicitament z com a funci6 de x i de y i la superficie
es pot parametritzar per

{(z,y,2(z,y)|(z,y,2) €U}

Derivant implicitament i multiplicant per ¢/, Pexpressio [2.1] del vector normal queda

N =Vg = (9 9y 9.)

Exemple 23. Calculeu el pla tangent a la superficie definida en forma implicita per [e-
quacid x® + > — 2xyz = 0 en el punt (1,1,1).
El vector normal és

N = (g, 9y 92) 11 = (32% — 2y2,3y® — 22, —2xy) = (1,1, —2)
I lequacio del pla tangent és

(x—1)+@wy—-1)—2(z—1)=0.

2.4 Parametritzacié d’algunes superficies

La superficie esférica. Latitud i longitud
Considerem els parametres latitud ¢ i longitud A que corresponen als angles de la figura
2.6

Figura 2.6: Superficie esférica de radi R i centre O

Considerem un punt P(x,y, z) de la superficie esférica, per tant esta a distancia R = OP
de lorigen. Atés que el triangle O P(Q) és rectangle en @),

z=PQ = Rsiny
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iamés OQ = Rcosp. Com que el triangle OAQ és rectangle en A,

OA x
= = x = RcospcosA
cos A 00 Reosp N ¥
AQ y y = Rcospsin A
sinA = =
0oQ Rcosp

i obtenim la parametrizaci6 de la superficie esférica en latitud ¢ i longitud A
d(p, A) = (Rcospcos A\, Rcos gsin A, Rsin ¢), (2.2)

per ¢ € [_%7 %]7)‘ € [0727")

Superficies de revoluci6

Definicié 2.10 (Superficie de revolucio). Una superficie de revolucid és la superficie que
s’obté en fer girar una corba plana respecte un eix

La superficie de revolucié que s’obté a partir de la rotacié de la funci6 y = f(z) respecte
leix OX
D(u,v) = (u, f(u) cos v, f(u) sino),

per u € R v € [0, 27).

Figura 2.7: La catenoide com a superficie de revolucié a partir de la catenaria

Exemple 24 (La trompeta de Gabriel). La trompeta o banya de Gabriel, ﬁgum és la
superficie de revolucid que s’obté al fer girar la corba f(x) = —, 1 <x <10 respecte leix
x
0OX. Una parametritzacio de la superficie és
1 1.
o(u,v) = (u, —cosv,—sinv |, 1<u<10,v € [0,27].

u u
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Figura 2.8: La superficie de revoluci6 a partir de f(z) = —
x

2.5 Primera forma quadratica fonamental

Sigui S una superficie de R?® parametritzada per la funci6

6 UCR: — R?

() — oo (i

Sigui P € S un punt de la superficie i sigui 7,,(S) el pla tangent a S en P. Els vectors w €
T,(S) C R? del pla tangent a S en P son vectors de R? i s’escriuen w = ajeq + azes + ages.
Pero com a vectors tangents a una corba r(t) = ¢(u(t), v(t)) sobre la superficie, es poden

escriure com a combinaci6 lineal de la base —, — de T,,(S)

ou’ Ov
9¢

w=r'(t) = u’(t)% + ' (t) 5

Es tracta d’establir un producte escalar a 'espai 7,,(S), intrinsec a la superficie S, que ens
permeti fer un tractament dels problemes métrics en termes de les coordenades ' 1 v" dels
vectors w € T,(S) sense necessitat de recorrer al producte escalar de Uespai "ambient"R?.

2.5.1 Primera forma quadratica fonamental

Definicié 2.11 (Primera forma quadratica fonamental). La primera forma quadratica
fonamental de la superficie S en el punt P és una aplicacio

L: T,8§) — R
w  — L(w)=w-w=[w} >0

on - indica el producte escalar ordinari de R3.
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0o 0
La matriu de la primera forma fonamental en la base {(‘3_¢’ a—¢} del pla tangent T,(S)
u’ v

s’escriu
E F
F G
o 06 00 09 99 09 ¢
E:%.%, F:%-%, G:%.%
10. Fent servir ’expressio de w en la base {;5 aqb} del pla tangent, el calcul
u Ov

de I,(w) seria:

_ (99 09 09, 09
wowe = ( 8u+ 81}) ( 8u+ 3v>
00 00 0000 00 06
ou Ou 8u8v ov Ov

= u?FE + 2uv'F + 032G

(2 2)(%)

I expressant w en la base usual de ’espai ambient R3:
w-w = (aje; + ases + ases) - (aye; + agey + ases) = a® + ai + a;
Euvidentment, de les dues formes hem d’obtenir el mateix resultat.

Exemple 25. Primera forma fonamental de la superficie esférica
Donada la parametritzacio de la superficie esférica de radi R 1 centre a l'origen

o(p, ) = (Rcospcos A\, Rcos psin A, Rsin ),
la base del pla tangent en un punt qualsevol P = ®(pg, \o), de la superficie és

(g_z>¢( 30) = (—Rsin g cos \g, —R sin g sin Ag, R cos ¢y),
$0,70
(gf)d o) = (—Rcos g sin Ag, R cos g cos Ag, 0).
©0,X0)
Calculant els coeficients de la primera forma quadratica fonamental,
_ 09 99
_ R2
T 9 Oy
00 90 _
CO0p 0N
op 0
G = af az\b R? cos? ¢

R? 0
TFQF = ( 0 RZ%cos? 900)
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2.5.2 Longitud d’un arc de corba sobre una superficie.

Sigui la corba r(t) = ¢(u(t), v(t)) sobre la superficie, corresponent a una parametritzacio
u(t),v(t). Sabem que la longitud de ’arc de corba entre els punts corresponents als valors
to it del parametre, és

s(t) = / I () | de

que, utilitzant la norma del pla tangent, s’escriu

t
s(t) = / VEU? + sFu'v' + Gudt (2.3)
0

11. De l'anterior expressid es dedueix

dil—gft) = VEu? + 2Fu/'v' + Guv'2

la qual cosa ens permet escriure el diferencial d’arc o element de linia de la corba u(t), v(t),
de la forma

ds = vV Edu? + 2F dudv + Gdv?

i el diferencial d’arc al quadrat
ds* = Edu® 4 2Fdudv + Gdv?

que €s una manera habitual de donar la primera forma quadratica fonamental d’una su-
perficie.
Els elements de linia sobre les corbes coordenades son

—-— /
u=cv=t—=u=01=1-=ds, = VGdv,ds, = Hz—l’u VGdv

— y
u=tv=c—u =10 =0—ds, = VEdu,ds, = Hi_?n‘/_Ed“

Exemple 26. Primera forma quadratica fonamental de la superficie esférica.
Sovint s’expressa la primera forma quadratica fonamental de la superficie esférica de la
forma:
ds® = R*dp* + R* cos® pd\*?
Exemple 27. Longitud d’un meridia. Longitud d’un parallel
Donada la parametritzacio de la superficie esférica, , el meridia que passa pel punt

P = ¢(v0, o), €s la corba sobre la superficie que s’obté amb ¢ = t,\ = \g. Per tant,
¢ =1, XN =0, ila longitud del meridia sera

t jus
s(t) = / VES? { 2FgN 1+ GN2dt = |~ VRt = 7R
0

%
FEquivalentment, el parallel que passa pel punt P = ¢(pg, No), €s la corba sobre la superficie
que s’obté amb ¢ = po, A = t. En aquest cas, ¢ =0, N =1, i la longitud del parallel és

t 27
s(t) = / VEQ? +2Fo' N + GN2dt = / R2 cos? podt = 2R cos ©q
0 0
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2.5.3 Angle entre dues corbes sobre una superficie

Considerem dues corbes sobre la superficie S que esta parametritzada per ¢(u,v) i dues
corbes 11 (t) = ¢(ui(t),v1(t)) i ro(t) = d(ua(t), v2(t)) que es tallen en el punt P = ¢(ug, vo)
amb ug = uq(tg) = ua(ty) 1 vo = v1(te) = va(to), aleshores es defineix angle que formen
les corbes 7 (t) 1 r2(t) com l'angle a que formen els respectius vectors tangents en aquest

punt,
ri(t) - ry(t)

[ (O Hlr2 ()]

fent servir la primera forma quadratica fonamental

o a3 5

cos v = (2.4)

o 9 &) (D 9 8) (D)

Exemple 28. Angle entre les corbes coordenades. Si la corba 11(t), r2(t) son la primera
corba i la segona corba coordenada respectivament en el punt P = ¢(ug,vy), lavors uy =
1,v1 = 0,us = 0,v9 = 1. Per tant, substituint a (2.4), l’angle o entre les corbes coordenades
€s

COS ¥ =

F

COS Q¥ = —F——

VEG

Aixo fa que sigui natural la segiient definicio:

Definicié 2.12 (Parametritzacié ortogonal). Una parametritzacid es diu que és ortogonal
quan F = 0 per tots els punts i, per tant, les dues families de corbes coordenades son
ortogonals entre si.

Exemple 29 (Parametritzacio ortogonal de la superficie esférica). Hem vist que per a la
parametritzacio de la superficie esferica , es compleir ' = 0 en tots els punts, 1 per
tant podem dir que és una parametritzacio ortogonal. Dit d’altra manera, per a qualsevol
punt d’una superficie esférica hi passen un meridia © un paral.lel que formen un angle de
90 deg.

12. Si elss coeficients de la primera forma quadrética fonamental son E =
1, F =0, G =1 aleshores diem que la parametritzacio és ortonormal i, en aquest
cas, la matriv de I, és la identitat com correspon a la matriv de tot producte escalar en
una base ortonormal. Hem vist que la parametritzacio habitual de la superficie esferica és
ortogonal pero no ortonormal.

2.5.4 Area sobre una superficie

Donada una superficie parametritzada per ¢(u,v) amb (u,v) € U, es defineix 'area, A,
de la porcié de superficie corresponent a un domini D C U dels parametres u v, com la
integral de ’element d’area sobre aquest domini
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dA = Hd—sz A d—sZH = ds,ds,sina = ds,ds,V1 — cos2a =
2
dA =VEGy\/1— EF—Gdudv =V EG — F2dudv
A= // VEG — F?2dudv (2.5)
D

Exemple 30 (Area d’un tor). Un tor és una superficie de revolucié que s’obté fent girar
una circumferencia respecte una recta exterior. Per exemple

¢(u,v) = ((2 + cosu) cosv, (2 + cosu) sinv,sinu),

amb u,v € [0,27], és una parametritzacid del tor que s’obté al fer girar la circumferéncia
en el pla XZ, de centre (2,0,) i radi 1 respecte l'eix OZ. Per calcular ’area d’aquesta
superficie de revolucio, trobem els vectors del pla tangent

Figura 2.9: Tor

% = (—sinucosv —sinusinv cosu)

ou ’ ’

0¢p .

5 = (= (2+ cosu)sinwv, (2 + cosu) cosv,0),
v

i els coeficients de la primera forma quadratica fonamental
E=1, F=0; G=(2+cosu)?

Aplicant la formula (2.5)),
27 27
A:// \/(2+cosu)2dudv:/ / \/(2—|—cosu)2dudv:/
D o Jo

2
0

Y

A7 dv = 872,
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2.6 Exercicis

1. Calculeu 'equaci6é implicita del pla tangent a la superficie 22 + 3y®> — 22 = 1 en els
punts P(z,y, z), tals que = = z.

2. Busqueu una parametritzacié de I’el'lipsoide de semieixos a, a, ¢ pensat com a superi-
cie de revoluci6 al voltant de I'eix X.

3. Determineu els plans tangents a la superficie 2 + y* — 22 = 1 en els punts (z,y,0).
Proveu que s6n paral.lels al 1'eix z.

A

4. Donat el cilindre parametritzat per ®(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), 0 < u < 2
v € R, calculeu la longitud de la corba sobre el cilindre (hélix) a(t) = ®(u(t),v(t)) =
(Rcost, Rsint,9t) per 0 <t < 2.

5. Considereu la superficie donada per la parametritzacio
v
o(u,v) = (u, E,uv) :

Demostreu que si prenem (u,v) € R? aquesta superficie és el paraboloide hiperbolic
d’equacions z = kx y.

6. Busqueu una parametritzacié de la superficie de revolucié obtinguda al fer girar la
grafica de y = /2 + arctan z al voltant de I'eix OX.

7. Considereu la superficie donada per la parametritzacio

& (u, v) ( v kuv )
Y = u; 9 .
V1I+E2u2 1+ k2u?

Demostreu que si prenem (u,v) € R? aquesta superficie és el paraboloide hiperbolic
d’equaci6 z = kx y.

8. Considereu la superficie donada per la parametritzaci
O (u,v) = (cosu — v sinwu, sinu + v cosu,v) .

Demostreu que si prenem (u,v) € R?, aquesta superficie és 'hiperboloide de revolucio
2?2+ -2 =1

9. Trobeu la primera forma quadratica fonamental de la superficie de revolucié definida
per la corba r(v) = (f(v),h(v)), v €I CR, girant al voltant de I’eix z, on f, g son
funcions derivables a I.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Donada una corba de R® a(t) i un vector w(t) per a cada valor del parametre t,
t € I C R, es defineix una superficie reglada com el conjunt de totes les rectes que
passen pel punt «(t) i que tenen vector director w(t). A cadascuna de les rectes
L; = a(t) + vw(t) se’n diu una generatriu i a la corba a(t) se’n diu la directriu. Una
parametritzacié d’una superficie reglada és

O(t,v) = at) +vw(t) tel,LveR

i) Comproveu que I'hiperboloide x? + y*> — 2% = 1 és una superficie reglada de
directriu la circumferéncia a(t) = (cost,sint, 0) i generatriu amb vector director
w(t) = (0,0,1) + &/(t). Calculeu el pla tangent en el punt (0,0, 1)

ii) Comproveu que un helicoide és una superficie reglada de directriu ’hélix a(t) =

(r cost,r sint, kt) i generatrius rectes paral.leles al pla zy que tallen I'eix z.

Donada la superficie
O(u,v) = (u,v, u? + vz)
i) Trobeu l'equaci6 del pla tangent a superficie en el punt P(1, —1,2).
ii) Calculeu la primera forma quadratica fonamental associada.
iii) Trobeu Pexpressio de la corba a(t) = ®(t2,t) sobre la superficie donada.

Calculeu la primera forma quadratica fonamental de les segiients superficies parame-
tritzades en els punts on siguin regulars

1

A

u,v) = (asinwucosv,bsinusinv, ccosu) (el.lipsoide).

) P(u,v) =
) ®(u,v) =
i) ®(u,v) =
) P(u,v) =

ii au cosv,bu sinv,u?) (paraboliode elliptic).

U, v

(
(au coshv,bu sinhv, u?) (paraboliode hiperbolic).
iv (

i

u,v asinh u cos v, bsinh usin v, ¢ cosh u) (hiperboliode de dos fulls).

Trobeu la primera forma quadratica fonamental d’una superficie de revoluci6. Apli-
queu el resultat obtingut per a calcular la primera forma quadratica fonamental d’un
tor.

Trobeu la longitud de Parc de corba definida per (u(t),v(t)) = (e!“*#/V2 ) on 0 <
t <, i [ = const, sobre el con ®(u,v) = (ucosv,usinv, u).

Demostreu que la corba de I'exercici[I4] talla les generatrius del con, que son les rectes
v = const, amb un angle constant igual a f3.

Donada la superficie S parametritzada per
D (u,v) = (u+v,u—v,uv)

i) Trobeu el vector normal N a la superficie S en el punt P(1,—1,0).
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i)

iii)

Calculeu la primera forma quadratica fonamental a la superficie S en el punt
P.

Proveu que la longitud, L, del segment de la corba sobre la superficie S definida
per a(t) = ®(t,1) —primera corba coordenada en el punt P— des de t = 0 fins
t=26s L =2V3.

17. Donada la parametritzacié de I’hiperboloide d’un full

o(u,v) = (cosu — vsinu, sinu + v cos u, v)

iel punt P = ¢(m,0)

1

1

111
1v

v

V1

)
)
)
iv)
)
)

Proveu que P és un punt regular

Calculeu 'equaci6é implicita del pla tangent a la superficie en P

La primera forma quadratica fonamental en un punt qualsevol de la superficie
L’angle que formen les corbes coordenades en el punt P

Longitud de la segona corba coordenada en el punt P per at € [—1,1]

Angle que forma la corba sobre la superficie definida per u(t) = T+t3+4t,v(t) =
2 + 5t amb la primera corba coordenada en el punt P.
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Coneixements previs

Introduccid

En aquest capitol, veurem una introduccio6 als métodes de resolucié d’equacions diferencials,
especialment adaptat als requeriments de les assignatures de la titulaci6. Si voleu ampliar
coneixements sobre el tema, hi ha multitud de bons llibres per fer-ho. Entre ells, [2], [4],
3] i [5].

Despreés de repassar els métodes més senzills de resolucié, ens centrarem en el problema de
la determinacié de families de corbes ortogonals, un cas particular (o = 0) del problema
que plantegem a continuacio.

Disseny d’una ruta de pendent controlat sobre una superficie

Suposem que les corbes de nivell d'un mapa vénen donades per expressions de la forma
f(z,y) = ¢, amb c variant en els nombres reals (generalment positius si suposem que estem
representant un terreny per sobre del nivell del mar. Un exemple prou “realista"podria ser:

fi(z,y) = exp(=0.2 (2% + y?)) + exp(=0.3 ((z — 4)* + (y — 2)%)).
Representem algunes de les seves corbes de nivell a la Figura 3.1/}

Figura 3.1: Algunes corbes de nivell de la funci6 fi(z,y) = exp(—0.2(z*+y?)) +
exp (—0.3 ((x — 4)2 + (y — 2)%)).

Ara ens plantegem el problema de tracar un cami amb la propietat que el tall amb totes les
corbes de nivell formi sempre el mateix angle. Aquesta construccié permetria controlar el

Vegeu el fitxer TrajectoriesSobreMapa.mlx. En aquesta introduccié (i bona part del capitol) ens
recolzarem en alguns programes en Matlab, disponibles a la pagina de ’assignatura a atenea.



65

pendent del cami a no ser, és clar, que estiguéssim movent-nos en situacions molt extremes:
en una paret vertical o en un pla, per exemple. A la Figura podeu veure una trajectoria
de pendent maxim 3% sobre la superficie z = fi(z,y). Es interessant veure com el fet de
demanar un pendent maxim obliga a fer una trajectoria més llarga i, fins i tot, envoltar la
prominéncia més allunyada a la condicié inicial.

Figura 3.2: Una trajectoria de pendent maxim 3% sobre la superficie z = fi(x, y).

Plantejarem ara el cas general; suposem només que f sigui de classe C* i que el seu gradient
no s’anul-li. El pendent en la direcci6 d'un vector unitari v ens el determina la derivada
direccional V f-v, i volem que sigui igual a una constant mg, tot i que pot ser que en algun
punt sigui impossible obtenir-lo; de fet, els pendents possibles sén els valors de I'interval
[=[IVf], ]IV f]]]- Usant també la definici6 d’angle entre dos vectors, tenim doncs que:

cosal|Vf||=Vf-v=mg,

on « és I'angle que formen els vectors Vf i v.

Per a dissenyar una trajectoria amb pendent constant, prenem v = (&(t), §(t)), que equival
a considerar que la solucio (x(t) y(t)) esta parametrltzada per l'arc (és a dir, recorrem la
superficie amb velocitat /1 + 2/(¢)2, on z(t (x(t),y(t))). Per tant, el vector ((t),y(t))
és un vector unitari que forma un angle a amb el vector gradient V f(x(t),y(t)) i, com a
conseqiiéncia, tenim que

'\ [ cosa —sina L/ V] (3.1)
y ) \ sina cosa LIV ) '
Observem que el sistema (3.1)) ens diu que el vector de derivades s’obté fent una rotacio

d’angle « del vector gradient de f normalitzat per a cada instant ¢ (a 'equaci6 no hem
fet explicita la dependéncia de t perqué fos més facil de llegir) ja que la matriu R,
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( cosa —sina ) és una matriu de rotaci6. Notem que una altra solucid seria prendre
sina cos

R.', que ens donaria una solucié en una direccié oposada. D’altra banda, és important
observar que a = a(z(t),y(t)) perqué per a cada t volem que es compleixi cos ||V f|| =
mg, Vf = Vf(z(t),y(t)). Per tant, haurem de substituir cosa = mg/||Vf]| i siha =
++/1 —m%/||V f|?% no obstant, si |ms|/||V f]], el sistema no estara definit.

Les equacions del sistema son equacions diferencials en les quals tenim informaci6
de les derivades #(t) i 9(t) de dues funcions incognita z(t) i y(t), en termes dels valors de les
funcions en cada instant de temps. La diferéncia amb altres equacions que s’han estudiat
anteriorment rau en el fet que ara les incognites son funcions i no pas nombres. Depenent
de la funcio f(x,y) que prenem, el sistema pot resultar impossible de resoldre, pero
sempre es pot recorrer a métodes numeérics que ens donen solucions aproximades, ccom el
que hem aplicat per a obtenir la trajectoria de la Figura 3.2

Per exemple, si f(z,y) = 1 —z%+ 32, per posar un cas molt senzill, el sistema resultant és:

m 1
= 5 + Vaz+y?—miy,

— Xz
I.2_|_y2 x2+y2

1 m
i = N

_332—1—3/2 x2—i—y2y

(3.2)

Per trobar una soluci6 concreta, hauriem de conéixer els valors inicials, generalment situats
en t = 0, és a dir, x(0) i y(0). A Pexpressio del sistema s’aprecia clarament que él
model no és valid a lorigen, on el gradient s’anul-la, ni tampoc esta ben definit si en algun
punt demanem un pendet |mg| > x? + y.

3.1 Concepte d’equaci6 diferencial i de solucié

Una equacio diferencial és una relacio entre una funcio (la incognita) i les seves derivades.

En un llenguatge més técnic, six = (1, -+ ,,) € R™, una equaci6 diferencial és una relacio
oy 0%
f , , —, s g O’ 3.3

on x ¢s la variable independent i y : R = R” és la funci6 incognita.
Vegem alguns exemples “naturals"d’aparicié d’equacions diferencials:

a) Creixement exponencial.

Una poblacié de bacteris creix a una velocitat proporcional al nombre de bacteris. En
un cert instant, el nombre de bacteris és 10* i, al cap d’una hora, és de 10°. Quants
n’hi haura al cap de tres hores?

Solucid: Sigui x(t) = la biomassa (nombre de bacteris) en un instant ¢ = ¢y (comp-
tarem el temps en hores).
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Per I’enunciat, sabem que 2(0) = 10%i z(1) = 10°. I la qiiestio, doncs, és saber quant
val x(3).
La frase “Una poblacié de bacteris creix a una velocitat proporcional al nombre de

bacteris"es tradueix, en aquesta notacio, en

' (t) = M (t).

Aqui és on “s’origina" I’equaci6 diferencial, ja que tenim informacié sobre la relacié de
la variacio (2/(t)) d’una variable (z(t)). El que no ens diu ’enunciat és la magnitud
d’aquesta variacio relativa, és a dir, el valor de A. Aquesta dada ’haurem de deduir
de tota la resta d’informacié de I’enunciat. Fixem-nos que, d’acord amb la definicio,
I'equacio diferencial s’escriu com F(x(t), 2'(t)) := 2'(t) — \x(t) = 0.

Hem de trobar x(t) tal que 2/(t) = Az(t); per tant,
x(t) = CeM, amb C € R

ja que

d d d

—x:)\x:>—x:)\dt:>/—x://\dt:>1n|x|:)\t+[(,
dt x x

i aplicant ’exponencial a la darrera igualtat:

2| = eMef = 2 = e

on K € R.

Ara imposem el valors de z(t) coneguts (per at =0, z = 10*i, perat =1, z = 10°):

10* = 2(0) = C = C = 10%
10° = z(1) = 10%* = * = 10 = A = In 10.

Finalment, obtenim
x(t) = 10*10" = 10"

En aquest cas, 'equacié diferencial és ' = Az per un A fixat. Anomenem problema
de valor inicial al sistema
¥ =z,
z(to) = o,

on ty i xy s6n coneguts. Anomenem conjunt de solucions a x = CeM i solucid a la
funcio trobada quan imposem la relacio x(ty) = zo. El problema de valor inicial té
una tnica solucié sota certes condicions de regularitat de la funcié F que apareix a
la Definici6 3.3l
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b)

Moviment uniformement accelerat.

Si z(t) és la posicio d’'una particula, /() n’és la velocitat i 2" (), l'acceleracid, seguint
la segona llei de Newton, tenim que

o) = T

m(t)

Si suposem que ’acceleracio és constant, aleshores
2'(t)=a= (2'(t)) =a=2'(t) = /a dt+C=at+C

isi2’'(0) = vy obtenim
2'(t) = at + vp.

Integrant

2(t) = th + vot + C

si, a més a més, x(0) = xo, aleshores obtenim que

Z’(t) = th + vot + xg.

Sovint, pero, les derivades de la funci6 incognita no es fan només respecte un parame-
tre sind que la variable independent pot tenir una dimensié més gran que 1. Aquesta
mena d’equacions s’anomena equacid en derivades parcials (EDP). Les que depenen
d’una sola variable independent, com als exercicis anteriors, s’anomenen equacions
diferencials ordinaries (EDO). A continuacio veiem un exemple d’EDP.

Equaci6 de la calor.

Considerem
Up = Uy, on u = u(t,x).

......

La dificultat de la resoluci6 d’aquest tipus d’equacions queda molt més enlla dels
objectius d’aquest curs. Deixem aquest exemple com una mostra d’EDP. Tampoc
entrarem en ’analisi de sistemes d’equacions, pero tot i aixi, el segiient exemple ens
il.lustra el concepte de solucié en EDs bidimensionals. %Dibuix
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d) Sistema depredador-presa.

Sigui z(t) la densitat de poblacié d’una determinada colonia d’una espécie animal
que juga el paper de presa i y(t) la densitat d’una altra poblacié que actua com a de-
predadora. Si permetem, a més, uns factors externs, €1, €5, per part d’altres espécies,
la relaci6 entre ambdues densitats pot venir regulada per un sistema d’equacions com

ara: w(t) =xz(t)(a— By(t)) + €1,
(3.4)

y(t) = y(@)(vat) — p) + €,

on « (taxa de reproduccio), 8 (funci6 de resposta), v (funcié de resposta) i p (taxa de
mortalitat) son constants reals i positives. Siguin (z(0),4(0)) = (xo, yo) les densitats
inicials d’ambdues poblacions.

En el cas que ¢, = e5 = 0, totes les solucions sén corbes tancades periodiques, vegeu
la figura 3.3l Observem, a més, que la solucié (z(¢),y(t)) = (4, §) compleix que
#(t) = y(t) = 0 per a qualsevol t; en aquests casos, es diu que el punt (%, %) és
d’equilibri.

Sistema dep ol de Lotka-Volt: Sistema pi de Lotka-Volt

Iy N n [ Presa (x) J
asif : oy epredador )} -

25 @
2

0 50 100 150 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps Presa (x)

Poblacio
~
Depredador (y)

Figura 3.3: Solucions del sistema amb €; = €3 = 0. A I'esquerra, grafica de z(t) i y(t)
d’una solucié particular. A la dreta, diverses solucions (corresponents a diverses condicions
inicials) en el pla zy (no es veu el temps). Observeu que totes son corbes tancades, és a dir,
solucions periodiques. Per a la representacié d’aquesta figura s’ha pres a = 0.4, g = 0.2,
v=0.081pu=0.1.

Quan deixem que €7 i € siguin diferents de zero (introduim factors externs!), desapa-
reix el continu de solucions tancades i les solucions poden tendir totes a un equilibri,
tal com es mostra a la figura [3.4

Altres valors dels parametres €; i €5 podrien conduir, per exemple, a I’existéncia d'una
orbita periodica aillada, que s’anomena cicle limit, i que suposaria una oscil-lacié
idéntica de les poblacions de preses i depredadors independentment de la condicid
inicial. A la figura hi podeu apreciar un exemple de cicle limit del sistema (3.5])
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Sistema P de Lotka-Volterra Sistema P de Lotka-Volterra

Presa (x)
- Depredador (y)

Depredador (y)
N
o

0 100 200 300 400 500 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
Temps Presa (x)

Figura 3.4: Soluci6é particular del sistema amb €, = €5 = 0.01. A V'esquerra, grafica
de z(t) i y(t). A la dreta, grafica en el pla zy (no es veu el temps). Observeu que ja no
s’aprecia una soluci6é periodica siné que tendeix a un punt d’equilibri. Per a la representaci6
d’aquesta figura s’ha pres a = 0.4, 5 =0.2, y=0.081 p = 0.1.

a(t) = —y(t) + (x(t) — 2(t)*/3),

y(t) = =(1),

anomenat oscil-lador de van der Pol, que modela 'activitat eléctrica en un circuit
que usa valvules de buit.

(3.5)

Oscil-lador de van der Pol

Figura 3.5: L’equacié de Van der Pol modela un circuit eléctric RLC' en qué la resisténcia
és un diode ttnel (una valvula electronica) amb caracteristica F(x) = p(z® — z), u > 0.
En la grafica es pot apreciar una orbita tancada isolada (linia continua i blava), també
anomenada cicle lfmit. Observem com les altres orbites (puntejada en vermell i discontinua
en negre) tendeixen al cicle limit.

De preguntes com ara
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1) Quantes orbites tancades hi ha?

2) Son atractores o repulsores?

se n’ocupa una branca de les equacions diferencials anomenada teoria qualitativa. La teoria
qualitativa defuig la idea de trobar una solucié exacta. De fet, trobar la solucié exacta
d’una equacio6 diferencial no és possible en general. De tota manera, en la propera seccid
donarem una idea d’alguns métodes molt elementals de resolucid, aplicables només a classes
particulars d’equacions.

3.2 Equacions diferencials ordinaries: métodes basics de
resoluci6

3.2.1 [Equacions diferencials lineals de primer ordre

Sigui 2'(t) + p(t)z(t) = q(t) on p(t) i ¢(t) acostumen a ser funcions conegudes. Sigui
F(t,z,o',---) una funcié lineal. Direm que és una equacié diferencial de primer ordre
quan el maxim ordre de derivacio6 és 1.

Equaci6é Diferencial Lineal Homogénia

Si tenim ¢(t) = 0 la solucio es calcula:

2(1) = —plt)e(t) = T = —pjr = = p(t)is

= In|z| = —/p(t)dt+K

= z(t) = Cel )t

Es diu que x i t son variables separables perqué les podem integrar per separat.

Equaci6é Diferencial Lineal No Homogénia

Per resoldre 'EDL no homogeénia és convenient aplicar el métode de variacié de les cons-
tants que consisteix en suposar que

x(t) = C(t)e /PO

Busquem una funcio C(t) tal que z(t) = C(t)e~ /PO sigui solucié de 'EDL. Imposem que
sigui solucio:

C'(t)e 17O 4 C(t)e IPOU(—p(t)) + p(t)C(t)e PO = q(t);
llavors,
C'(t) = glt)e 17 — () = [ atel ",
i, per tant,

Q:(t) = C(t)effp(t)dt — (/ q(t)efp(t)dtdt) e*fp(t)dt.

Exemple: Considerem 2’ + ax = b, on a,b € R constants.
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1 Soluci6 homogénia: ' + ax =0

d
Yo adt = x(t) = Ce ™
T

2 Prenem x(t) = C(t)e ™

C'(t)e ™™ = b= C'(t) = be” = C(t) = éeat + K

b
z(t) = <—e“t + K) e =Ke "+
a

— b
3 Solucié al problema de valor inicial: { K( l o= Kt

Per tant,

b b b
l’(t): (xo—a)eat—l—azxo—}—a(l—eat)

3.2.2 Equacions diferencials exactes

Considerem una equacié diferencial de la forma
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

Si el camp (M (z,y), N(z,y)) és conservatiu (vegeu el capitol de camps vectorials), existira
U=U(x,y) tal que
dU = M(z,y)dx + N(z,y)dy

En aquest cas, 'ED Mdx+ Ndy = 0 la podem pensar com dU = 0 i, per tant les solucions
seran les corbes U(x,y) = constant.

Si (M(z,y),N(x,y)) és conservatiu es diu que 'equacié diferencials és ezacta. Recordem
que en aquests casos, si M i N son funcions diferenciables, la funcio U(z,y) existeix si

My(l’,y) = N(xay)

Remetem el lector altra vegada al capitol de camps per a una demostracio.
Exemple: L’equaci6 diferencial xy’ — 2y = 0 es pot escriure com

xdy — 2ydx = 0.

Les funcions M i N son, doncs, M(z,y) = =2y i N(z,y) = x.

En el segiient exemple expliquem com es determina la funcié U(z,y) en cas que existeixi.
Exemple: Resolem 'equaci6 xdz + ydy = 0.

Com que M(z,y) = i N(z,y) = y i, per tant, M, = N, = 0, existira U(x,y) tal que
I’equaci6 diferencial es podra escriure com a dU = 0.
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Busquem U (z,y), doncs, tal que g—g =M(z,y) ==z

Aixo implica que
2

U@w=%+ﬂw

per a una certa funcio .
Imposem ara que %—Z = N(z,y) = y, utilitzant al mateix temps 1’expressié d’U que acabem

d’obtenir. Llavors:

oU y?
a0 =YW =y=2) =75 +C
Yy
Finalment, doncs:
2, .2
— Ul(z,y) = L —2|—y +C,

on C és una constant real qualsevol.

Observem que de ’equaci6 inicial es pot interpretar que les solucions d’aquesta EDO son
L e . Lo dy

aque.lles corbes tals. que el Vector‘ posicio 51gu1.perpend1‘cular al Vec.tor tangent: Y ==

’Tx; i aquesta propietat geométrica la compleixen les circumferéncies, que sén justament

les corbes solucié que hem obtingut: % =K.

Exemple: A I'exemple anterior hem resolt xdx + ydy = 0, és a dir, el cas 3/ = ’7:” Ara,
estudiarem les solucions de f(z,y)xdr + f(z,y)ydy = 0 per a f(x,y) = 2 o sigui quan
_23
y/ = 2y
3 2 —
x’dr + yr dy =0
on

M—x3}:>My =

N = 2% N, = 2zy 0 } = No és conservatiu

Si existeix una funcié f(z,y) tal que

O(fM) _ O(fN)

oy Oz

s’anomena factor integrant.

of (z,y)x®  Of(x,y)ya®
Jy N ox

fyt® = foyz® + f2xy

f,2* = foyz + 2yf

i es comprova que f és un factor integrant.
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3.2.3 Exercicis d’enunciat més complex
a) Dataci6 d’excavacions, vegeu [2, p. 19].

En una excavaci6é a Nippur, una ciutat de Babilonia, el 1950, es va mesurar que el
carb6 vegetal d’una biga del sostre patia 4.09 desintegracions per minut i per gram.
La fusta viva pateix unes 6.68 desintegracions. Suposant que aquest carbo6 vegetal es
va formar durant I’época de Hamurabi, doneu una estimacié de la data probable de
successio de Hamurabi, sabent que la semivida del C4 és de 5568 anys.

Per resoldre’l, comencem introduint notacio:

Sigui N(t) la relacio entre el nombre d’atoms per gram d’un element radioactiu, en
funcié de ¢t anys. Per tant, N'(t) sera el nombre de desintegracions per any.

Anomenem semivida del material al temps que tarda una massa en reduir-se a la

meitat.
Hem de resoldre

N’ 3

~ =

N N
= N(t) = N(0)eM = { Si N(t) = Q} = @ = N(0)eM
1
— 56’\t — M =—In?2

—In2

t semivida =t = = \ = —1n 25568

Sabem que

N'(0) = 6.68 mamy = AN(0)
N'(t) = 4.09 -muy = AN(t) = AN(0)eM

6.68 - Many = AN(0) }6.68 v e 409

409 Mayy = AN(0)eM [ 4.09 6.68
4.09 1. 4.09
MoInao? s p = S Ine st~ 3940
" 5.68 N 663 anys

b) Tangents i normals

Trobeu totes les corbes del primer quadrant que verifiquen la segiient propietat: Si P
és un punt arbitrari de la corba, T la interseccié amb l’eix Y de la tangent a la corba,
N la interseccié amb l'eix X de la normal a la corba i O l'origen de coordenades,
aleshores TN és perpendicular a OP.

Calculem primer la recta tangent de la corba que cerquem (z(t),y(t)): (z,y) =
(z(t), y(t) + s('(1), /(1))

I ara, la recta normal: (z,y) = (x(t),y(t)) + n(—y'(t), 2'(t))
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Calcul de T'= (0, yr):

0=2z(t) +s2'(t) = s = — = yr = y(t) —

Calcul de N = (zy,0):

Imposem que ﬁj_ﬁ\f
OP = (x(1), y(t))

— / x !
TN = (zx, —yr) = (a(t) + 2000, —y(r) + “Lr0)

H ! /
ImposemqueO?-TN:O: a? 4+ 4 P B —OQonx=a(t) iy

yz—x2:2xyz—iicomquey:y(x):>3—z:y2;—,ﬁ:0

Comprovem si és una equaci6 diferencial exacta

2xydy = (y* — 2°)dx = (2% — y*)dz + (2zy)dy = 0

(% — y?) d2xy
By Y1 e T
Per tant no ho és.
Resolem , ,
,_d_y_y2—l‘2_z—2—£—2
Y dx 2y 2%
fem el canvi de variable z = £ amb 3’ = 'z + 2
/ 2 =1 / 2 2 2
Zx+z= 5 — 22z =2"—1—-22"=—-1—=2
z
,  dz —1—221:> —2z J dx
2T == z = —
dx 22 «x 1+ 22 x
i integrem a banda i banda
2 » kK 2 Y
In(l+z2)=—lnr+C=1+2"=—=2"==
x x

V42’ —kr=0

Les solucions son de la forma

ko o Kk
(95—5) Ty =

és a dir, circumferéncies de radi £ i centre (£,0)

y(t).
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3.3 Families de corbes ortogonals

Suposem que tenim una equaci6 F(x,y,y’) = 0. Per exemple, v/ = f(z,y). En general
té infinites solucions. El conjunt de solucions és una familia de corbes. Si imposem una
condici6 inicial, ens acostuma a quedar una tinica soluci6.

Exemple:

d _
d—y:y’:—x:>ydy:—xdx:>y2:—x2+C’:>x2+y2:C’
X Yy

Calcul de la familia de corbes ortogonals a les solucions y' = f(x,y)
L’equacio diferencial de la familia de corbes de 'exemple anterior és:

d d
i T

Y

La familia de corbes ortogonals a les solucions de ¢y = f(x,y) satisfa I'equacio diferencial
r_ -1

Y= Ty

Exemple: Busquem la familia de corbes ortogonals a la familia de corbes y? — 22 = C

1) Derivem I'hipérbola y* — 22 = C respecte x: 2yy’ —2x =0 =y = 2
2) L’equaci6 diferencial de la familia de corbes ortogonals és: y' = —~

3) Resolem I'EDO:

:>ln|y\:1n]x|’1+C:>y:

C o5

y+a)y—z) = y*—a?=
y? = 2?+c¢
22 = Yy’ —c
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3.4 Exercicis

3.4.1 Equacions de primer ordre

1. (vegeu [3]). Determineu si la funcié proposada és una solucio de 'equacio diferencial

respectiva.
(a) y=_Ce', y' = 4dy;
2zy

(¢) y=3cosx, y™V) — 16y = 0;

(d) y=e2, y™V) — 16y = 0.

2. (vegeu [3]). Calculeu la soluci6 general de les equacions diferencials segiients:

(b) (2+ )y =3y,
(¢) yy' =sinzx.

3. (vegeu [3]). Calculeu la solucié particular, en els punts indicats, de les segiients
equacions diferencials:

(a) yy' —e” =0, y(0) =4,
(b) yz+1)+y =0, y(-2) =1,
() (L+2%)y — (14+4*) =0, y(0) = V3.

4. (vegeu [3]). Determineu quines de les segiients equacions diferencials son exactes i en
aquest cas trobeu la solucié general.

(a) (2z — 3y)dz + (2y — 3x)dy = 0,
(b) (423 — 6zy*)dx + (4y® — 6zy)dy = 0,
(c) 2cos(2x — y)dx — cos(2z — y)dy = 0.

5. (vegeu [3]). Calculeu la solucio particular, en els punts indicats, de les segiients
equacions diferencials:

(a) - Y —da + (In(x — 1) + 2y)dy = 0, y(2) = 4,

x Y
b) ——dov + ——=dy =0, y(0) =4
()$2+y2 x+x2+y2y 7y() )
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6. (vegeu [3]). Donada 'equacié diferencial
(22y° + 3)dx + (32%y* — 2y)dy = 0,
trobeu la corba integral que passa pel punt P(1,2).
7. (vegeu [3]). Cerqueu els valors del parametre m perqué l'equacié diferencial
(22 + 1)ydz + (3y* + ma® + ma)dy = 0

sigui exacta.

Per a cadascun d’aquests valors trobeu la integral general corresponent.

8. (vegeu [3]). Es diu que B(x,y) és un factor integrant de V'equaci6 M(z,y)dx +

o(BM 0(B N
N(z,y)dy = 0 si ( ) = ( ) Comproveu que cada una de les funcions

0y ox

segiients és un factor integrant de I'equacio diferencial y dz — x dy = 0 (observeu que

1
A t : e = — = Q0.
no és exacta): v(z,y) por u(z,y) 2 r(z,y) 2+

9. (vegeu [3]). Resoleu les segiients equacions diferencials lineals

(a) xy' —2y =10
(b) xy — 2y = a?
/

(c) ¥ —ytanzx =1

10. (vegeu [3]). Calculeu la solucio particular de les equacions diferencials en el punt
indicat:
(a) v cosz+y—1=0,y(0)=5
(b) ¢ + ytanx = secx + cosz, y(0) =1

11. Busqueu la familia de trajectories ortogonals a la familia de corbes

a) Yy =ccosx b)y = c sinz )y —1?=c

- f) 2?2 —y? =cx

d) y =e* e) y=ce
g)y=clnx h) y = In(cx) i) y=rctanx

jlxy=c k) 2yPlny — 3> +2?/2=c 1) y?/24z=c

i representeu ambdues families graficament (és aconsellable de fer-ho amb Maple).
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3.4.2 Formacié de models

Els segiients problemes estan extrets de diversos llibres d’equacions diferencials les referén-
cies dels quals les podeu trobar a la bibliografia.

1. Prediccié de poblacions, vegeu [4, p. 25|.

Els experts en agricultura estimen que es necessita un ter¢ d’acre de terra per alimen-
tar una persona continuament. S’estima que a la Terra hi ha 10000 milions d’acres
de terra laborable, amb la qual cosa es podria alimentar una poblaci6 de 30000 mi-
lions a molt estirar, si no existissin altres fonts d’alimentacié. A principis de 1970
la poblaci6 mundial era de 3600 milions de persones. Suposant que la poblacid creix
amb una taxa anual del 2%, quan estara la Terra al complet? Quina seria I’estimacio6
per al 20807

2. Models epidemiologics, vegeu [4], p. 27].

Suposem que una poblacié donada es pot dividir entre els individus que pateixen una
certa infeccio6 i els susceptibles a contreure-la per contagi. Suposem que la poblacio
total no varia i, per tant, si z i y séon les proporcions de cada un dels dos grups
(x =infectats, y =susceptibles), es manté que x + y = 1. Suposem els segiients fets:

e la malaltia es propaga a través dels contactes entre persones malaltes i sanes;

x
e ¢l ritme " de propagaci6 és proporcional a aquest nombre de contactes;

e que ambdos grups es relacionen lliurement, de manera que el nombre de contac-
tes és conjuntament proporcional a z i a y.

Si x = g quan t = tg, cerqueu x com a funci6 de ¢, dibuixeu (qualitativament) la
seva grafica i useu aquesta funcié per determinar que finalment la infeccié s’estendra
a tota la poblacio.

3. Barreges, vegeu [4, p. 27].

Un diposit conté 1000 litres de salmorra en les quals s’han dissolt 40 litres de sal.
Es vol reduir la concentracié de sal fins a un 1%, fent entrar aigua pura a ra6 de
50 litres per minut i permetent que s’escoli la mateixa quantitat, mentre es remena
continuament per mantenir uniforme la barreja. Quant temps es tardara a aconseguir
el proposit?

4. Calcular NO perjudica seriosament la salut, vegeu |4, p. 27].

S’esta celebrant una festa en un local de 1800 metres ciibics d’aire lliure de monoxid
de carboni (CO). En un moment donat, diverses persones comencen a fumar. El fum
que exhalen, que conté un 6% de CO, s’escampa per ’habitacio a raé de 0.15 metres
cubics per minut, i la barreja amb l'aire no viciat produida per la ventilacio, surt a
aquest mateix ritme per una finestra mig oberta. Si els nivells de CO comencen a ser
perillosos a partir d’una concentraci6 del 0.00018, quan hauran de fugir els antitabac?
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. Llei de refredament, vegeu [4, p. 27|.

Suposem que un cos calent es refreda a un ritme proporcional a la diferéncia de
temperatura respecte I'ambient (llei de refredament de Newton). Un cos s’escalfa
a 110°C i es col.loca a una temperatura ambient de 10°C. Després d’una hora, la
temperatura ha baixat a 60°C. Quant temps tardara encara a arribar als 30°C?

. Contagi, vegeu [4, p. 27|.

Per raons obvies, la sala de disseccié d’un forense es manté freda a una temperatura
constant de 5°C. Mentre el forense estava fent ’autopsia de la victima d’assassinat,
ell mateix és assassinat, i el cos de la victima (la primera, és clar), robat. A les
10 del mati (hora de Cardona), I'ajudant del forense descobreix el cadaver a una
temperatura de 23°C. Dues hores més tard, la temperatura ha baixat ja a 18.5°C.
Suposant que el forense tenia en vida una temperatura de 37°C, a quina hora va ser
assassinat?

. Poblacions humanes (llei de Malthus), vegeu [2 p. 37].

Si es menyspreen les taxes d’emigracié i d’homicidis, la poblacié de la ciutat de Nova
York satisfa la segiient llei de creixement:

dp 1 1

___p_

2
3.6
at 257 " 251067 (3.6)

on t ve mesurat en anys.

a) Modifiqueu l'equacié per tal de tenir en compte el fet que 9000 persones se’n
van cada any de la ciutat i que cap a 1000 sén assassinades en el mateix periode.

b) Suposant que el 1970, la poblacio de Nova York era de 8000000, calculeu la
poblaci6 per al futur. Qué passa quan t — co?

. Tangents i normals.

Trobeu totes les corbes del primer quadrant que verifiquen la segiient propietat: Si P
és un punt arbitrari de la corba, T' la interseccié amb l’eix Y de la tangent a la corba,
N la interseccié amb 'eix X de la normal a la corba i O l'origen de coordenades,
aleshores TN és perpendicular a OP.

. Concentracions d’urani, vegeu [2, p. 17].

Veurem a continuacié com es calcula la concentracié d’urani en un mineral a partir
de les desintegracions per minut i per gram de plom 210 (dpm/(g Pb)) en el mineral.

La semivida de I'urani 238 és de 4.51 x 10% anys. Al ser tan llarga, es pot suposar
que la quantitat d’urani en la mena és constant durant un periode de 200 o 300 anys.
Denotem per N (t) el nombre d’atoms d’U?*® per gram de plom comii a la mena en el
temps t. Com que el plom 210 esta en equilibri radioactiu amb I'urani en el mineral,

se sap que
dN/dt = —AN = —100 dpm/(g Pb)
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en el moment ¢y. (1 any=525600 minuts).

A partir del fet que un mol d’urani 238 pesa 238 grams i que hi ha 6.02 x 10?3 atoms
en un mol, demostreu que la concentracié6 d’urani a la mena és aproximadament
0.014%.

10. Rellotges d’aigua (clepsidra), vegeu [1, p. 29|.

Tenim un recipient amb seccié horitzontal d’area S(x), on x és la distancia de la
seccio al fons del recipient (on hi ha un orifici de sortida de secci6 s). Suposem que

a l'instant t = 0, x = h.
y
> |
e
/

h

Se sap que la velocitat de sortida v del liquid quan el nivell és = ve donada per
v =kv/2gx, on g = 9.8 m/s? i k és el coeficient de velocitat de sortida del liquid per
Porifici.

a) Suposant que en un interval infinitament petit de temps (dt), sortira uniforme-
ment una columneta de liquid d’altura v dt i seccié s, i que el nivell baixara
—dx, deduiu 'equaci6 diferencial que modela aquest procés.

b) Si el vas és cilindric d’altura 6 m i diametre 4 m, lorifici té un radi de 1/12 m i
la constant k£ = 0.6, demostreu que la solucié de I'equaci6 diferencial és

t ~ 434.304(v6 — /), pera 0 < x < 6.

¢) Quina ha de ser la forma del recipient perqué el ritme de baixada sigui una
constant a?

Si teniu curiositat per les clepsidres, podeu visitar, per exemple,
http: / /fluidos.eia.edu.co/fluidos/clepsidra/unoc.html
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11. Vol amb paracaigudes, vegeu [2 p. 51].

El pes total d’una persona i el seu paracaigudes P és de 80 Kg. Denotem per V(t)
la velocitat que duu el paracaigudista després de t segons d’haver-se llangat (des
d’una avioneta...i amb paracaigudes!). Durant els primers 10 segons, la resisténcia
de laire és /2, mentre que a lobrir-se el paracaigudes (si s’escau), passa a ser de
10V. Obteniu una férmula explicita per a V(t) si t > 10, essent optimistes i suposant
que el paracaigudes s’obre.

12. Pressi6 sobre columnes, vegeu [3].

Calculeu com ha de variar la seccié d’una columna que suporta un pes P de manera
que la pressio sigui constant, k, en tota la seva alcada. Es suposen conegudes la seccio
Sp de la base superior i el pes especific, A\, del material amb qué esta construida.

13. Recuperacié d’una molla elastica, vegeu [3].

Descriviu el moviment d’un pes de 32Kg penjat d’una molla en el casos segiients:

(a) S’estira el pes %m per sota de la seva posicié de repos i es deixa anar.

(b) Elevem el pes %m per sobre de la seva posicid de repos i el deixem caure.

(Tingueu en compte que la posicio de repos del pes esta a %m a partir de la posicio
de repos de la molla.)

3.4.3 Equacions de segon ordre i sistemes d’equacions

1. (vegeu [4, p. 89]) En cadascun dels casos segiients, trobeu (a ull) solucions particulars
de I'equaci6 diferencial homogénia, a partir d’aqui, una solucié general de I'equacio.

(a) y// — €I7

(b) ¥ —2y" =4,

(c) ¥y —y =sinz,

(d) (z—=1)y" —zy' +y=0.

2. (vegeu [3]). Resoleu
y// _y/ o 2y — 46296

i dibuixeu la soluci6 particular que passa pel punt (0,—1) i té pendent —1 en aquest
punt.

3. (vegeu [3]). Resoleu
y" + 3y + 2y = 10 cos z.
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4. (vegeu [3]). Resoleu
y/l+2y/+y:x+2

i dibuixeu la corba solucié que té tangent horitzontal en el punt (0,0).

5. (vegeu [3]). Trobeu, utilitzant el métode de variacié de constants, les solucions gene-
rals de les equacions diferencials,

(a) vy +y = tanz,

xT

[
b) o — 2 - -
d) v —2y+y o

6. (vegeu [4, p. 89]) Eliminant les constants c; i ¢a, trobeu equacié diferencial de la
familia de corbes:

(a) ¥y = a1z + ca?,

(b) y = 1" + coe™,

(¢) y = cysinkx + ¢y cos —kuz,
(d) y = c1 + coe™ 2.

7. (vegeu [3]). Considereu el sistema lineal d’equacions diferencials

{x’ = x+ 2y,
/

y = 2x—2y.

Trobeu I'equacié6 lineal de segon ordre homogénia equivalent i utilitzeu-la per a trobar
les solucions del sistema.

8. (vegeu [3]). Trobeu la soluci6 particular del sistema lineal

v = 2y +4ys
Yy, = 3y1 — 4ys + 12y3
Yy = Y1 — 2y + 5ys,

que per a t = 0 passa pel punt (1,0,0).

9. Demostreu que les funcions ®(t) = c; et i ®y(t) = ¢; €' + ¢y € s6m solucions del
sistema lineal d’equacions diferencials
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3.5 Introducci6

Un dels problemes que es presenten en l'estudi de la geodésia o de com fer representacions
de la Terra, és crear mapes en una superficie plana que representin una superficie en I’espai
tridimensional, la Terra. Aquest procés necessariament comporta alguna distorsio, que es
pot controlar fent servir projeccions que minimitzin la distorsié en certes regions. Les
matematiques de la cartografia i problemes relacionats amb la geodésia han estat sovint
font d’inspiraci6 per a estudis en geometria, teoria de funcions i transformacions conformes.
[ en aquests camps es basen els primers treballs de matematics com Lambert, Lagrange i
Gauss. En aquesta llic6 comencarem donant la formulacié analitica de la variable complexa
a partir de la qual s’obtenen diverses projeccions. El llenguatge que proporciona la variable
complexa facilita I'estudi de les les propietats de les projeccions i de les transformacions
del pla.
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Els nombres complexos

4.1 Definicio

Donat un nombre real z € R qualsevol el seu quadrat és sempre un nombre positiu o zero
i per tant no existeix cap nombre real solucié de I’equacio

2>+ 1=0 (4.1)

Per resoldre equacions d’aquest tipus, s’introdueix C el conjunt dels nombres complexos.
Un nombre complex, z € C, és una expressio de la forma z = x + y ¢, amb x,y € R. Es
defineix ¢ com la unitat imaginaria que compleix i> = —1. Als nombres reals z,y se’n diu
respectivament la part real i la part imaginaria del nombre complex z, i es pot escriure

z= Rez

z:x+yz=>{ y= Im 2

El conjunt dels nombres complexos es defineix
C={z=z+iy|r,y € R}

13. Observem que la unitat imaginaria, i, satisfa ’equacio o el que és
equivalent, les arrels de lequacid 22 + 1 = 0 son =i.

Definicié 4.1. A lexpressio z = x + 1y se’n diu la forma bindmica del complex z.

Podem considerar els nombres reals com a complexos amb part imaginaria nul.la, és a dir
siz e R,x=x+0: En el cas que la part real d'un complex sigui nul.la, 2 = 0+ y i, diem
que el complex és imaginari pur.

4.1.1 Les poténcies de ¢

Els possibles valors de qualsevol poténcia de la unitat imaginaria ¢ sén £1, i, en efecte,
recordant que > = —1 i multiplicant els dos termes de la cadascuna de les igualtats per i
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s’obtenen els quatre possibles valors. En general, per a qualsevol k enter positiu:

0 =1,
.1_>
7 —’l, Ak
P =-1 LT

M . .
B =2i=—i PR =,

) .

422 2 —
1t =177 =1, b3 :
5 a4 - i = —i.
1° =1%1 =1,

Per exemple, i?7 = i3 = —i, ja que 2007 = 4 - 501 + 3.

4.1.2 El complex conjugat

Donat del nombre complex z = x + iy, es defineix el complex conjugat de z, que s’escriu z,
com el complex que té la mateixa part real que z i la part imaginaria igual pero canviada
de signe:

Z=x—1Y.
Com a conseqiiéncia es compleix
z+7z
Re z =
2
zZ—Z
Im~» = :
21

4.1.3 El pla complex

La representaci6 grafica d'un nombre complex és un vector en el pla R? que té l'origen a
0(0,0) i Pextrem, o afix, en el punt (z,y)

-Z E
Figura 4.1: Representaci6 grafica d’un nombre complex, del seu opost i del conjugat

Exemple 31. Representeu graficament els segiients nombres complexos z = 4+3i, 21 = —z,

2 =7, 23 = —z. (Vegeu la figura[{.1])
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4.1.4 El cos dels nombres complexos

Donats dos nombres complexos z; = x1 + iy, 22 = T2 + 1y2 qualssevol, es defineixen
I'operacié suma de nombres complexos com el nombre complex que té part real igual a la
suma de les parts reals i com a part imaginaria també la suma de les parts imaginaries:

2+ 2 = (21 4+ x2) + 1 (y1 + v2). (4.2)

Aquesta operaci6 satisfa, per a qualssevol complexos 21, 20, 23 € C, les propietats associa-
tiva, (21 + 29) + 23 = 21 + (22 + 23), commutativa, z; + 23 = 23 + 21, i té element neutre
que és 0 =0+ 04. A més, per a cada z = x + iy € C existeix el seu opost —z = —x — i y.
Es defineix 'operacié producte de dos nombres complexos com el complex que s’obté mul-
tiplicant les expressions x1 + 1 ¢, i £ + Yo ¢ com si fossin polinomis i tenint en compte que
i? = —1. Formalment es pot definir de la forma segiient

2129 = (X1 @2 — Y1 Y2) i (X1 Y2 + T2 41). (4.3)

El producte de nombres complexos satisfa les propietats associativa, (z1-22)-25 = 21-(22-23),
commutativa, z; -2 = 25-21, i té element neutre, que és 1 = 1404. Peracadaz =x+1y €
C, z # 0, existeix el seu wnwvers, %, que es calcula multiplicant i dividint pel conjugat del
denominador

S = = — . 4.4
2Z  xHyir—yi 2?2+y? 2?2+ y? xQ—I—yQZ (44)

1 1z 1 z—yi x—y1 x Y
z

Es important destacar que el producte d’un nombre complex, no nul, pel seu conjugat és
sempre un nombre real positiu.

Es compleix també la propietat distributiva de la suma respecte el producte de nombres
complexos, z1 - (22 + 23) = 21 - 20 + 21 - 23.

El conjunt dels nombres complexos amb les operacions suma i producte té una estructura
de cos commutatiu.

24+ 30
Exemple 32. Calculeu el quocient ] + 22_.
—2i

2431 (2+30)(1+2)  —4+Ti

1—-2  (1-2)(1+2) 5

4.1.5 El modul d’un nombre complex

El producte d'un nombre complex no nul,z € C, pel seu conjugat és sempre un nombre
real positiu. Es defineix el modul del complex z com |z|

12| = +V2Z =+ (z +yi)(z — yi) = +/22 + 2. (4.5)

La interpretaci6 geométrica del modul d’un complex, s’observa en la figura [1.1] Efectiva-
ment, el modul d’'un nombre complex és la longitud del vector que el representa.
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4.1.6 Forma polar i trigonométrica d’'un complex

Donat el complex z = x + 7y en forma binomica, es defineix el seu argument com 'angle,
a, que forma el semieix positiu de les abscises amb el vector que representa el nombre
complex mesurat en radiants. Vegeu figura [4.2]
Formalment un complex en forma polar s’escriu

z = |z]e'.

Més endavant veurem la justificacié d’aquesta forma d’escriure, en concret el significat de
I’expressié €' quan es parli de la funcié exponencial complexa a la Secci6 [5.3.1]

4.1.7 Relacié entre la presentacié bindomica i polar d’'un complex

Donat el nombre complex en forma binomica z = = + yi podem passar-lo a forma polar
tenint en compte que

2] = +Va?+y? (4.6)
a = arctanZ. (4.7)
T

Aquestes expressions es dedueixen facilment a partir dels grafics i Cal anar en
compte al determinar ’argument perqué hi ha dos angles, que difereixen en 7 radiants,
que tenen la mateixa tangent. Per exemple, els complexos 2y = 1+ 171 20 = —1 — 7 tenen
el mateix modul, v/2 i en tots dos casos el quocient 2 =1, i per tant arctanl = 7 o
arctan 1 = ‘%. Cal adonar-se que z; és del primer quadrant i per tant el seu argument ha

de ser a; = T, mentre que 'argument de 2o és g = 2F.
1 1
vicev X
I viceversa, donat el nombre complex en forma polar
z=[z€° z = |z]e'®, tenim
xr =|z| cos
\’l/\ | | ) )
y = |z|sina.
a
( que ens permet calcular la part real i la part ima-
T ginaria del complex i per tant tenir la seva forma

binomica.

Quan un nombre complex ve donat de la forma
Figura 4.2: Representacio grafica
d’un nombre complex. Forma polar z =|z|(cosa + i sin ),

es diu que esta escrit en forma trigonometrica. D’aquesta forma és clar qui és el modul i
Pargument de z i només cal substituir els valors de cos« i sin « per tenir-ne la seva forma
binomica.
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4.1.8 Producte i poténcia de complexos en forma polar

En el cas que els nombres complexos estiguin expressats en forma polar, les formules de
Moivre (1667-1754) proporcionen una manera senzilla de calcular el producte i les poténcies
de nombres complexos. El producte dos nombres complexos

2129 = |212’2|€i (0‘”"“2), (4.8)

és un complex que té per modul el producte de moduls i per argument la suma dels argu-
ments dels factors. La demostracié es pot fer passant a forma trigonométrica i recordant
una mica de trigonometria.

2129 = |z1]|22|(cos ay + isin ay)(cos g + i sin a)
= |z1]|22|(cos a1 cos ay — sin ag sin iy +
i(cos o sin ap + sin oy cos az))
|21]| 22| (cos(a1 4+ ag) + isin(ay + aw))

= |z zo|etlrten),

La poténcia d’'un nombre complex és:

o= (2 e )" = [T e,
«
i(—+5E)
Vz = {/lz]le n : k=0,...,n—1 (4.9)

Exemple 33. Calculeu (—/3 4 14)'

Comencem calculant el modul de z = —/3 +1i, que és |z| = | —V3+i| =V3+1=2, i
l’argument o = arctan 71/3 = ‘%T Aplicant la formula €s

5m

(—V3+i)P = (2 7)1 =22 = 32768,

ja que 15°F = 25% = Z + 6.

Es important destacar que quan es resol I'equacié z" = z, les arrels tenen totes modul

r = |{/z| 1 dues arrels consecutives tenen arguments que difereixen en 2. Per tant,
totes les arrels es representen sobre una circumferéncia de radi r = [{/z,| i divideixen la

circumferéncia en n parts iguals. Fig.
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Figura 4.3: Totes les arrels de 'equacié 22 = 1
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4.2 Exercicis

1. Efectueu les segiients operacions amb nombres complexos:
i (24 3i)(1 —14)
141
, (+1)°
7

i) (24 4)
2. Calculeu (3 —4)? 1 (=3+1)%

3. Escriviu en forma binOmica

i) 23 =3 ' _2_7TZ' 9 Z—Fz
T vi) zg=4e 3 X) 210 = e 3
ii) 22:5632 O . . 5T .
.. —1
Ll vil) 27 = 6e 3 i) 2= e 3
i) 23 = 2e 2 3 2
(e ——i T
- o 3 ——1
iv) z4=2e 3’ viti) 25 =2e 4 xil) z12 = ge °
. 5T
—i ——1
v) z5=3e3 ix) zg=e¢ 6
4. Escriviu en forma polar
) a1 i) 2 =4 vi) 2= —5V3+5i
V3 iv) 2= —4 vii) 27 = —6v/3i + 6
i) 2zp=-15+ 151 v) zz=—141 vill) 25 = —2— 27
5. Trobeu la relacié que hi ha entre la part real i la part imaginaria dels nombres
complexos
z, —z, %, (-2), -—Z
6. Proveu que Re(iz) = —Im z i que Re z = Im(iz).
(1+1)%
7. Calculeu m

8. Calculeu els valors de m i n perqué es compleixi la segiient igualtat:
(n4+mi)(m+i)=1+1.
9. Trobeu x € R tal que (25 — x4)? sigui un nombre imaginari pur.

. ST ST
10. Considerem els nombres complexos z; = 4¢€'3 1 29 = 3€'6 .
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i) Expresseu z; i 29 en forma binomica.
ii) Trobeu z 2 i 2 passeu els resultats a forma polar.
<1
z
iii) Compareu els moduls i els arguments de z; 25 i 22 amb els de 211 2.
<1
11. Resoleu les equacions
i) 22+27=0 i) 2> —1=0 v) 9i2'+16=0
_ 1—i/3
i) 24—4i=0 V) 2=y vi) i224(1=5i)z—1+8i =0
12. Calculeu m i n perqué se satisfacin les segiients igualtats:
i) (24 mi)+ (n+5i) =7—2i.
i) (2 —mi)(3 —ni) =8+ 4i.
T
13. Un vértex d’un pentagon regular és el nombre complex 3e 3. Trobeu els altres vértexs
i el nombre complex les arrels cinquenes del qual sén aquests vértexs.
14. Una de les arrels cibiques del nombre complex z és 1 + ¢. Trobeu aquest nombre i
les altres arrels ctibiques.
15. Escriviu una equacié de segon grau que tingui per solucions 1 +:¢ i 2 — 3.
1
16. Quina condici6 ha de complir el nombre z = a + bi per tal que 2 = — 7
z



Capitol 5

Funcions de variable complexa

5.1 Introduccid

De manera similar al cas de funcions de variable real, es defineix una funcié de variable
complexa f

f: D — C

z=x+iy — w=f(z),
on D C C.
La funcié es pot escriure f(z) = w = u(z) +iv(2) = u(x,y) + w(z,y). On les funcions wu, v
son funcions reals que depenen de dues variables, z,y, i s’anomenen la part real, u(z,y), i
la part imaginaria, v(zx,y), de la funcié de variable complexa f.
Per a representar graficament una funcié complexa es fan servir dos plans complexos: un

per z i laltre per w. Es per aquest motiu que parlem d’una funcié complexa com una
transformacié del pla.

Exemple 34. Trobeu la part real i la part imaginaria de w = 2°.

Cal substituir z = x + 1y a la funcid:
f(2) = (z +iy)? = 2° — y* + 2ixy;

per tant u(z,y) = 2* — y?; v(z,y) = 2xy.

5.1.1 Exemples de funcions de variable complexa
La funci6 lineal f(z) = A2+ B

Es una funcié que per a A, B € C, aplica el conjunt de tots els complexos en ell mateix,
sempre que A # 0. L’estudiarem en dues etapes

jw| = [A][z|

argw = arg A + arg z
una homotécia de raé |A| i una rotacié d’angle arg A.

Larg z

(a) w= Az. Com que z = |z|e Per tant w consisteix en
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(b) w = z+B. Escrivint el complex z en forma bindmica, observem que la funcié consisteix
en sumar ReB a la part real de la variable z i ImB a la part imaginaria de z. Per
tant la funci6 w és una translacio de vector (ReB, ImB).

En definitiva, una aplicacio lineal f(z) = Az + B equival a un homotécia de raé r = |A|,
una rotacio d’angle § = arg A, i una translacié de vector v = (ReB, ImB). L’ordre amb el
que s’apliquen les funcions és indiferent, ja que la composicié de les transformacions que
intervenen és commutativa.

Exemple 35. Trobeu el transformat del quadrat [0,1] x [0,1] per la funcid w = (1 + 1)z +
(2—1)

Com que és una aplicacio lineal, és composicio de les segiients funcions:

o homotécia de rad r = |Al = |1 +i| =1 +i=+2

e rotacio [ = arg(l+1i) =%

e translacio v = (ReB,ImB) = (2,—1)

r=|1+i|
y B=m/4

Vv

u

» v= (2, -1)

w
Figura 5.1: La transformacio w = (14 i)z + (2 — 1)

1
La inversid f(z) = —
z
Es una funcié que esta definida en tots els complexos llevat del zero. I a més no existeix

cap z € C tal que f(z) = % = 0. Per tant,

f:C-{0} — C-{0}

1
Z o= w=—.
z

Calculem la part real i imaginaria d’aquesta funcié

z T — 1y
w:—::—
2z w24 y?’
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Figura 5.2: L’eix real es tranforma en ell mateix per w = %

(29) = =
WYy = 5.2

’ +5 (5.1)
U(ﬂ%y):—m

Per comprovar que la inversio transforma 1’eix real en ell mateix en 1'eix real, només cal
substituir y = 0 en 'expressio per tenir la part real i imaginaria de la imatge. S’obté
que v = 0, és a dir 'eix real del pla de les imatges. De fet encara podem dir més, perqué
siz=x40iamb0 < |z|] <1, la seva imatge és w = u+ 04, amb u = ﬁ > 1. O sigui que
el segment real [—1, 1]\ {0} s’aplica en R — (—1,1). I viceversa. Observem que els punts
z = %1 es transformen en ells mateixos , o sigui que f(£1) = £1.

Per interpretar graficament aquesta transformacio, resulta que, en aquest cas, es poden
escriure les variables z,y en funci6 de u,v: a partir de 'expressié [5.1] observem que

2 _ x? (—y)2 o 1

2
ut+v (a:2+y2)2 (:c2+y2)2 - :c2—|—y2’

en conseqiiéncia

U
2 2 T =—-—
u(z,y) =x (u” +v 2 2
{<( y;——;w%;) "1, 2
| VST

Per tant, si tenim una corba en forma implicita en el pla z,y, g(x,y) = 0, podem calcular
I'expressio de la seva transformada en el pla u,v fent g(x(u,v),y(u,v)) = 0. Ara provem
que la inversié transforma cercles i rectes en cercles i rectes. L’expressio

a(x®> +y*) +br+cy+d=0 (5.3)

és lequacié implicita d’una circumferéncia si @ # 0 i b2 + ¢ — 4ad > 0, i és una recta si
a = 01 b,c no s’anul.len simultaniament. Per calcular la seva imatge per la transformacio

w = %, es substitueix z,y en termes de u,v segons 'expressi6 que hem deduit a 1}

Obtenim:
2 2
u v u v
a + +0b —c +d=0
<u2—|—02 u2+02) u?+v2 w402

= du*+v}) +bu—cv+a=0 (5.4)
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z == t—3-cos(t) + [-3-sin(t);
t—3 cos(t) + 3 Isin(z)
dl = DibCorbaC(z(t), 0, 2=, blue); d2 = DibCorbaC(f(z(t)), 0, 2-T, red);

Figura 5.3: La inversi6 transforma un cercle que no passa per 'origen en un cercle que no
passa per l'origen

z == t—500 + 500-cos(z) + 1-500-sin(¢);
t— 500 + 500 cos(#) + 500 I'sin(z)
dl := DibCorbaC(z(t), 0, 2-T, blue); d2 := DibCorbaC(f(z(t)), 0, T, red);
EDDt

280

(0 P A e A A A A A A
1 250 500 750 100 2

250

5004

Figura 5.4: La inversi6 transforma un cercle que passa per l'origen en una recta que no
passa per l'origen

En les segiients figures, I'expressié "DibCorba'es refereix a un procediment per dibuixar
la corba parametritzada z(¢) amb un programa de calcul simbolic.

a) Si Pexpressio és una circumferéncia que no passa per l'origen és a # 01 d # 0.
Llavors ’expressi6 transformada correspon també a un cercle que no passa per 'origen.
Per exemple Fig. b) En un cercle que passa per 'origen és a # 0id =0 en , iel
seu transformat és una recta bu — cv+a = 0 que no passa per 'origen. Exemple a Fig.
c) En una recta que passa per l'origen és a = 0, d = 0 en i es transforma també en
una recta bu — cv = 0 que passa per 'origen. Exemple a Fig. . d) Una recta, a = 0, que
no passa per l'origen es transforma en un cercle que passa per 'origen. Exemple a Fig.
En particular, notem que:

(a) La recta y = k es transforma en e = u? +v? + %v = 0 que és un cercle de centre

c(0,5) iradi R = o amb k > 0

(b) La recta x = k es transforma en —%— =k — u® + v*> — tu = 0 que és un cercle de

+v
centre ¢(5-,0) i radi R = 5-.

1
k
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z=t—-t+171

t—>t+ 71t
dl = DibCorbaC(z(t),-3, 3, blue); d2 := DibCorbaC(f(z(t)),~60, 60, red);
S v S BN A
S: ! \\ *3]

Figura 5.5: La inversi6 transforma una recta que passa per I'origen en una recta que passa
per l'origen

2= t—t+1-(2—1);
t—t+1(2-1)
dl = DibCorbaC(z(t),-3, 3, blue); d2 == DibCorbaC(f(z(t)),~60, 60, red);

1 @01 0z 03 005 0E
g e L e

T T T TR T 0s3 T T T TR T
3 2 1 1 2 3 | 3 2 1 Jh 2 3

14 \ 05

Figura 5.6: La inversi6 transforma una recta que no passa per l'origen en un cercle que
passa per l'origen

Z:=t—>t+ 21,
t—=t+21
dl :=DibCorbaC (z(t), —3, 3, blue); d2:=DibCorbaC(f(z(t)), —60, 60, red);

1

RRARERERTIRRALE L RRRRRREICES Y
3 2 ] ] 2 3

Figura 5.7: La inversi6 transforma una recta paral.lela a I'eix OX en una circumferéncia
que passa per l'origen
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z2:=t—4+ It
t—=4 4+ 1t
d1 :=DibCorbaC(z(t), —3, 3, blue); d2:=DibCorbaC(f(z(t)), —60, 60, red);

Figura 5.8: La inversi6 transforma una recta paral.lela a I’eix OY en una circumferéncia
que passa per l'origen

Abans de continuar amb l'estudi de funcions de variable complexa, necessitem interpretar
en el conjunt dels complexos, els conceptes de continuitat i derivacié. Des del punt de vista
topologic el conjunt del nombres complexos C i R? coincideixen i per tant son valides les
definicions de limit i continuitat i es compleixen les propietats. El concepte de continuitat
coincideix exactament amb el corresponent al cas de funcions reals d’una variable real. Es
pot comprovar que aquesta definicié és equivalent a afirmar que f(z) és continua si i només
si les funcions u(x,y),v(x,y) soén funcions continues en les variables x, y.

Estudiem amb més detall la derivada d’una funcié de variable complexa.

5.2 Diferenciacié. Equacions de Cauchy-Riemann

Considerem D C C un domini a C i suposem f : D — C.

Definicié 5.1. Diem que [ és diferenciable en el punt zy € D, si el quocient
f(z) = [ (%)
zZ— 20
té limit unic quan z — zy, per a z € D. Si aquest limit existeiz en diem la derivada de f
en el punt zy © s’escriu
f(z) = f(20)

F(z0) = lim 1220200

Z—20 zZ— 20

Si una funcié és derivable en cada punt del domini D es diu que és holomorfa, regular o
analitica.

Proposicié 5.2. f derivable en zy € D = f continua en zy € D.

Definicié 5.3. Diem que f és holomorfa, reqular o analitica a D si | és derivable en cada
punt de D
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Per decidir si una funci6 és derivable o no s’hauria de calcular el limit per les infinites
maneres de tendir a zp, és per aixo que estem especialment interessats en trobar condicions
necessaries i suficients per a I’holomorfia d’una funcié de variable complexa. En el primer
resultat es prova que si la funcié és derivable, llavors es compleix una certa relacio, les
equacions de Cauchy—Riemann, entre les derivades parcials de les funcions part real i part
imaginaria. Pero que es compleixi Cauchy-Riemann no vol dir que la funcié sigui derivable.
El segon enunciat assegura que la funci6 és derivable si, a més de Cauchy-Riemann, les
derivades parcials de les funcions part real i part imaginaria séon continues.

Proposicié 5.4 (Equacions de Cauchy-Riemann). Si la funcic f(z) = u(x,y) + iv(z,y)
és holomorfa a D llavors existeixen les derivades parcials de les funcions w,v i, a més,
compleizen les equacions de Cauchy—Riemann

Uy = Uy, Uy = —Us, (5.5)
per a tot zg = xo + 1Yo € D.

Demostraci6é. Si f és holomorfa a D llavors com que Az = z — 2,

f(z) = f(20) — lim f(z0+ Az) — f(20)

z—20 Z— 2 Az—0 AZ

Aquest limit pren el mateix valor independentment de la forma en que Az tendeix a zero.
Considerem Az = Ax + i Ay
Suposem que Az és real, o sigui: Az = Az +0

/ o ulmo + Az, yo) — ulwo, yo)
filz) = Alggo Ax +
4 lim +U(5170 + Az, y0) — v(70, Yo) _
Az—0 Azx
ou . Ov

D’altra banda, fent Az = 0+ iAy,

£(z) = lim u(o, yo + Ay) — u(zo, o) I

Ay—0 1Ay
v(wo, Yo + Ay) — v(x0, Yo) _
“+1 ; -
1Ay

Lou oo
oy Oy

Com que els dos valors han de coincidir, igualant la part real i la part imaginaria dels

valors calculats a (5.6) i (5.7]) s’obté

Uy = Uy, Uy = —Vy

= —iuy + vy (5.7)

que son les equacions de Cauchy-Riemann (5.5). 1
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Proposicié 5.5. Considerem w = f(z) la funcid de variable compleza definida en un do-
mint D € C. Si existeizen les derivades parcials ug, u,, v, vy, s0n continues i compleizen
les equacions de Cauchy-Riemann a D, llavors f és holomorfa a D.

Exemple 36. Comproveu que la funcid f(z) = z + % és holomorfa per v # 0 i calculeu
f'(2). A aquesta funcid se’n diu la transformacio de Zhukovsky (1847-1921) i és utilitzada
en aeronautica perquée la imalge d’un cercle que passa per z =1 0 z = —1 €és una corba
similar a la seccio d’una ala d’avid.

JE) =a+ s iy = )

p— 2° A —

u.l‘ = —_ = _—_—
$2 +y2 (:L-2 +y2)2 (1‘2 +y2)2

($2+y2)—y2y_1 z? — y?

(22 +y?)? (22 4+ y?)?

vy =1—

—2zy B 2xy

——— =y =
Uy (22 + y2)2’ v (22 + y2)?

, 1 212 . 2xy
Jz) =uetivg =1+ 2rp (@R (@4 P)P

Vegem que aquesta expressid coincideiz amb la que obtindriem derivant com si f(z) fos
una funcié de variable real

z+7Zz 2+zZ . 2—Z
1 G
N +5_ 2272 T 2272
R (z+2)2  22-22
N 2z 22272 22272
222 — (z+ 22+ 22 - 22
-1 _
22272
—272
=1
+22222
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5.2.1 Regles de derivacid

Les regles de derivacié de sumes, productes i quocients de funcions de variable real son
valides per funcions de variable complexa.

(f£g) =f*4g

(fg) =fg+fd

/ It .
<§> == L9-Jg gngg si g(z) #0
i també la regla de la cadena per derivar la funcions compostes.

Proposicié 5.6. Considerem les funcions f,g definides en els dominis Dy, Dy de C, res-
pectivament. Si f és holomorfa en zy € Dy, f(z0) € Dy i g és holomorfa a Dy, llavors la
funcid composta w = (go f)(2) és holomorfa a zy i es compleiz

(g0 f)'(20) = ¢'(f(20)) f'(=0)-

5.2.2 Interpretaci6é geométrica de la derivada

Suposem que tenim la corba z = z(t) a C que passa pel punt zy = z(ty) amb a <t < b.
Llavors la corba f(z(t)) és la corba transformada per la funcié w = f(z), si aquesta funcié
és derivable en el punt zg, aplicant la regla de la cadena

w'(to) = f'(2(t0))2 (o)

i, per tant recordant el producte de complexos en forma polar, resulta que els arguments
dels nombres complexos w'(tg), f'(2(to)), 2/ (to) satisfan la relaci6

argw'(to) = arg f'(2(to)) + arg '(to).
Aixo vol dir que 'argument de f'(zg) és igual a angle que formen les rectes tangents a les
corbes w(t) i z(t) en el punt ty. Vegeu Fig.
Yy \2

z(t) bl
-y bl
- P
2(to) w(t) w(ty) C(// '
arg(f ‘(z(ty))

Figura 5.9: L’angle que formen els vectors tangents a les corbes w(t) i z(t) en el punt ¢ és

arg(f'(z(to))-

En particular, si dues corbes es tallen en un punt 2y, i formen un angle «, Paplicacié f(z)
les transforma en corbes que es tallen a f(zg) i que formen el mateix angle o, és a dir, es
conserva la magnitud i el sentit. Fig[5.10]
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Definicié 5.7. Tota transformacid que conserva els angles orientats s’anomena transfor-
macid conforme.

w

wi(t)

Figura 5.10: Una transformacié conforme: I’angle que formen dues corbes i el que formen
les seves transformades coincideix.

Proposicié 5.8. Una transformacio holomorfa és conforme en el punt zo si © només si

f'(20) # 0.

Exemple 37. Provem que f(z) = 2* és conforme en zg = 2 + 1.

Com que f'(z) = 2z, és f'(2) = 4+ 2i # 0 i pel teorema anterior la transformacid és
conforme. Per tant ha de conservar angles. Comprovem-ho amb dues corbes qualsevol.
Considerem les corbes a C definides per

21(t) =2t + 2 + i (4% 4+ 1); zp=t1+2+i(t+1)2

observem que per t = 0 totes dues passen pel punt zy. Les corbes transformades son,
respectivament

wy(t) = f(21(t)) = 42 + 8 + 3 — 165 — 8% + i (16t* + 4t + 16t> + 4)

wo(t) = f(22(t)) = —t* — 43 — 5% + 3 + i (8t2 + 10t + 2t3 + 4)

w,(t)

TTT T AR
-75 50 -25 00

Figura 5.11: Dues corbes i les seves transformades per f(z) = 2%
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Calculem el vector tangent a cada corba en el punt 2.

20)=2 =T =(2,0)
A0) =142 =Tp=(1,2)

i Uangle que formen és

T, )
arccos [ ——————— | = 1.107148718.
(HTlHHTZH

Calculem ara el vector tangent a cadascuna de les corba transformades en el punt f(zp).

wWi(0) =8 +4i = T/ =(8,4)
wh(0) = 10i = T4 = (0,10)

i l’angle que formen és

T, )
arccos | ———— | = 1.107148718,
(HT{IIIITéII

en efecte, els dos angles coincideixen.

5.3 Funcions holomorfes rellevants

5.3.1 La funci6é exponencial

Volem definir una funci6 f(z) = e* que sigui analitica i que coincideixi amb la funcié
exponencial quan z sigui real. Per tant, volem trobar una funcié complexa que compleixi

f'(z)=f(z) 1 f(0) =1
Si existeix ha de coincidir amb e” quan z = . Per tant, si f(z) = u + iv es compleix:
Uy + 10, =u+iviu(0)=1, v(0)=0
com que U, = Ui v, =v =
u(z,y) = plye* (5.8)

v(r,y) = q(y)e”
p(0) =1, q(0) = 0.

per a certes funcions p(y), ¢(y) que cal determinar. Derivem aquestes equacions i imposem
que es compleixi Cauchy—Riemann:
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x T

¢ (y)e” = v, = u, = p(y)e

per tant, p' = —q, ¢ =p—> ¢ =p' =—¢ p' =—-¢ = —p.
Es dedueix que p, ¢ son solucions de I'equacio diferencial ¢ (y) + ¢(y) = 0 les solucions de
la qual s6n sempre de la forma ¢(y) = A cosy+ Bsiny. Imposant les condicions queda

p(y) = cosy

q(y) = siny.

Aixi doncs, es defineix I'exponencial complexa:
Definicié 5.9. La funcio exponencial complexa és
f(z) =€* = e"(cosy + isiny)

per a qualsevol z € C.

Propietats

a) La derivada de la funcié exponencial complexa és la mateixa funcio:
f(z) = f(z).

b) La funcié exponencial complexa en el zero val 1, f(0) = 1.

b) L’exponencial mai no s’anul.la: e* # 0 ja que per a qualsevol x € R és e® # 0 1 les
uncions sinus i nus n nul.len simultaniamen 1gul cos 7 sin .
funcions sinus i cosinus no s’anul.len s ltaniament o s + 0

d) Observem que com que z = z + iy de la definicié es conclou:
e = cosy +isiny

que ¢és la formula d’Euler.

Per tant,

e’iy _|_ ef’b'y eiy — eiiy

_ siny = ————,
2 21

i es comprova facilment que sin?y + cos?>y = 1. En conseqiiéncia,

cosy =

le| = 1.
Fem notar que la formula d’Euler justifica la notacié per a la representacié polar d’un

nombre complex que hem fet sevir

z = |z|eiargz.
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e) e*l e?2 — 1122

e = e"e"(cosy; + isiny;)(cosys + isinys)

(
= €"1"2[cos y; cosys — siny; sin yy + i(cos y; sinys + siny; cos ys)]
[

M1 +2[cos(y1 + yo) + i sin(yr + yo)]
— puita2 i(yityz)

— Atz

el 21—z
f) z2_€1 2

a

: 21722 522 — pR1—22Ft22 — 21
Ja que e e =€ =€
g) €* té periode 2mi:

e = 2T — 0% (cos(2m + y) +isin(27m + ) = €7

5.3.2 Les funcions trigonométriques i hiperboliques

Definicié 5.10. Les funcions trigonométriques es defineizen com:
El cosinus complex

eiz + efiz
cosz = —
1 el sinus complex
. el — iz
sin z = :
21

Definicié 5.11. Les funcions hiperboliques son.:

El cosinus hiperbolic complex
e +e*
coshz = ————

1 el sinus hiperbolic

z —Zz

. e
sinh z =

— €

2

Com es pot comprovar a partir de la definicio, totes les identitats trigonométriques per
variable real son valides per variable complexa. Per exemple:

a) sin’z+cos’z=1

o ) ( zz_ —iz) <eiz+€—iz>2
sin“z +cos“z = + T
1
4

2zz -9 + 6—212) + 6212 4 2 4 6—222) -1
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b) 14 sinh®z = cosh? 2

—e* 2 622 -9 + 6—22 e?z + 2 + 6_2Z
4 4

1+sinhzz:1+(€ 5 =1+ = = cosh? 2

Calculem la part real i imaginaria de les funcions que acabem de definir. Com que
e” =t = e7vtie — e Y(cosx 4 isinz)
e =TT = v = e¥(cosx — isin) (5.9)

sumant les dues expressions anteriors i dividint per 2 obtenim la part real i la part imagi-
naria de la funcié w = cos z,

e + et eY+eY ey —e ¥
cosz = ——— =cosr——— — i sing—— =
2 2
= cosx coshy — i sinxsinhy. (5.10)

Restant les dues expressions (5.9) i dividint per 2i obtenim la part real i la part imaginaria
de la funcié w = sin z,
e —e eV —eV eV +ev
sinz = ———— =coST——— — i Sinr——— =
29 29 27

= sinxzcoshy + ¢ cosz sinhy. (5.11)

Es comprova facilment que les funcions trigonométriques i hiperboliques satisfan les equa-
cions de Cauchy—Riemann i que les derivades respectives son:

sin’ z

COS 2
cos’ z = —sinz

sinh’'z2 = coshz

cosh’z = sinh 2.

5.3.3 La funci6 logaritme

La funcié logaritme natural de z = o + iy w = In 2z es defineix com la funci6 inversa de la
funcié exponencial:
w=Inz& z=c¢e"
fent w = u +iv i z = |z]e" s'obté:
ew — equw — euew — ’Z‘eza
Els dos termes han de ser iguals. Com que |[e“e™| = e i |re'*| =r = €“ = r = |z|. Per
tant, v = In |z| on In|z| és el logaritme natural real d’'un nombre positiu |z|. De la mateixa
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manera I'argument de w ha de complir v + 2n7m = a = arg 2z, per a un n € Z qualsevol i,
per tant

Inz=1In|z| +i(argz +2nm) =In/22 + y?> +i(arg(x + iy) + 2n7),

ja que z té argument complex determinat fins a miltiples de 27. El logaritme complex,
doncs, té infinits valors. El valor de In z que correspon al valor principal de arg z, és a dir,
—m < arg z < 7 s’anomena valor principal de In z i se sol escriure Lnz:

Inz =Lnz+2nmi, n=1,2,---
Exemple 38. Calculem:

e Inl=In|l|+iargl =0+ 2nmi, amb n € Z.
argl =0+ +2n7

e Ine=Ine+rarge =14 2nmi, ambn € Z.

arge = 0+ 2n7m

e In(—e*)=In|—e?|+ (2n+ 1)mi =2+ (2n + 1), amb n € Z.

arg(—e?) = 7 + 2nmw

e In(ie) =1Ine| +i(5 + 2n7), amb n € Z.

5.4 Funcions harmoniques. Equacié de Laplace

Definicié 5.12. Una funcido h : D C R? — R és harmonica a D si té derivades parcials
de primer © segon ordre continues a D i, a més, satisfa l’equacio de Laplace:

Ah = hyy + hyy, =0, a D C R (5.12)
L’operador A també s’escriu com V2.

Teorema 5.13. Si f(2) = u(z,y)+iv(z,y) és holomorfa a D i té derivades parcials d’ordre
2 continues a D aleshores u(x,y) i v(x,y) son funcions harmoniques.

e o . Upy = U
Demostracié. Si f holomorfa = u, = vyiu, = —v, = }um + Uy =
Uyy = —Vay
Uyy — Uy = {Us, Uy, Uy, v, sOD continues aD} =0
N Uzy = Vyy
Analogament: Ugp + 0y =0 1
—Uyz = Uz

Definicio 5.14. Si u(z,y) i v(z,y) son harmoniques a D i satisfan les equacions de CR
aD (uy =vy, uy = —v,) es diu que v és harmonica conjugada de u.
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Teorema 5.15. La part real i la part imaginaria d’una funcid compleza f(z) = u(x,y) +
iv(z,y) holomorfa a D son solucions de 'equacid de Laplace.

0’u  0%u
2 = —_— _— =
Vou = 92 + e 0
v 0%
2 = —_— _— =
Vv 92 + P 0

a D i tenen les derivades parcials de segon ordre continues a D.

Exemple 39. Proveu que la funcid u(z,y) = 3z° — 9zy? + 5x? — by? — = és harmonica,
calculeu la seva harmonica conjugada i trobeu la funcio holomorfa associada.
Calculem

0 0
8_z:9x2_9y2+10x_1; 8—;;:—18xy—10y
0%u 0%u
— =18 10; —— = —18x — 10;
22 x + 10; 8y2 X ;

1 es compleir ['equacio de Laplace .
La funcid u(x,y) és harmonica. La seva harmonica conjugada v(x,y) ha de complir les

equacions de Cauchy—Riemann
vy = u, = 927 — 9y* + 10z — 1; vy = —uy = —(—18zy — 10y).

De la primera equacid, v = 92%y — 3y> + 10xy — y + (), on () és una funcid qualsevol.
Calculant v, 1 igualant amb la segona equacid, queda

vy = 18xy + 10+ ¢'(z) = 18xy + 10 = ¢'(2) = 0= p(z) = C € R.

Per tant, v = 92%y — 3y®> + 100y —y + C, € R.
Per tant, la funcio holomorfa associada a u és

w = u+iv= (32> 9ry® +52* — 5y* — 2) + i (92%y — 3y® + 102y —y + O)
3w+iy)’ +5(x+iy)?—(x+iy)+iC,

que en notacid complexa s’escriu com f(z) = 32% + 522 — 2 +iC.
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5.5 Exercicis
1. Trobeu la part real i imaginaria de les segiients funcions
i) f(z)=22%-3iz
i) f(z)=z+ %

i) £(2) = 1

2. Estudieu si les segiients funcions sén holomorfes

) f(z)==z2 vi) f(z) = ZRez;
i) f(z) =2’ vil) f(2) = zImz;
i) f(z) = [z ,

W) f(z)=z—% viil)  f(z) =iz +2;

v) f(z)=% ix) f(z) = 2%

i) e"=eT=-1 iv) e #£0
i) ez =i
i) e2' = —i v) € =¢*
4. Calculeu e® per a z = —%, z2=245mi, z=1+1.

5. Trobeu les expressions dels segiients complexos en la forma z = |z|e?®8%: z = 3 + 44,
z = \/5, z = 2+ 21.

6. Comproveu que per a z real positiu, el valor principal del logaritme coincideix amb
el logaritme real. Si z és real negatiu llavors Ln z = In |z| + 7i.

7. Trobeu els transformats del cercle (z — 3)* 4+ y? = 2 i la recta 2z + 3y = 7 per la

1
funcio f(z) = —.
2

1
8. Donada la inversio f(z) = — dibuixeu les imatges de les corbes x = ¢, y = ¢9, on ¢
z
i ¢y s6n dues constants reals tals que ¢ + ¢ # 0. Proveu que so6n ortogonals.

IT+2 — 62.

9. Trobeu tots els nombres complexos z € C tals que e
10. Calculeu In(—v/3 + v/3i).

11. Caleuleu €377, (1 + i)%, 7, .if,sim'.
et
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12. Calculeu
loge; logilog(—1++v/314); log(—ei); log(l—1i).
13. Resoleu les segiients equacions
i) ef=-2
i) e”=1++/3i
i) e =1
iv) e =1
14. Calculeu el valor principal de:
i) Ini iii) 4
i) In(1+4) iv) (144) +1
iy 1-2z
15. Proveu que la funcié f(z) = és holomorfa a C \ {0}. Demostreu que les
z
funcions u = Re(f(2)) i v = Im(f(z)) son harmoniques conjugades.
16. Demostreu que u = e *(zsiny—y cosy) és harmonica. Trobeu v tal que f(z) = u+iv

sigui holomorfa.
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