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En los diversos campos de la ciencia, la tecnologia, la medicina, la economfia, las ciencias
sociales, etc., se describen a menudo fenémenos reales mediante modelos matematicos. El
estudio de estos modelos aporta un conocimiento mas profundo de aquellos fenémenos vy,
con frecuencia, permite predecir su evoluciéon futura. Buscar y aplicar los instrumentos
mas adecuados para encontrar soluciones a problemas basados en estos modelos constituye
el objetivo principal de la matemadtica aplicada. Se trata de un arte apasionante que,
desgraciadamente, no siempre puede recurrir a los métodos analiticos clasicos por diversas
razones: no se adecuan al modelo concreto, su aplicacién resulta excesivamente laboriosa,
su soluciéon formal es tan compleja que hace imposible cualquier interpretacién posterior,
etc. En tales casos, son ttiles las técnicas numéricas que, mediante una labor de calculo
mas o menos intensa, conducen a soluciones aproximadas. La notable tarea calculistica que
comporta la aplicacion de la mayoria de estos métodos hace que su uso esté fuertemente
ligado a la utilizacion de sistemas de calculo automéatico. Asi, sin el desarrollo que se ha
producido en el campo de la informatica, resultaria dificilmente imaginable el nivel actual
de utilizacién de técnicas numéricas en ambitos cada vez més diversos.

Este libro es fruto de una amplia tarea docente en la Facultat de Matemutiques de la
Universitat de Barcelona. Su contenido representa un primer curso de cilculo numérico y
va dirigido a estudiantes de carreras cientificas, técnicas o sociales que quieran conocer, de
manera tan practica como sea posible, ttiles béasicos que les permitan afrontar cuestiones
numeéricas con comodidad y rigor.

La aplicacién practica de muchos de los métodos que se presentan en este texto requiere
el uso de calculadoras y de ordenadores. Muchos de los problemas numéricos de este
libro pueden ser abordados utilizando calculadoras de bolsillo. La complejidad de algunos
métodos o su escala de aplicaciéon hace imprescindible el uso de ordenadores. Por esto, es
altamente aconsejable que el lector conozca algin lenguaje de programacién que le permita
implementar métodos numéricos en programas.

En este libro se desarrollan, agrupados en cinco capitulos, los temas mas bésicos del
calculo numeérico:

e FEl concepto de error es consubstancial con el cdlculo numérico. En cada problema, es
de gran importancia hacer un seguimiento de los errores cometidos con el fin de poder
estimar el grado de aproximacion de la solucién que se obtiene del mismo. Al aplicar
técnicas numéricas a un problema determinado, es necesario estudiar los diversos
tipos de error que afectan a sus soluciones: los errores propios del método numeérico
usado complementados con los errores provenientes de los datos y de las operaciones.
En el primer capitulo sélo se pueden dar técnicas para estimar o acotar los errores
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de los dos ultimos tipos, teniendo también en cuenta las limitaciones del sistema
de céalculo empleado (calculadora, ordenador ...). En los capitulos siguientes, se ha
procurado acompanar la presentacién de cada método numérico con la informacién
necesaria para poder analizar su error.

e Los modelos matemaéticos mas basicos son los modelos lineales, que provienen a
menudo de una reduccién de otros méas complejos. El anélisis de los problemas asoci-
ados a los modelos lineales comporta el célculo de la solucién de sistemas lineales o de
sus valores y vectores propios asociados. El capitulo 2 contempla una gran variedad
de métodos generales para la realizacién de estos calculos. En cada situacién, la
eleccién concreta de un método depende de diversos factores, como la estructura del
sistema (simetria, escasez de coeficientes no nulos, ...), la eficiencia, la estabilidad
numérica, etc. Se pueden asi escoger métodos directos, métodos iterativos, méto-
dos més estables a costa de més operaciones, métodos especificos para sistemas con
estructura especial, etc.

e Las técnicas de aproximacion e interpolacién ofrecen procedimientos para extraer un
modelo sencillo de una realidad mas compleja, expresada sea por un conjunto de datos
experimentales, sea por una funcién de evaluaciéon complicada. Estas reducciones,
explicadas en el capitulo 3, permiten dar formas alternativas mas simples de célculo
de funciones y son la base de la mayoria de los métodos numéricos para la obtencién de
derivadas, integrales y ceros de funciones, presentados en los capitulos posteriores.
Las funciones interpoladoras y de aproximacién que se usan son primordialmente
polinomiales y trigonométricas. Los métodos de aproximacién tienen como objetivo
minimizar la funcién error segiin algtn criterio. Las aproximaciones por minimos
cuadrados y minimax que se presentan corresponden a dos criterios diferentes de
medida de dicha funcién error.

e Los célculos con funciones a menudo no se pueden llevar a cabo analiticamente o
no resulta eficiente hacerlo. En el capitulo 4 se describen diferentes féormulas de
derivacién, integracién y sumacion numérica de funciones, acompatniadas de su error.
La existencia de expresiones asintéticas de estos errores permite disenar estrategias
de extrapolacién para obtener una utilizacion mas eficaz de dichas férmulas. Se
concede especial importancia al célculo con operadores por la posibilidad que ofrece
de una reformulacién mas 4gil de alguno de los métodos presentados en este capitulo
y en el anterior.

e Una de las tareas mas genuinas del calculo numérico es la resolucién de ecuaciones
no lineales. Los métodos de resolucion se basan en la construccién de una sucesiéon
obtenida iterativamente que converja a la solucion. Su eleccion depende de la funciéon
y de la solucién buscada. En cada caso, los diversos métodos se diferencian por la
velocidad de convergencia de las sucesiones cerca de la solucién y por el esfuerzo de
calculo que requieren. En el capitulo 5 se expone un resumen de los procedimientos
mas usuales, tanto para ecuaciones generales como, especificamente, para ecuaciones
polinomiales. Se concluye el capitulo con una breve introduccion a la resoluciéon de
sistemas de ecuaciones no lineales.

En todo momento se ha procurado huir de un texto reducido a un catélogo de métodos,
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recetas y trucos. Se ha insistido en las ideas generales asociadas a los temas presentados:
planteamiento del problema, conceptos que intervienen, estrategias de resoluciéon, estudio
de errores, cuestiones de convergencia, ...En la exposicién de métodos concretos se ha
buscado siempre un marco globalizador (topicos comunes, caracteristicas generales, etc.)
que evite una casuistica excesivamente dispersa.

Cada capitulo consta, ademas de las secciones dedicadas a la exposicién tedrica, de una
seccién de comentarios bibliograficos, de una secciéon de problemas resueltos y de una de
problemas propuestos.

o En las secciones tedricas, se ha buscado un equilibrio entre la claridad del desarrollo
y la profundidad conceptual. Sin embargo, el calculo numérico es mas pragmaético
que fundamentalista, mas herramienta que materia prima. Esta idea esta presente
en estas secciones, de manera que nos ha preocupado mas la presentacién del marco
general y la exposicién concreta de los utiles de calculo que los detalles de funda-
mentacion de algunos conceptos.

e Fn los comentarios bibliograficos se suministran referencias complementarias al ma-
terial tedrico que, en algunos casos, contemplan demostraciones no presentadas ex-
plicitamente. Se aportan también citas que contienen programas implementando
los métodos presentados en diferentes lenguajes de programacion para que el lector
pueda utilizarlos directamente o bien compararlos con los elaborados por él mismo.

e Las secciones de problemas resueltos constituyen el niicleo de cada capitulo. Tanto
la concepcién inicial como el objetivo final de la elaboraciéon de este libro han estado
basados en el principio de que la mejor forma de familiarizarse con el uso de cualquier
instrumento es utilizarlo debidamente. Por esto, se ha cuidado mucho la exposicién
del proceso de resolucién de los problemas. La inclusién de este material tiene dos
objetivos:

— Simplificar las exposiciones tedricas, remitiendo a la seccién de problemas aque-
llos detalles que las harian demasiado pesadas.

— Ofrecer ejemplos concretos de aplicacién de los métodos expuestos. En este
sentido, se ha intentado que los problemas resueltos abarquen esencialmente
todas las herramientas tedricas presentadas y, a través de la practica, permitan
una mejor comprension de las mismas.

e Los problemas propuestos, muy diversos en cuanto a su dificultad, son argumentos
de refuerzo que permiten la ejercitacion del lector.

No queremos acabar esta introduccién sin expresar nuestro agradecimiento a los com-
pafieros de docencia de la asignatura de Calcul Num+-eric en la Facultat de Matematiques.
De todos ellos hay algo en este texto, pero nos complace mencionar a Joan Llopart, colabo-
rador en unos apuntes previos, a Joaquim Font, paciente calculador de ceros de polinomios
y a Gerard Goémez, consejero en las dltimas etapas.

Deseamos hacer una mencién especial a nuestro maestro comun, Carles Simé. El nos
introdujo en el arte del célculo numérico y, haciendo camino a su lado, nos descubrid
paisajes de insospechada belleza. A él se deben los aciertos que este libro pueda aportar,
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nosotros nos hacemos responsables de sus errores. Sean estas palabras un testimonio de
gratitud hacia su cordial magisterio.

Maribel, Fanny y Rosalia han demostrado tener una paciencia tendente al infinito. Su
labor también estd presente en estas paginas.

Los autores, julio de 1991.
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CAPITULO 1

ERRORES

Cualquier proceso de calculo numérico debe prestar especial atencién al control de
los errores para poder estimar en qué medida afectan al resultado. En el presente
capitulo se exponen técnicas de acotacion de los errores atribuibles a los datos de
entrada y a los generados en el proceso de resolucién debido al necesario redondeo
de los resultados de los célculos intermedios. El estudio de los errores inherentes
a cada método numeérico se abordara, de manera especifica, en el momento de su
descripcion.

1.1 CONCEPTOS GENERALES

1.1.1 Definiciones

Con gran frecuencia no conocemos el valor ezacto  de una magnitud y hemos de confor-
marnos con un valor aprozimado x. En tal caso, definimos:

e FError absoluto de z: eq(r) =x — T.

o Lrror relativo de x:

o eq()
er(x) = =
siz # 0.
En la préctica, si  # 0, se suele estimar
ea()
er(x) o~ pa

En general, no conocemos estos errores exactamente, sino sé6lo una cota de ellos; es
decir, un ntimero €,(x) tal que | eq(x) |< €q(x), para el error absoluto; o bien, €,(z) tal que
| er(x) |< € (x), para el error relativo. Utilizaremos también la notacion: & = = + €q(x)
0 x = T+ ¢(x), para el error absoluto, y z = z(1 £ ¢,(z)) o z = Z(1 + ¢,(z)), para el
relativo.

1.1.2 Fuentes de error

Desde un punto de vista numérico, nos interesan tres fuentes de error: errores en los datos
de entrada, errores de redondeo durante el célculo y error de truncamiento del método
empleado.
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Error en los datos de entrada

Los errores en los datos pueden ser debidos a dos causas:
MEDICIONES INCORRECTAS

Los instrumentos de medida aportados por la tecnologia no presentan una precision
indefinidamente fina. Debido a ello, los valores medidos estdn afectados por errores que
dependen basicamente de la precisién de los instrumentos.
FINITUD DE LA REPRESENTACION DIGITAL DE UN DATO

Flegida una base natural b > 2, cualquier nimero real = no negativo puede ser repre-
sentado en la forma

T=apb" + a1 0" '+ +abtao+abt+aob 4,
conaj €Z,0<a; <b(j <n), que habitualmente se escribe
r = aplp—-1...0100.0-10-92 ... p ,

y se llama representacion digital de x en la base b. Los coeficientes asociados a; (j < n)
reciben el nombre de digitos o cifras. Esta representacién es tinica, excepto para los nimeros
racionales x de la forma

xzﬁ (k,nez),

bn
que tienen dos. Asi, por ejemplo,
132
— =1.319999... 1o = 1.32
100 10 10 >

donde 1.32 1 es la representacién finita de %, formada sélo por 3 cifras significativas:
ag=1,a_1 =3, a_g = 2. Los problemas 1.1-1.4 ofrecen més ejemplos de representaciéon
digital.

Supongamos ahora que efectuamos nuestros cilculos con una calculadora que puede
representar ntimeros con t digitos en base b. FEn este caso la representaciéon de un nlimero
x con mas de t digitos no nulos no serd exactamente igual a z, y la llamaremos fl(z),
representacion en punto flotante de x. En general,

fl(x) =m b7,

donde g € Zy m = £0.a1a2...a¢ p, cona; €Z, 0<a; <b (j =1+1t)y a1 #0; g recibe
el nombre de exponente y m, el de mantisa.

El paso de x a fl(z) se puede hacer por corte, simplemente suprimiendo los digitos
de z a partir de a, o por redondeo, escogiendo fl(x) de manera que el error fi(z) — x
sea minimo. Cuando esta condicién da dos posibles redondeos, normalmente se escoge
el que tiene mayor valor absoluto (si estos casos apareciesen dentro de una cadena larga
de calculos, para evitar cualquier tipo de desviacién del error de redondeo hacia alguna
direccién fija, serfa preferible redondear de manera que la ultima cifra de la mantisa fuese,
por ejemplo, siempre par).

Las cotas del error relativo producido, en cada caso, son:

1
ecc=b"1, ep= gbl_t .

EJEMPLOS
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1. —99.962 (0 —0.99962 - 10?) cortado a 3 cifras queda —99.9 (o —0.999 - 10?) y, re-
dondeado a 3 cifras, -100. (o —0.100 - 103).

2. 35.47846 redondeado a 6 cifras queda 35.4785, vy 35.4785 redondeado a 5 cifras se
transforma en 35.479. En cambio, redondeando (directamente) 35.47846 a 5 cifras
queda 35.478.

3. El nimero 7w es 3.141592653589793238462643.... Si 7 entra como dato en una
maquina que solamente admite 10 cifras en base 10, sera representado por

flo(r) = 0.3141592653 - 10" (si corta) |,
fip(r) = 0.3141592654 - 10" (si redondea) ;

donde flo(z) indica la representacidn en punto flotante de x por corte y fig(x), la
representacion en punto flotante de x por redondeo. Obsérvese que el error de la
primera representacion es mayor que el de la segunda.

Error de redondeo durante el calculo

El error en un resultado no solamente puede provenir de los errores de los datos de entrada,
sino también de los errores de redondeo en los resultados de los calculos intermedios.
EJEMPLO

Consideremos una maquina que trabaja con 4 cifras decimales y corta o redondea.
Tenemos los dos datos:

a=0.3425-10° , b=0.2517-1072.

Entonces,
ab = 0.8620725- 107,
flo(ab) = 0.8620-10% (se ha cometido un error de 0.725 - 10%) ,
fir(ab) = 0.8621-10% (se ha cometido un error de 0.275 - 10%) .

Si no se dice lo contrario supondremos que, en cada operacion aritmética (+, —, -,
/), las cotas del error relativo seran las mismas que en la representacion de los datos de
partida: €c o €g.

Error de truncamiento del método empleado

Cuando resolvemos un problema matemaéatico por métodos numéricos, aunque efectuemos
las operaciones exactamente, obtenemos sélo una aprozimaciéon numérica del resultado
exacto (por ejemplo, cuando aproximamos una integral por una suma finita o una derivada
por un cociente incremental, etc.).

FEl error producido depende del método numérico empleado y recibe el nombre de error
de truncamiento. Para algunos métodos, se dispone de expresiones de este error, tal como
veremos en los capitulos siguientes.

Al decidir sobre la conveniencia de la utilizacién de un método determinado, se ha
de tener en cuenta no solamente su error de truncamiento, sino también los errores de
redondeo producidos por las operaciones que el método comporta.
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Per ejemplo, hay que huir siempre de los métodos o algoritmos que comporten can-
celaciones de cifras al restar dos cantidadas proximas. Dado que en estas cancelaciones se
producen errores relativos considerablemente grandes, conviene usar formulas matemaética-
mente equivalentes que las eviten. Con el fin de resaltar la importancia de este fenémeno,
en los problemas 1.8-1.11 se ofrecen diversos ejemplos.

1.2 ESTIMACION Y ACOTACION DE ERRORES

El objetivo de cualquier estudio de errores es tratar de conocer el efecto que, sobre el
resultado final de un problema numérico, produce cada uno de los diferentes tipos de error
que pueden tener lugar.

Distinguiremos los tres tipos basicos de error: los de los datos, los de los célculos
intermedios y los errores de truncamiento del método numérico empleado. El error total
sobre el resultado final sera la suma de las contribuciones de los tres tipos de error.

1.2.1 Propagacién de los errores de los datos
Para los problemas numéricos consistentes en efectuar operaciones aritméticas (+, —, -, /)
con dos datos 1 y z2 afectados de error, tenemos las siguientes cotas del error propagado:

6a(ml + x?) = 6(1(331) + 6(1(3'52) s

€a(T1 — 22) = €0(71) + €a(2) ;
v las siguientes cotas aproximadas, si los errores de x1 y x2 son pequenos:
er(x122) >~ €(x1) + €-(22) |
er(x1/22) >~ r(x1) + €-(22) -

Para un problema numérico consistente en calcular el resultado y = f(z) a partir de
un unico dato x, obtenemos la siguiente férmula aproximada de propagacidn del error

ea(y) = f'(2) - ealx) (1.1)

como consecuencia directa del teorema del valor medio, para funciones f de una variable,
derivables con continuidad. De esta formula se deduce una cota aproximada para el error
absoluto de y, en funcién de una cota del error absoluto de z, dando lugar a la férmula
aprorimada de propagacion del error mazimal

ca(y) = f'(z)] €al) . (1.2)

Finalmente, para el problema numérico mas general, que consiste en calcular un re-
sultado y = f(z1,...,2,) a partir de unos datos z1, ..., x,, disponemos de la formula
aprorimada de propagacion del error

ealy) =) gj (15, p)ea(xi) (1.3)
=1 v
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a partir de la cual, conocidas cotas de e, (x;), podemos acotar e,(y), obteniendo la formula
aprorimada de propagacion del error maximal
of

——(z1,...,2n)

8.131'

n

€a(y) = Z

=1

€a(;) ; (1.4)

especialmente adecuada cuando n, el niimero de datos afectados de error, no es grande.
EJEMPLO
Si calculamos la suma y = 21 + - - - + z, de n datos z1, ..., z,, entonces

eq(y) =~ zn:ea(:ci) .
i=1

Si cada variable tiene una cota de error ¢, la formula del error maximal nos da €,(y) ~
ne, cota que solo puede ser alcanzada cuando todos los errores e,(x;) tengan el mismo
signo y la maxima magnitud, situacion altamente improbable cuando n es grande.

1.2.2 Propagacién de los errores en los calculos

La propagacion de los errores en los calculos es estudiada en dos fases, tal como se describe
a continuacién. Pueden encontrarse diversos ejemplos de su aplicacién en los problemas
resueltos 1.14-1.18.

Analisis del error hacia atras

Partiendo de datos iniciales exactos, debido a la acumulacién de los errores en las opera-
ciones, obtenemos un resultado afectado de error. La idea basica del andlisis del error hacia
atrds consiste en estudiar las modificaciones que tendriamos que hacer sobre los datos de
entrada, de forma que, suponiendo que no hubiesen errores en las operaciones, se obtuviese
el mismo error en el resultado.

Este estudio se lleva a cabo aplicando sucesivamente la férmula

fllaxb) = (axb)(1+4 ),

con |04 |< €, a cada una de las operaciones aritméticas x = (+, —, -, /) que componen el
proceso de céalculo, donde €, indica una cota conocida del error relativo en la operacion x;
ademds, para todas las funciones g que intervienen en los calculos, se escribe

fi(g(x)) = g(z)(1 +4,) ,

con |64 |< €4, donde €, indica una cota conocida del error relativo en la evaluacion de g.
A continuacién, se escribe una expresion del resultado final que permita imputar los

errores de los calculos a los datos. Con este procedimiento se reduce el anélisis del error en

los calculos a un anélisis de propagaciéon de errores de los datos sin errores en los célculos.

Propagacion de los errores imputados a los datos

Una vez hecha la reduccién anterior, se aplica la férmula de propagacion del error maximal
a las cotas de los errores imputados a los datos, considerando que los calculos ya se hacen
sin error. En el cuadro de la figura 1.1 se muestra graficamente todo el proceso.
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Dato exacto.

Dato con error.

— Proceso sin error de redondeo.
AN Proceso con error de redondeo.

Simbolos:

Datos “erréneos”, proceso “exacto”| Datos “exactos”, proceso “erréneo”
(Estudiado en el apartado 1.2.1) | (Estudiado en el apartado 1.2.2)

« AN OAN[ AN

|

| ..

I Analisis del
O >~ I error hacia

: atras ...

|

Y

D >~

Formula de propagacion de erroreg - .-y nos encontramos en el caso

anterior donde podemos hacer uso de
la formula de propagacion de errores.

Figura 1.1: Cuadro resumen del tratamiento de errores.

1.2.3 Errores de truncamiento

El error de truncamiento depende de cada método numeérico y su estudio se hard de manera
especifica para los diferentes métodos que se vayan presentando en los capitulos que siguen.
De hecho, la estimacién del error de truncamiento asociado a cada método conforma una
parte fundamental de su exposicion.

1.3 TRATAMIENTO INTERVALAR Y ESTADISTICO

La formula de propagacion de errores (1.3) es solo una formula aproximada (de primer
orden) para la acotacion del error. El calculo del error usando intervalos permite obtener
acotaciones rigurosas; desafortunadamente, estas acotaciones no son realistas cuando el
nimero de calculos es grande; es decir, son acotaciones desproporcionadas y poco probables
de los errores reales. Para obtener estimaciones més cercanas a la realidad resulta muchas
veces conveniente analizar el error desde un punto de vista estadistico. A continuacién se
presentan estos dos tratamientos.
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1.3.1 Analisis de intervalos

El analisis de intervalos hace uso de las operaciones entre intervalos con el fin de determinar
un intervalo en el cual, con toda seguridad, se encuentre el resultado final.

Un intervalo (cerrado y acotado) I en R es un conjunto I de nimeros reales de la forma
[a,b] = {x € R:a <z < b}, con a,b € R. Llamaremos I(R) al conjunto de los intervalos
en R.

Se definen a continuacion las operaciones més sencillas con intervalos. Definimos
primero las operaciones aritméticas entre intervalos: si Iy, Iy € 1(R),

Il*IQZ{yER:y:xl*l'z, x1 € I, $2€Ig},

para cualquier operaciéon aritmética % entre ntimeros reales.

Para un gran namero de funciones entre nimeros reales (por ejemplo, las continuas)
podemos definir las correspondientes funciones entre intervalos de la siguiente manera:
dada la funcién f : R — R, definimos

fAIR) — I(R), f(I)={y:y=f(z),zel},

Usando operaciones y funciones entre intervalos, en lugar de operaciones y funciones
entre ntimeros, el anélisis de intervalos permite llevar a cabo un seguimiento, a lo largo
de la cadena de calculos, de la regién de la recta real donde se encuentran los sucesivos
resultados parciales y, en iltimo término, del resultado final del proceso de célculo.

1.3.2 Analisis estadistico

Para disponer de unas estimaciones més realistas del error del resultado, cuando éste se
obtiene a través de un proceso numérico que comporta muchas operaciones, es conveniente
introducir un tratamiento estadistico del error.

Para ello, se supone que los errores en los datos de entrada son wariables aleatorias
independientes con una cierta funcidn de distribucidn dada, como se muestra en los ejemplos
siguientes.

EJEMPLOS

a) Sea e el error al redondear un ntumero a d cifras decimales. Entonces e toma valores no
nulos sélo sobre [—¢, €], donde € = %IO*d; si suponemos que cada valor sobre este intervalo
es igualmente probable, la funcion de densidad p de e corresponde a una distribucidn
uniforme (es decir, a una funcién que vale 2= sobre [—¢, €] y se anula fuera de este intervalo);
la funcion de distribucion N

Flz) = / p(t)dt
—00
que nos da la probabilidad de que e tome valores més pequenos o iguales que z, es una recta
de pendiente i en aquel intervalo. En la figura 1.2 se ven representadas ambas funciones.
Damos a continuacién diferentes magnitudes estadisticas de la variable aleatoria e:

po= / zp(x)de =0 (media de e) ,
o? = / (x — p)?p(x)de = €2/3  (varianza de e)

—0o0

104
- ~ 0.2887-10"¢  (desviacion tipica o estindar de e) .

V3ooV12
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Figura 1.2: Funciones de densidad y de distribucién de la distribucién uniforme.

b) La mayoria de las variables aleatorias e que se manejan en la practica tienen aprox-
imadamente una distribucion normal; esto es, tienen una funcién de densidad de probabil-
idad aproximadamente igual a

1

2o

p(x) — e_(x_u)2/(20-2) ,

donde p es la media y o2 la varianza. En la figura 1.3 se presenta una representacion
grafica de dicha funcién de densidad.
La probabilidad P(J) de que e tome valors entre y — § y pu + § viene dada por

0
V20

re) = | " it = \; /f et = erf(——) .

u—3a

donde 5 .
erf(z) = —/ e*tzdt
(=) VT Jo

recibe el nombre de funcidn de error.

Como ejemplos, Q(0) = 1 — P(§) vale 0.317, 0.045 y 0.0027, cuando § vale o, 20 y
30, respectivamente. Esto quiere decir que, si e representa un error de un dato con media
pu = 0 (por ejemplo) y desviacion estandar o, la afirmacion de que la magnitud del error
sea menor que o, 20 y 30 es falsa en aproximadamente el 32%, el 5% y el 0.3% de los
casos, respectivamente.

Volviendo a la teoria general de tratamiento estadistico de los errores, consideremos ey,
..., ep variables aleatorias con medias u1, ..., 4y y desviaciones tipicas o1, ..., o,, ¥y Sean
di, ..., d, constantes arbitrarias. Se cumplen las propiedades siguientes:
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| !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

| | >
—0 o x

Figura 1.3: Funcién de densidad de la distribucién normal.
1. La combinacién lineal e = "1 | d;e; es una variable aleatoria con media
n
= dip; .
i=1

2. Siey, ..., e, son independientes (es decir, el valor que toma una variable no condiciona
el valor de cualquiera de las restantes), e tiene por desviacion tipica o, con

=1
Si ademas, e, ..., e, son normales, también lo es e.
3. Sieq, ..., e, son independientes y tienen la misma funcion de distribucion, la funcion

de distribucién de e se aproxima a una funcion de distribucion normal (cuando n —
o0) (Teorema central del limite).

Si queremos calcular y = f(z1,...,x,) y suponemos que e,(x;) = x; — T; son variables
aleatorias independientes con media nula y desviacion tipica o(eq(x;)), que escribiremos
simplemente o(x;); e.(y) = y — ¢ viene dada entonces por la férmula aproximada de

propagacion del error (1.3). Por tanto, teniendo en cuenta las propiedades anteriores,
es una variable aleatoria con media nula y desviacion estandar o(eq(y)), que también
escribiremos simplemente o(y), dada por la férmula aproximada de propagacion del error

estandar
1/2

n 2
o(y) ~ <Z {gﬂi (z1,..., xn)} 0(@)2) . (1.5)

=1

Notemos que la aproximacion de e,(y) dada en la férmula (1.3) tiene una distribucion
normal, si las variables e, (xz;) la tienen, y aproximadamente normal, si éstas tienen la
misma funcién de distribucién y n es grande.
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En el ejemplo de la suma y = 1 + 3 + - - - + xy, tratando los errores de redondeo a t
cifras decimals e,(x;) como variables aleatorias independientes con distribucién uniforme
de media nula y desviacién tipica € = %1O_t7 la férmula anterior da la desviacion tipica

o) = Vi = [ 5e

Por el teorema central del limite, e,(y) tiene distribucion aproximadamente normal con
media nula, si n es grande. Asi, por ejemplo, se puede afirmar que la magnitud de e, (y)

€5 menor que
n
2 §€ 5

en aproximadamente el 95% de los casos en que se hagan sumas de n variables independi-
entes.

siguiente para y

COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS

La mayorfa de los libros de calculo numérico tienen algiin tipo de introduccion al estudio
de errores. Para un punto de vista similar al de este capitulo, remitimos al lector a [DB74],
[RR78], [SB80], [YGT2].

Unas buenas introducciones a la representacion de los ntimeros se encuentran en [Hen64|,
[Ham73], [Knu69], y principalmente en [Wil64]. El teorema central del limite es uno de los
mas importantes de la teorfa de probabilidades, teorfa que sobrepasa el nivel de este libro
y que se encuentra en los tratados clasicos [Cra46|, [Fel50]. La referencia basica sobre el
analisis de intervalos es [Moo66].
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1.1 Convertir
a) 26.321¢ a base 2,
b) 1314.961¢ a base 16,
c) AF.3C1¢ a base 10.

SOLUCION:

Estudiemos primero cé6mo cambian las cifras de un niimero r al cambiarlo de la base b
alabase B. Siry=an...a0.a-1... 4 yrg=AN...Ag.A_1... p), tenemos

n

N
Z aZbL: Z Aij.

1=—00 j=—00

Igualando las partes enteras de ambos miembros

n N
> ab' => A;B’
i=0 j=0

y dividiéndolas por B, resulta que Ag es el resto de la division de la parte entera de r entre
B. Tomando ahora el cociente de esta divisién y repitiendo la divisién por B, obtenemos
A1 como nuevo resto; la repeticién de este proceso permite conocer todas las cifras de la
parte entera de r en la base B: Ag, A1, ..., An.

Anéalogamente, igualamos las partes fraccionarias

-1

-1
Z aibi: Z Aij,

1=—00 j=—o00

y, si ahora las multiplicamos por B, obtenemos como parte entera A_;. Repetiendo este
proceso de nuevo, con la parte fraccionaria del producto, tenemos como nueva parte entera
A_5 v, asi sucesivamente, encontrariamos todas las cifras de la parte fraccionaria de r en
la base B: A_1, A_o, ...Para los casos pedidos:
a)
26=13-24+0 13=6-24+1 6=3-2+0 3=1-2+1 .

ASi, 2610 == 110102
032-2=064 064-2=128 0.28-2=0.56 0.56 -2=1.12
0.12-2=024 024-2=048 048-2=096 0.96-2=1.92
092-2=184 0.84-2=168 0.68-2=136 0.36-2=0.72

0.72-2=144 044-2=0.88 0.88:-2=176 0.76 -2 =1.52
052-2=1.04 004-2=0.08 0.08-2=0.16 0.16-2=0.32

Por tanto, la expresién requerida es
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26.3210 = 11010.010100011110101110002 |,

donde las lineas superiores indican el periodo del nimero.
b)
1314 =82-16+2 82=5-16+2 .

Tenemos asi, 131419 = 5224¢.

0.96-16 =15.36 0.36-16 =5.76 0.76-16 = 12.16
0.16-16 =2.56 0.56-16 = 8.96

Usando como digitos en base 16: 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F, el resultado es

1314.9610 = 522.F5C28:¢

¢) Simplemente hay que desarrollar
AF3C15=10-16+15+3-16"" +12-167>.

Finalmente,

AF.3C16 = 175.23437510 | .

Problema 1.2 a) Convertir los numeros siguientes a base 10:
100010001.1000100012 , 42356.667 , 1F2D.1244¢ .
b) Convertir los nimeros siguientes, en base 10, a las bases 2 , 7 y 16:
423566, w7, e.
c) Efectuar las siguientes operaciones:
10001.10012 + 1001.11115 , 11.11012- 115, 45.679 - 449 ,

11.115/0.11115 ,  1221.21123/223 , Alig/Fig -
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SOLUCION:

a) De la misma definicion de la representacion digital de un nimero en una base
cualquiera, tenemos

100010001.100010001, = 1-2240-2740-2640.2°

+1-2440-224+0-2240-2!
+1-2°
+1-27'40.-27240-234+0-274
+1-27240-27540-2774+0-278
+1-27°

= 2842049049714 9754 9079

= 256432+ 140.5+0.03125 + 0.001953125

= 289.533203125 ,

100010001.1000100012 = 289.533203125 | .

La parte entera de 42356.667 es

42356, = 4-7*4+2-73+3.72+5-7'+6
(4-742)-7+3)-7+5)-7+6
= 10478 ;

v la parte fraccionaria

6-7+6 48
7249
0.97959183673469387755102040816326530612244% .

066, = 6-7T'4+6-72=

Finalmente,

’42356.667 = 10478.979591836734693877551020408163265306122448‘ .

Recordemos que las cifras en base 16 son: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A(=10), B(=11),
C(=12), D(=13), E(=14) y F(=15). Asi, de forma analoga,

]1F2D.12416 = 7981.712890625 | .

b) Anélogamente al problema anterior,

4235 =2117-2+1 2117=1058-2+1 1058 =529-2+0
929 =264-2+4+1 264 =132-240 132 =66-240
66 =33-2+4+0 33=16-2+1 16=8-240
8=4-240 4=2-240 2=1-240
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0.66-2=132 032-2=0.64 0.64-2=1.28
0.28-2=056 0.56-2=1.12 1.12-2=0.24
024-2=048 048-2=096 0.96-2=1.92
092.-2=184 084-2=1.68 0.68-2=1.36
036-2=072 072-2=1.44 044-2=0.88
0.88:-2=176 0.76-2=1.52 052-2=1.04
0.04-2=0.08 0.08-2=0.16 0.16-2=0.32

Resulta asi,

4235.66 = 1000010001011.1010100011110101110004

4235 =605-74+0 605=86-7+3 86 =12-7+2
12=1-74+5 ’

0.66-7=4.62 0.62-7=434 0.34-7=2.38
0.38-7=2.66 '

Por tanto,

4235.66 = 152304422 | .

Agrupando de cuatro en cuatro las cifras binarias, se obtiene

14235.66 = 108B.ABF5C2y | .

Las 25 primeras cifras significativas de los nimeros 7 y e son:

™ = 3.141592653589793238462643 . .. ,
e = 2.718281828459045235360287 ... ,

respectivamente.
Consideremos el paso del namero 7 a base 7. Llamando 7() al namero 7 redondeado
a j cifras decimales encontramos
1
@ = 3.1416 = 3.06647 & 57—4 ,
1
) = 3.14159 = 3.066377 + 57*5 ;
y, por tanto,
|
1 1
T = 3.066377 + (57*5 + 510*5) .

Tendremos también, por ejemplo, que

7 =3.141593 + 11076 = 3.0663652; £ 77| |

7 = 3.141592654 + 11079 = 3.06636514327 £ 7710
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El resto del apartado b) se deja para los lectores mas pacientes.
c¢) Realizamos las operaciones aritméticas pedidas de forma analoga a como se llevan a
cabo en base 10:

10001.10014
1001.1111,
11011.10002

10001.10012 4+ 1001.11112 = 11011.10002 | .

1111014
11,
111101
111101
101101114

11.11015 - 119 = 1011.01115 | .

45679
444
20501
20501
225511

45.67, - 449 = 2255.119 | .
[11.115/0.11115 = 1005 | .

122121125 | 223
00112 20.12113
0201
0101
0022
00

1221.21125/225 = 20.12113

Al | Fig
0B0 AB. 1o
0B0

A.116/F16 = A.Elﬁ .
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Problema 1.3 En un ordenador IBM, cada celda de memoria esta formada por 32 posiciones
binarias (bits). Sabemos que todo niimero p se almacena en punto flotante hexadecimal
(en base 16) de la forma siguiente: una vez escrito p en la forma +p’ - 16(°" =64 con p” > 0,
% < p' < 1, se almacenan en los 32 bits y sucesivamente : el signo (0 si + , 1 si —) (1
bit), el exponente modificado p” en base 2 (7 bits) y las primeras cifras no enteras de la
mantisa p’ en base 2 (24 bits, en precision simple, y 56 bits, en precisién doble). Notamos
que un numero almacenado en precisién doble ocupa 2 celdas de memoria.

a) Indicar como se almacenan en precision simple 1.0, 1.1 y —17.0.

b) Expresar, en forma decimal, el maximo y minimo niimero positivo que puede ser
almacenado.

¢) Calcular el error relativo maximo, en notacién decimal, con que puede ser almacenado
un niimero cualquiera en precisién simple y doble.

SOLUCION:

a) El ntimero p = 1 en la representacion de punto flotante hexadecimal queda
lip =19 = 1 .16t = 274 . 166564 .
16 !

asi,

1
p = 6= 274 =0.0001 , p” =65= 10000015 ,

v se almacena

’0 | 1000001 | 000100000000000000000000

Para p = 1.1, tenemos
AT L1 1 AT 65—64
1.1 = 1.000115 , 1.1 = 16 16~ = 0.0001000115 - 16 )

v se almacena

’0 | 1000001 | 000100011001100110011010 | ,

redondeando adecuadamente.
Para p = —17:

—-17
—1719 = —100015, —17 = T 162 = —0.000100015 - 160664

Asi, —17 se representa por

’1 | 1000010 | 000100010000000000000000‘ .

b) La representacion del méximo niimero positivo corresponde a

7

’0 | 1111111 | 111111111111111111111111
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se trata, asi, de
(1—2724).1612764 ~ 169 ~ 7.107 .

La representacién del minimo es

’0 | 0000000 | 000100000000000000000000 | ,

ya que p’ > 1—16. Por tanto, este nimero es

1
— 167 =16"% ~6.1077 .
16

¢) Suponiendo que se redondea al efectuar la representacion finita de la mantisa de p,
una cota del error absoluto en esta representacion es %2_24 167" 7% en precision simple,
y %2*56 - 167" 7% en precision doble.

Como p” > %6, tenemos las siguientes cotas del error relativo:

2—25 . 16p”—64

_ _ 9-21 1n—6
() = [eorqgr—e =2 ~05-1077,
en precisién simple, y
2—57 . 16p”—64 53 16
ap) = g e — 2 =11-1007,

en precisién doble.

Problema 1.4 En el ordenador CDC 3200, los niimeros se almacenan en punto flotante, usando
48 posiciones binarias de la manera siguiente:
N 36 |
5 exponente mantisa

El namero p se escribe en la forma p = +p’ - 2P" con % < p' < 1. La mantisa p’ se
almacena aproximada por sus 36 primeras cifras binarias no enteras, redondeadas ade-
cuadamente. El exponente p” ha de cumplir la acotacion | p” |< 2!° y se representa
por

p’+20(si p?>0), p’+2%—1(si pP<0).

El bit correspondiente al signo (s) es 0 cuando p > 0; si p < 0, se escoge el complemento
a 1 de toda la representacién anterior (es decir, se cambian los unos por ceros y los ceros
por unos; en particular, el bit del signo sera 1).

a) Indicar como se representan los nimeros siguientes:

1.0, 05, —00625, O0.1.

b) Expresar, en forma decimal, el maximo y minimo niimero positivo que puede ser
almacenado.

¢) ;Cuantos numeros reales se pueden almacenar exactamente?

d) ;Cuél es el error relativo maximal en el almacenamiento de los nimeros?
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SOLUCION:

a) El ntumero p = 1 en la representacion de punto flotante binaria queda

L o1
Lo=1ly=75-2";

asi,
/ 1 —1 9

v se almacena

’0 | 10000000001 | 100000000000000000000000000000000000

Para p = 0.5, tenemos

1
0.5=_-2°
2

v se almacena

’0 | 10000000000 | 100000000000000000000000000000000000

Para p = —0.0625, consideramos primero su valor absoluto
0.06251 = — = 0.15-273
. 10 — 16 — .19 .

Asi, 0.0625 se representa por

7

’0 | 01111111100 | 100000000000000000000000000000000000

por tanto, p = —0.0625 tendré la representacién complementaria a 1

’l | 10000000011 | 011111111111111111111111111111111111‘ .

Finalmente, para p = 0.1, tenemos

0.1=0.8-2"2=0.11005- 273

y, redondeando convenientemente, se almacena

’0 | 01111111100 | 110011001100110011001100110011001101‘ .

b) La representacion del nimero positivo mayor corresponde a

9

’O | 11111111111 | 111111111111111111111111111111111111

se trata, asi, de
9=36y 9210—1 _ 1 5-36y 01023 - q. 10307
(1—2736).22%-1 — (1 —2736). 91023 9. 10307

La representacién del menor es

’0 | 00000000000 | 100000000000000000000000000000000000 |

18
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dado que p’ > % Por tanto, este niumero es

1 L91=20 _ 5-1024 610309

c¢) La cantidad de nimeros que se pueden almacenar exactamente serd como maximo
247 ya que cada uno de los 48 bits puede tomar los valores 0 y 1, excepto el primer bit
correspondiente a la representacion de la parte fraccionaria de la mantisa en base 2 que es
forzosamente 1 para los niimeros positivos y 0 para los negativos. Concretando, hay que
considerar un factor 2 para el signo, un factor 23° para las diferentes mantisas almacenadas
exactamente y un factor 2'' — 1 correspondiente a las posibilidades de almacenamiento de
p” que son 2'0 para los p” > 0y 2% — 1 para los p” < 0.

Resulta, por tanto, la siguiente cantidad de niimeros almacenados exactamente

2.2 . 2% —1)~1.4.10".

d) Suponiendo que se redondea al llevar a cabo la representacion finita de la mantisa
de p, una cota del error absoluto en esta representacion es %2*36 2P,
Como p’ > %, tenemos la cota del error relativo
2—37 . 2p”

_9-36 0~ a.10-10
= Sy =2 0 =03.1071.

e (p)

Problema 1.5 a) Determinar el error méximo para y = x173, si
x1=20+01, 20=3.0+0.2.

i) Exactamente, operando con intervalos.

ii) Utilizando las férmulas (aproximadas) del error maximal en las operaciones arit-
méticas.

iii) Calculando primeramente el error relativo, usando que el error relativo es aproxi-
madamente el error absoluto del logaritmo.

b) Calcular el error estandar con los mismos datos de a), suponiendo que las cotas para
los errores de x1,x9 son, de hecho, desviaciones estandar.

SOLUCION:

a)i) 11 =2.0+ 0.1 y zo = 3.0 = 0.2 equivalen a

T1—-a<rn<r+eq (1 =20, e =01),

To —€r <10 < To+ €2 (f2:3.0, 6220.2) .
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Como Z1 £ €1 v Ty & €2 son positivos,
(T1 — €) (T2 — €2)” < 2175 < (T1 + €1)(T2 + €2)°

(%)

Sustituyendo,
14.896 = 1.8 - 2.8% < 123 < 2.1-3.22 = 21.504 ;

por tanto,
—3.104 < xy23 — 7173 < 3.504 .

Escogiendo la cota mayor,

r173 = 18 + 3.504

if) Usaremos ea(y1 +2) = ca(y1) + ay2) ¥ €r(y1 - 92) = & (51) + e (1),
En nuestro caso,

er(2123) = €, (x12232) ~ €.(x1) + 26, (x2)
ea(l’g) ea(l’g) 2

. 6a(xl) ~ 6a(a:l) . i o N
Gr(xl) = 1 = ) = 20 ° ET((L‘Q) = o ~ % = 20
Asi,
1 4 11 11
er(azlxg) ~ 20 + 30" 60 ea(xla,’%) ~ 18@ =33

y, finalmente,

7123 =18 4+3.3

Otra manera de llegar a este resultado es operando en (x)
= =2 =2 _— - = 2 2 2
T1ZT5 — To€1 — 2T1T2€2 + 2T2€1€2 + T1€5 — €165 < 2125 <

= =2 | =2 - - = 2 2
T1T5 + T3€1 + 2T1To€9 + 209€1€9 + T1€5 + €165
: PR = ~ 2 2
y despreciando los términos Za€j€2, T1€5 v €1€5 en los cuales aparecen productos de errores

de los datos (es decir, que contienen més de un ),

1173 = 175 & (T3e1 + 2717262) = 18 £3.3

iii) Usando que €,(y) ~ €,(Iny), tenemos
er(z173) ~ eo(Inzy + 2Inxs) =~ €,.(21) + 26, (22) |

como en ().
=01, 03 = 0.2,

b) Usando la formula de propagacion del error estandar, con o

tenemos
1
oly) =~ [(23)%0F + (22122)%03]2

8102 + 14402)7 ~ 2.6 .
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Problema 1.6 Dado el sistema de ecuaciones lineales

3r + ay = 10
S5r 4+ by = 20 [~

donde a = 2.100+£5-107% y b = 3.300+£5-10~%, ;con qué exactitud puede ser determinado
x+y?
SOLUCION:

Las componentes de la solucién del sistema seran

~10b— 20a 10
T 3—50 YT 3b—5a’
v la suma
b—2a+1
—10———
TrY 3b— 5a

Damos a continuacién los valores aproximados de diversos resultados intermedios en el
calculo de = + y, asi como las cotas (aproximadas) de los errores respectivos:

a=21 €q(a) =

== 3.3 ea(b) -
N=b-2a+1=01 (N)=e(b) +2¢(a) = 3¢,
D=3b—51=—0.6 €a(D) = 3€4(b) + 5eq(a) = 8¢,
(

N 10 Nea(D)+ | D] €a(N)

650
:?624'10_2.

Resulta asi,

r+y=—-2+4-1072

Problema 1.7 Tenemos el sistema de ecuaciones lineales

r + ay = O
bx + 2y = d [’

donde a =1.00+£5-1073, b=1/a y d = b — a. ;Con qué exactitud podemos determinar
xy?
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SOLUCION:

Si interpretamos el enunciado de forma que b se calcula a partir de a y d a partir de
by a, tendremos que expresar primero el producto zy de las componentes de la solucién
del sistema en funcién de a, b y d y encontrar después los errores de aquél a partir de los
errores de a, by d (entendiendo que los errores de b y d son los propagados del error de a).

Las componentes de la solucién del sistema seran

x_lO—ad _d—5b
To—w o YT
v el producto,

(10 — ad)(d — 5b)

(2 — ab)? '

Damos a continuacién los valores aproximados de diversos resultados intermedios en el
célculo de xy, asi como las cotas (aproximadas) de los errores de las respectivas expresiones:

Ty =

a=1 ¢4
b=1 €a(b) = — = —¢€4(a) =€,
d=0 €4
2 ab=1 €2
D=(2-ab)?=1  ¢,(D)=2(2—ab)es(2 — ab) = 4e ,
N1 =10—ad =10  €,(N1) = aeq(d) + deg(a) = 2¢
Noy=d—-5b=—-5  €4(Na) = €,(d) + 5e4(b) = Te ,
N = N1Ny = —50 €a(IN) = | Nalea(N1) + Ni€q(No) = 80€ ,
(zy) = Deo(N)+ | N | eq(D)

D2 = 280¢ .

xy=—=-50  e€u(zy)

D

Asi pues, en el caso planteado, sustituyendo el valor de e = 5- 1073, se obtiene

|zy = —50+1.4].

Problema 1.8 Queremos calcular a = (7 — 4v/3)*, utilizando el valor aproximado 1.73205 para

V3. Escoger, entre las férmulas equivalentes siguientes, la mas adecuada desde un punto

de vista numérico:
1
— (97 —56V3)%,
(74 4/3) ( )

1

(97 + 561/3)2
1

18817 + 10864+/3

18817 — 108643 |
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SOLUCION:

Consideramos las siguientes funciones:

file) = (T—4d2)t,

folx) = (7T+42)™*,
fa(z) = (97 —56z)?,
fa(z) = (974 56z)7%,
f5(x) = 18817 — 10864« ,

fo(z) = (18817 +10864x)~" .

Es trivial comprobar que todas las funciones valen a en z = /3,

a=fi(vV3) (i=1+6).

Cuando procedemos a evaluar fz(\/g) no disponemos del valor exacto v/3, sino sélo de
la aproximacién z = 1.73205; tenemos que encontrar aquella f; que produzca el minimo
error en el calculo de a. Con este fin, utilizaremos la formula aproximada de propagacion
del error maximal en cada caso; asi tenemos:

ca(fi()) =

) o~
) o~
) ~
) o~
)

16(7 — 4z)3€,(z) ~ 0.005922¢, () |

16(7 + 4z) Peq(z) =~ 0.00003052¢, () ,

112(97 — 56x)eq () =~ 0.5824€, () ,

112(97 4 562) 3e,(z) ~ 0.00001534¢,(x) |

10864€, () ,

10864(18817 4 108642) €4 () ~ 0.00000767€, () .

Observamos que la mejor formula desde un punto de vista numérico es la ultima, y que
la peor es la dada por f5. Calculando a con ambas, tenemos:

f6(V/3) ~ 0.0000265717 , f5(/3) ~ 0.000976562(!) .

El estudio anterior asegura que las 5 primeras cifras significativas del primer valor son
correctas; en cambio, no asegura ninguna cifra significativa correcta del segundo valor

obtenido, tal como ocurre.

Hay que hacer notar que, en operaciones similares a la efectuada en la evaluacién de
f5(v/3) (donde se restan ntmeros muy proximos), el error relativo puede ser muy grande.
En estos casos es preciso sustituir la formula utilizada por otra equivalente pero mejor
desde un punto de vista numérico.

Problema 1.9 Si, en el cdlculo de In(x — /x? — 1) para x = 30, la raiz cuadrada se obtiene de
una tabla que da 6 cifras decimales correctas con redondeo, ;cuél serd el error absoluto en
el resultado? Obtener una expresiéon equivalente numéricamente mejor , y acotar el error
absoluto al usarla en las mismas condiciones.
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SOLUCION:

Llamaremos z a la cantidad afectada de error en la expresion; tenemos asi que calcular
el error en f(z) =1In(30 — 2), donde 2z = /899 tiene una cota de error €,(z) = £1075. La
formula de propagacion del error da la siguiente cota:

1 31076

() ~2 39075
30— va95*) = 5016671

ca(f(2)) =|f'(2) | €a(2)

Una manera de obtener una expresion equivalente, en la cual no se produce el problema de
cancelacion observado, consiste en volver a escribir el argumento del logaritmo en la forma

(5 /7x2_1)$+\/56271_ 1 '
r+vVaZ—1 z+vVa2-1"

entonces, la expresién equivalente serd

)=—In(z+ Va2 -1).

1
In(z — Va2 —1) =In(————
( ) (:H— T

Para z = 30, calculamos g(z) = —In(30 + z) y el error estara acotado por

1 $1076

L ()~ -2 841079
30+ vao5*) = 59 983329

ca(9(2)) =19 (2)] €a(2)

Destaquemos que el factor de expansion del error de z se reduce en un factor préximo
a 3600 al usar la segunda férmula y no la primera, y que esta reduccion serd atun mayor si
x aumenta su valor.

Problema 1.10 Trabajando con 5 cifras decimales, calcular

{/2.15283 — {/2.15263 (k = 2,3,4) .

a) Directamente.

b) Usando formulas equivalentes, mejores desde un punto de vista numeérico. (Indi-
cacién: Considérese la divisién de polinomios (a* — b*)/(a —b)).

¢) Comparar los resultados y comentarlos.

SOLUCION:

a) En la tabla siguiente se dan los resultados de los calculos hechos directamente, usando
s6lo 6 decimales:

Hay que destacar que s6lo se obtiene una cifra significativa en todos los casos; hay, por
tanto, un problema de cancelacién de términos.
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k=2 k=3 k=4
V/2.15283 || 1.46725 1.29123 1.21130
V/2.15263 || 1.46718 1.29119 1.21127
V/2.15283 — ¥/2.15263 || 0.00007 0.00004 0.00003

b) Para encontrar formulas equivalentes, consideramos la division del polinomio ak — bk

entre a — b, hecha segun la regla de Rulffini,

100 -+ 0 [—bF
b b b - bRk
1L b b - 1] 0

asi,
ak: _ bk: — (ak:—l _|_ak:—2b+ ak—3b2 NN abk—? + bk—l)(a _ b) )

Por tanto, escribiendo en cada caso a = /A y b = V/B, tenemos

Vi VB - A-B

VA+VB’
3 3 i A-B
VA-VE = (VA + VAYB + (VB)?
VA-VB = i

(VA + (VA?V/B + VA(VB)? + (VB)®

usando estas formulas con el numerador exacto A — B = 2-107%, se encuentra,

V/2.15283 — v/2.15263 = 6.81563-107° (k=2),
3.99866 - 107° (k= 3),
2.81340-107° (k=4) .

c) v/2.15283 y +/2.15263 estan calculados con 5 cifras decimales; por tanto, una cota
del error al efectuar la resta en a) es %10*5 + %10*5 = 107°. Asi, los resultados de a) con
las cotas de error correspondientes son:

(7£1)107° ,(4+£1)107° ,(3+£1)107° .

Si usamos, en cambio, las formulas encontradas en b), por ejemplo con k = 2, y
llamamos D = A — B, a = VA y b= v/B, obtenemos la cota

D D 2.10~4

~ _ -5 .209.10-9
) @ T eal®) = 1070 = 021070

€af

Esta acotacion asegura que podemos considerar correctas las 9 primeras cifras decimales
del resultado del calculo pedido

V/2.15283 — v/2.15263 = 6.8156 - 107>
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Llevando a cabo célculos anéalogos, se ve que también se dispone de la misma exactitud
para los otros valores de k:

/215283 — /2.15263 = 3.9987 - 107° |,

v/2.15283 — v/2.15263 = 2.8134 - 107°| .

Obsérvese el considerable aumento de 4 cifras significativas que se obtiene con el uso
de las formulas de b) en lugar de las de a).

Problema 1.11 Dar expresiones equivalentes para las férmulas siguientes que sean mejores
desde un punto de vista numérico, cuando € es mucho menor que x:

a) W_%7

b) \/%_\}57
c)

1 1
r+e x—¢€
d)  sen(x+¢€) —sen(x) ,
e)  cos(x +e€)—cos(x),
f)  tan(x +¢€) —tan(x) ,
z+e dt
8) /x T

2
T )

SOLUCION:

a) Usando la técnica del ejercicio anterior, tenemos

Yore— Y=
(WVar o1+ (Yo r o 2o+ + Yot a2 + (Vo

b) Pasando a comin denominador, tenemos

1 1 Vi—vr—e (Ve—vr—o(/z—e+ 1)

T—€ VI Ve—eyz  (Vave (Vo e+ /1)
(Vave —e) (Ve —e+va)

¢) Pasando también a comun denominador, resulta

1 12 (x—e)z+ (x+€)x—2(x+¢€)(x—e)
r+e x—€ (x+¢€)(x—e)x
2¢2

(22 —e2)x
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d)
sen(x + €) —sen(z) = QSen(x + ; — a:) cos(x + ; + x)
= QSen(i)cos(x—i— 5) :
e)
cos(x + €) —cos(x) = —ZSen(x * ; — a:) sen(ac +;+ x)
= -2 sen(i) sen(x + 5) .
f)
0z 6) — tan(z) — sen(z +¢)  sen(x)
tan(z + ¢) — tan(z) cos(x +€)  cos(x)
_ sen(x + €) cos(x) — sen x cos(x + €) _ sen(e) '
cos(x + €) cos(x) cos(x + €) cos(z)
g) e .
/x ?:ln(x—i—e)—ln(a;):ln(xxe) .

Problema 1.12 Calcular, acotando el error propagado, la aceleraciéon debida a la gravedad
en la superficie del Sol (gs), dada por la ley de la gravitacién universal de Newton y
partiendo de los siguientes datos aproximados, que supondremos redondeados: masa del
Sol, mg = 1.90 - 1030 Kg; masa de la Tierra, mp = 5.98 - 10%* Kg; radio solar (rg) igual a
112 radios terrestres (rr), y la gravedad en la superficie terrestre, gr = 9.81m/s?.

SOLUCION:

Por la ley de la gravitacién universal de Newton, se cumple que

mg mr
gs =K 5y 9T = 5 3
s T

donde K es la constante de la gravitaciéon universal, que no la tenemos como dato del
problema; asi que, despejandola de la segunda igualdad y sustituyéndola en la primera,
tenemos la férmula para el célculo de gg

ms"/"%
gs = 5 gr
mT"rS
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Considerando las variables z; (i = 1+ 4) tales que
mg =102y, mp=10"2y , rg=x3rr, gr=a4;

entonces -~
144 6
gs = 5 107 .

:L‘2$3

Usando los valores aproximados
r1=190Kg, 2o =598Kg, 23=112, 24 =981m/s?,

se obtiene la aproximacién
gs ~ 248.47m/s* .

La formula de propagacion del error maximal nos proporciona de forma aproximada
una cota del error absoluto de gg

4
dgs
€a(9s) = (71, 22,73, 74)| €a(;)
= | O
T4 T4 41 T 6
= 10° T1) + 5 —5¢€a(T2) + 2——=€4(x3) + —5¢€4(x4))10° .
(xzxgﬁa( 1) x%$§5a( 2) x2$§6a( 3) $2$§5a( 1))

Las cotas €,(x;) son las acotaciones en el redondeo a las cifras dadas de los valores
correspondientes de @;: €q(71) = €4(22) = €a(24) = 31072, €,(z3) = 3. Sustituyéndolas
en la férmula anterior, resulta

€a(gs) ~3.2m/s? .

El trabajo de calculo es mucho mas sencillo si se utilizan los errores relativos en vez de
los absolutos. Los errores relativos de los datos estan acotados por:

11072 11072
alms) = 59 0 o =555
(or) 11072 (’I“S 11
€ = ——, g(—)=z—%.
r\9r 2981 " T\ T 2112

Asi, directamente,

.
er(gs) ~ Mm@+w@ﬂ+q@ﬂ+%A£)
1 1 1 1 1
= 2103 (—4 —+—)4+-—~13-1072.
20 (1.9+9.81+5.98)+112 310

El error absoluto estd, asi, acotado por

ca(gs) = gser(gs) ~ 3.2m/s?

como antes.
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Finalmente,

gs = (248.47 £3.2) m/s?

Problema 1.13 Consideremos una barra de longitud ¢ y seccién rectangular, de anchura a y
altura b, empotrada por uno de sus extremos. Si en el extremo libre se aplica una fuerza
F perpendicular a la barra, la flexién s experimentada viene dada por la expresién

4 03
=— —_F,
E ab3

donde E es una constante que depende sélo del material, llamada médulo de Young.
Sabiendo que una fuerza de 140 Kp, aplicada sobre una barra de hierro de 125cm de
longitud y seccién cuadrada de 2.5 cm de lado, le produce una flexién de 1.71 mm, calcular
el médulo de Young del hierro y acotar el error propagado de los errores de los datos
(suponiendo que éstos tienen sélo el error de aproximacién por corte a las cifras dadas).

S

SOLUCION:

El valor aproximado E del médulo de Young se encuentra despejando primero E de la
expresion dada para la flexion y sustituyendo después los valores aproximados de los datos

4ap

 sabd

E F=16374.27 .

El error en E se encuentra comodamente trabajando con los errores relativos; asi,

& (E) = €(s) + 3¢, () + €-(a) + 3€,(b) + €-(F) ;
con €(s) = 147, & (0) = 135, &(a) = & (b) = 5=, & (F) = 115
De donde,

1 3 1 3 1
E)=—+-—+—+--+-——=197-107}
e(B) =1+t s Tas tog tiag = 1977107

por tanto,
€o(E) = Ee (E) = 3226 .

El médulo de Young del hierro, con la cota de error encontrada, viene dado por

E = (1.6374 4+ 0.3226)10%

Noétese que tnicamente la primera cifra significativa se puede considerar correcta.
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Problema 1.14 Si usamos un ordenador que comete errores relativos acotados por €, en la
representacioén de los niimeros y en las operaciones aritméticas, y por 5e en el cilculo de
logaritmos, acotar el error cometido en los célculos de

a) Zai ,
i=1

b) H a; ,
i=1

o) D wmiyi,
i=1

d) Zmz Inz; ,
i=1

n
e) Z aiz’
=0

usando diferentes algoritmos y tratando de decidir (si se puede) cudl seria la mejor manera
de realizarlos.

SOLUCION:
El enunciado dice que un nimero x se almacena como
fi(z) =z(1+9),
con |§|< ¢; andlogamente, x + y, zy, Inx se almacenan respectivamente como
filz+y)=(+y)(1+04) Alzy) =2y(1+6.) f(lnz) = (Inz)(1 +dn) ,

con |04 |< e |0.|<ey |on|< Be.
a) Para calcular a1 + ag + ag, denotamos A4; = fl(a;) = a;(1 +6;) (i = 1,2,3) y
encontramos

SQ = ﬂ(Al =+ AQ) = (Al + Ag)(l + (5+2) , Sg = (SQ + Ag)(l + (5+3) .
El valor calculado de la suma seré
fi(ay 4+ a2 + a3) = {[a1(1 + 01) + az(1 + 62)](1 + 042) + a3(1 + d3) }(1 + d43) ,

donde los valores absolutos de § con cualquier subindice son menores que e.
Despreciando los términos que darfan una contribucién no lineal en los diferentes valores
de 9, el error en el calculo se puede acotar por

|53—(a1—|—a2+a3)]

< |a161 + agds + azdz + (a1 + az)d42 + (a1 + ag + a3)di3|
< (la1| + laz| + |ag| + |a1 + a2| + [a1 + a2 + as])e ,
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que también se puede acotar por (3 |ai| +3 |az| +2 |as])e.
En el caso general, acotando los valores absolutos de d; por €, queda

n
|Sn = > ail<|a161 + azds + -+ + anby
i=1

+(a1 + a2)dyo + (a1 + a2 +asg)dys+ -+ (a1 +ag + -+ an)din|
n

> lail| 6]

i=1

= 1) aa] +(n = 1) [az| +(n—2) [as] +- -+ |aulle s ()

IA

acotando como antes |J;|< €, tenemos la cota del error absoluto

n
€4 (ZCLZ) =[n|a1]| +n|az| +(n—1) |az| +---+2 |ay|]e.
i=1

En consecuencia, es aconsejable realizar las sumas de los ntimeros empezando por los
términos de menor valor absoluto y acabando con los de mayor valor absoluto con el fin
de minimizar la expresiéon deducida para la cota del error absoluto.

b) Para el producto [[}; a; se acttia de forma similar y se encuentra para n = 3 el
valor calculado Pj

{[(a1(1 + (51)0@(1 + (52)}(1 + (5.2)0,3(1 + (53)}(1 + (53) .
Despreciando los términos no lineales en ¢, se escribe como
ajazaz(l + 61 + 92 + 63 + 0.2+ d.3)

y el error relativo esta acotado por Se.
En general,
P, =ajaz---an(l £ (2n —1)e)

v el error relativo esta acotado por

€r (H az-) =(2n—1)e,
i=1

independientemente de la ordenacion de los a; (i =1 +n).
c¢) Repitiendo los procedimientos anteriores, encontraremos facilmente una cota del
error absoluto en el calculo de .
> iy ;
i=1

los productos x;y; tendrén errores absolutos acotados por 3|x;y;|epsilon y errores relativos
acotados por ¢; = 3¢, segun la formula anterior para el error relativo en el producto; la
suma de todos ellos tendra un error que, escribiendo a; = z;y;, y acotando |d; | por ¢; en
(%), esta acotado por

n
€a <Z xzyz> = [(n+2) [z1y1]| +(n +2) |z2y2|
i=1

+(n+1) |zsys| +- -+ 4 |xnynlle .
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Asi pues, es recomendable, como en el primer caso, comenzar a realizar los calculos con
los menores sumandos, en valor absoluto, y acabar con los mayores.
d) La cota del error absoluto en

n
Z z; Inx;
i=1

se encuentra de forma similar al caso anterior una vez que se conoce una cota del error
absoluto de los Inz;. Obsérvese que los nimeros x; deben ser positivos con el fin de poder
calcular sus logaritmos.
El valor calculado de In z; serd
filnz;) = Infx;(146;)](1+ 0m)
~ In T+ (51' + In xiéln y
donde se ha aplicado la férmula de propagacién del error a la funcién In y se han despreciado

los términos no lineales en los valores de §. Asi, el error absoluto en los productos a; =
x; Inz; estd acotado por (145 |Inz;|)e, v el error relativo por

1
€ = <5+>6.
ani|

Acotando de nuevo |d;| por ¢ en (x), tenemos la cota del error absoluto

n
€a (inlﬂ(fﬂz’)> =[r1+axataz+- 4 x,
i=1

+(n+4)|z1Inz;| +(n+4) |z Inzs |
+(n+3) |zslnas| +---+6 |z, Inz,|le .

e) La evaluacion del polinomio

se analiza aquf con respecto a los errores; se escoge la regla de evaluaciéon de Horner porque
es la que realiza menos operaciones. No obstante, nétese que el algoritmo de evaluacién
consistente en calcular primero todos los términos a;z? y sumarlos después puede analizarse
usando la técnica que se ha utilizado hasta el momento en este ejercicio: acotar el error en
cada sumando y usar (x) para acotar el error absoluto en la suma.

Usando la regla de Horner, p(z) se evalia mediante la recurrencia

bp—1=an, bj_1=bjz+a; (j=n—-1+0); p(z) =>4
(véase el apartado 3.1.2).
Estableceremos ahora una recurrencia entre cotas €; de los errores absolutos de las

bj (j=n—-1+0)

fi(bj—1) = {l(bjLe)z(lLe)](1+e)+aj(lLe)}(l+te)

~ big x|z e +2|bjx| et |aj] et |bj—1] €],

2] e+ [2 [y | + |a] + [bj1[Je
|| € + [laj| +2 [bjz| + [bj-1]e .
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Consideraremos asi la siguiente recurrencia para las cotas:

€n = |an| €,
-1 = |zl +[laj| +2 |bjz| + [bj-1lle (j =n+0).
Introduciendo .
dj=2+2|b| (j=0+n),
queda
dp—1 = ‘an|+2’bn71‘:3‘an’a

dji—1 = djlz|+|a;| +3|bj—1| (j=n—-1+0);

por lo tanto, como €_; = €(d_; — 2 |b_1|), una cota del error absoluto en p(x) se puede
encontrar evaluando en |z | el polinomio de coeficientes positivos

n=3lan|, ¢ =[a;|+3[bj—1| (G=n—-1+1), co=lao| +[b-1] .

Multiplicando finalmente por €, encontramos la cota pedida

ea(p(z)) = ch |ac]9 €.
j=0

Problema 1.15 Un ordenador comete errores relativos acotados por €, €, 2¢, 4¢ y be en el
almacenamiento de datos, operaciones aritméticas, raiz cuadrada, calculo del logaritmo y
calculo de la exponencial, respectivamente. ;Para qué valores de a y b el error relativo en
el calculo de a® como exp[bln(a)] es menor que 12¢?

Aplicacién: Estudiar el caso v/x.

SOLUCION:

Queremos escribir la aproximacion fl(a®) en la forma a®(1 + 6) y después acotar |d].
Para esto, realizaremos un analisis en cadena de las acotaciones de los errores producidos
en el almacenamiento y en cada operacién, teniendo en cuenta que

fi(z) = 2(1+0,); f(z*y) = fl(z) *fl(y)(1 +0.);
con |0;] < ey |0 < e, para las operaciones aritméticas; y
A(f(z)) = f(A(2))(1 +6y) ,

con |d¢| < 2, para la raiz cuadrada, |d¢| < 4e, para el calculo del logaritmo, y [07| < 5e,
para el calculo de la exponencial.
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Asi,
a) = a(l+6,) (representacion inicial de a),
) =1Infa(1 4 6,4)](1 + d1n) (logaritmo),
=b(1 + 0p) (representacion inicial de b),
n(a)) = b(1+ &) Infa(l + 64)](1 + dn)(1 4+ 6.) (producto) ,
) = exp{bln[a(1 + 0,)](1 + ) (1 + ) (1 + 6.)}(1 4 dexp) (exponencial).
Usando la férmula de propagacion del error en una variable, tenemos

In[a(1 + 6,)] ~ In(a) + 6, , exp[bln(a) +7] ~ a®(1 +7) .
Aplicandolo en la expresion anterior, con
v =bdq + bln(a)(dn + & +9.) ,

se llega a
fi(a) = a®[1 + Sexp + b6a + bIn(a) (B + 6 + 6.)]

que ya da una expresién aproximada para § en la cual se han tenido en cuenta sé6lo los
errores lineales en e.

Acotando la aproximacion de § en esta expresion y usando la informaciéon dada sobre
las cotas de los errores cometidos en el almacenamiento y en los calculos, se obtiene

fl(a®) = a®[1 £ (5 + |b|(1 + 6|1n(a)|))e] ;
de donde, la condicién sobre a y b pedida en el enunciado seré
|b](1 +6|In(a)]) < 7.

En consecuencia [b| < 7y, en este caso,

< 7 1
<a< c=——=.
' 6/b] 6
La aplicacién corresponde a elegir b = %; asi, el error en la raiz séptima, calculada como

exp[% In(a)], serd menor que 12¢ para los valores de a en el intervalo [e~, e¥].

Problema 1.16 Encontrar una expresién de la cota aproximada del error absoluto al evaluar

la funcién
f(z) = /3 + %) .

Se supone que los errores relativos en la representacién de nimeros, operaciones aritméticas,
raices cuadradas y cdlculo de logaritmos son, en valor absoluto, menores que €, 2¢, 3¢ v be,
respectivamente; ademads, se comete un error relativo menor, en valor absoluto, que 4e al
medir x.
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SOLUCION:
Para calcular f(x) = 1/3 4 In?(z) realizamos los siguientes pasos:
1. Almacenamiento de z: = —x; =fl(x) =2(1L£4e)(1Le).
2. Calculo de Inz : x1 = 2o =fl(lnzy) = Inzy (1 + 5e) .
3. Calculo de In?z : T — x3 = fl(23) = 23(1 & 2¢) .
4. Calculo de 3 +In%x : z3 = x4 =03+ x3) = (3 + x3)(1 £ 2) .
5. Céalculo de V3 +1n’x) 1 x4 — x5 = fi(\/Z2) = /Z2(1 + 3€) .

Noétese que

1>, To~Inx, :r3:1n2x, x4:3—{—ln2x, x5 ~\/3+In?z.

Queremos encontrar una cota para el error absoluto. Usaremos repetidamente la for-
mula para el error en un producto y la férmula aproximada de propagaciéon de los errores:

1. (1) = bze.
1

2. €q(z2) = e€(Inzy)+5 |22 e x—ea(azl) +5|Inz | €
1

51+ |Inz |)e
3. ea(x3) = €a(d) + 223€ ~ 2xoe, (o) + 223€
~ [10 |Inz| (1+ |Inz|) + 2In®z]e = (12In® 2 4 10 |Inz|)e
4. €q(rg) = eq(w3)+23+23)e~ (141022 4 10 |Inz| 4+6)e
1
5. €a(5) = ——€q(mg) + 3\/24€

2,/1'4

1
— (14’2 + 10 |Inz| +6 +3\/3+1n2x €.
l2\/3+1n2x( | | +6)

La expresién final para la cota es

1
ca(V/3+1n?2) = ———=(10In*z + 5 |Inz| +12)¢
V3+Infx

Problema 1.17 Queremos calcular cos(cos+/x) y tenemos representado x con un error relativo
menor que € y el cdlculo de la raiz cuadrada y del coseno se hace con errores relativos
acotados por 3e y be, respectivamente. Acotar aproximadamente el error relativo total
en funcién de x, suponiendo € suficientemente pequeno, v demostrar que, para cualquier

€ (0,1), la cota es menor que (5 + v/37.25tan 1)e.
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SOLUCION:

Para calcular cos(cos \/x) realizamos los siguientes pasos:

1. Almacenamiento de z: x — a1 =fl(z) =z(1te) .
2. Calculo de v/ : x1 — xo = l(y/z1) = /Z1(1 £ 3e) .
3. Calculo de cos/z : x9 — xg = fl(cos xg) = cosxa(1 + He) .

4. Calculo de cos(cosy/x): x3 — x4 = fl(cos x3) = cosx3(1 + 5e) .
Noétese que
1T, To~y\T, T3=cos\T, x4 cos(cosyT) .
Queremos encontrar una cota para el error relativo

6a($4)

er(74) = cos(cos /) ;

con este fin, usaremos repetidamente la formula para el error en un producto y la férmula
aproximada de propagacién del error:

1. eq(x1) = =xe.

2. ea(w) = ealy/T1)+3Va1
7
SVae

1
~ o xlea(:rl) + 3y/T1€

12

3. €a(r3) = e€4(cosxa) + 5coszae ~ senxoe,(z2) + 5 cos xae
7
~ (5\/§sen\/§+5(zos\/§)e
4. eq(x4) = eq(cosxs)+ 5cosxse =~ senwgeq,(xs) + 5 cosxze

12

[(;\/:Esen VT + 5 cos /z) sen(cos \/E)) + 5 cos(cos \/5)} €

Asi pues tenemos ya la cota del error relativo para cada x € (0,1)
7
er(xg) = [2\/Esen VT + 5 cosv/z) tan(cos vx) + 5} €

para demostrar que esté acotado por (5 + v/37.25tan 1)e , s6lo es necesario ahora ver que
la funcién

7
ft) = §tsent+5cost

estd acotada por v/37.25 para todo t € (0,1), dado que la funciéon ¢ — tan(cost) es

decreciente en el intervalo (0,1) y puede acotarse por tan 1. Acotamos f(t) por la funcion

g(t) = % cost +5sent; esta funcion alcanza su valor maximo para t = ¢* tal que ¢/(t*) = 0
7

(esto es, tant* = {5); calculando su coseno encontramos

1 10
V1+tan2tr /149

cost” =
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y entonces, como se queria demostrar:

7 77 10 \/m
g(t) < g(t*) (2 ant * +5) cos (210+5) = 1 V/37.25

Problema 1.18 Los errores relativos en la representacién de nimeros, operaciones aritméticas
(+, —, - ,/), raiz cuadrada y célculo del arcsen son, en valor absoluto, menores que e, e,
2¢ y be, respectivamente. ;Para qué valores de x se puede garantizar que el valor absoluto
del error relativo de arctan(z) es menor que 20¢, si lo calculamos mediante la férmula

T
arctan x = arcsen ——— 7
1+ 22
SOLUCION:

Para el célculo de f(z) = arctanz = arcsen % hay que realizar los siguientes pasos

14+x
intermedios:
1. Almacenamiento de z: =z — x; =fl(x) =z(1Le¢) .
2. Célculo de 22 : 11— wg =fl(2?) =23 (1 £¢) .
3. Célculo de 1 + 22 : x9g >3 =H(1+x2) = (14+z2)(1xe).
4. Calculo de v1 + 22 : x3 — xq4 = (\/73) = V23(1 £ 2€) .
5. Calculo de ﬁ) : xy — x5 =A(3) = (1 +e) .
6. Calculo de arctanz : x5 — x¢ = fl(arcsen ;) = arcsen z5(1 £ 5e) .

Noétese que x1 ~ x, xo ~ x°, x3 ~ 14+ x°, x4 ~ V1 4+ x4, x5 ~ T 6 ~ arctan z.
Queremos encontrar una cota para el error relativo de xg. Para ello, usaremos repeti-

damente la férmula para el error en un producto y la formula aproximada de propagaciéon

del error:
1. eq(z1) = |z]e€
2. €q(x2) = eq(x}) + moe ~ 2|21 |€g(m1) + whe =~ 322€ .
3. eq(x3) = ea(1+x2)+ (14 z0)e ~ eq(x2) + (1 + x2)e =~ (1 + 4a?)e
1
4. €g(x4) = €a(\/73) + 2y /136 ~ Ea(l‘g) + 24/x3€
1+ 422 5+ 8z
v (e 2T Fa)e= e
(2\/1—1— 2v/1 + 22
T T T1€q(T4) + Ty€q(X T
5. €aws) = ea(—1)+‘ 1|62’ € (1) 24a( 1)‘4-‘ 1|ez

Ty Iy Ty Ty
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3|x| (3 4+ 42?)
21+ 22(1 + 22)

6. €s(xg) = eq(arcsenxs) + 5 |arcsenws| € ~

€ .
6a(-%'5)
\/1— a2

+5 |arctanx|] €.

+ 5arcsen xs€
3|z| (3 + 42?)

2(1+ 22)
La expresiéon obtenida para la cota del error relativo es

3 4z
|z | (3 + 4x*) L5les
2 |arctan x| (1 + x2?)

er(arctan ) ~ [

la condicién de que el error relativo sea menor que 20e puede asegurarse para los nimeros
T que cumplen
3|x| (3 + 42?)

<15.
2 |arctanz| (1 + 22)

Esta relacion se satisface para los valores de x tales que

|z|< 3.25 .

Problema 1.19 Usando un método recurrente, calcular el valor de las integrales
1
I; :/ ) sen(mz) de (j =2,4,...,20) .
0

Estudiar la estabilidad del método encontrado.

SOLUCION:

La recurrencia se encuentra partiendo de la expresion de I; e integrandola por partes

dos veces:
1 . 1 . ] 1 1
I, = / x) sen(mwx)dr = ——x7 cos(mx) ——/ /™" cos(mx)dx
0 ™ 0 ™Jo
. 1 .
1 . 1t
- t_J 2/~ sen(rz) - ji/ 2772 sen(mx)da
T T T Jo
0
1 jG-1
B
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La recurrencia que cumplen las integrales I; (j = 2,4,6,...) es, por lo tanto,

1 G-

2
Iy = —=0.636619772... , I, =— ————"1,_ 9 (5>2).
0 = y g T 2 j—2 (] = )

J I

0 0.636620

2| 0.189304

4| 0.088144

6 0.050384

8 0.032433
10 0.022560
12 0.016588
14 | 0.012423
16 | 0.016211
18 | —0.018429
20 7.413890

Tabla 1.1: Recurrencia hacia adelante.

J I;

0 1.000

2 0.202

4 0.246

6 0.748

8 4.249
10 38.749
12 518.249
14 9556.798
16 232392.245
18 7205154.731
20 | 277413226.170

Tabla 1.2: Factores de amplificacién de errores.

En la tabla 1.1 se muestran los resultados obtenidos al utilizar la recurrencia con
precision simple (que es equivalente a trabajar con 6 cifras decimales).

La recurrencia se muestra decididamente inestable: ndtese que las integrales tendrian
que decrecer al aumentar el valor de j, y esto no se observa; ademds, ninguna integral I;
puede ser negativa, y I1g lo es. Esto se explica por el hecho de que los errores se amplifican

. i(j—1 k
a cada paso de la recurrencia por un factor J(JT) Este factor aumenta a medida que

aumenta j, y el factor de amplificacion total para el célculo de I; es 7% que toma los
valores aproximados dados en la tabla 1.2.

Los fenémenos anteriores explican la inestabilidad y sugieren una forma recurrente mas
estable: si se despeja I en la recurrencia anterior se encuentra

w2 1

m( — 1) .

Ij—2 — ;
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J I
26 | 0.000000
24 | 0.004833
22 | 0.005605
20 | 0.006680
18 | 0.008094
16 | 0.010006
14 | 0.012679
12 | 0.016574
10 | 0.022561

8 1 0.032433
0.050384
0.088144
0.189304
0.636620

SO = O

Tabla 1.3: Recurrencia hacia atras.

Para utilizar esta nueva recurrencia, es necesario disponer de algtn valor de I;; ahora
bien, usando el hecho de que la sucesién de integrales tiende a 0, se puede escoger la
aproximacion I, = 0, para un valor suficientemente grande de n. Los errores cometidos en
esta aproximacion se iran reduciendo a medida que se aplique la recurrencia y podremos
llevar a cabo el calculo pedido. Si se escoge n = 26 se obtiene la tabla 1.3 que da el valor
de las integrales pedidas con 6 cifras decimales correctas, aunque los tres primeros valores
no tengan todas estas cifras correctas.

Problema 1.20 Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior con las integrales

I by
;= j=1-+20).
J '/0 z+ 10 z (j )
SOLUCION:

La recurrencia se encuentra simplemente escribiendo el numerador del integrando como
27 4102971 — 102971, entonces

1 1 -1
I :/ 2 dy — 10/ Y ge—1 101, .
0 o x4+ 10 7

La recurrencia puede iniciarse con Iy = In(1.1) = 0.0953101798... y cabe esperar, como
en el ejercicio anterior, una desestabilizacién numérica del proceso.

En la tabla 1.4 se muestran los resultados obtenidos al usar la recurrencia con precisién
doble (que es equivalente a trabajar con 16 cifras decimales), dandose las 6 primeras cifras
decimales.
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J I J 1

0 | 0.095310 || 11 0.007622
1| 0.046898 || 12 0.007114
2 1 0.031018 || 13 0.005785
3 1 0.023154 || 14 0.013577
4 | 0.018465 || 15 0.069105
5 | 0.015353 || 16 0.753549
6 | 0.013138 || 17 —7.476665
7 1 0.011481 || 18 74.822208
8 |1 0.010194 || 19 | —748.169449
9 | 0.009167 || 20 | 7481.744486

10 | 0.008329

Tabla 1.4: Recurrencia hacia adelante.

J I; J I;

24 | 0.000000 || 11 | 0.007629
23 | 0.004167 || 10 | 0.008328
22 1 0.003931 9 | 0.009167
21 | 0.004152 || 8| 0.010194
20 | 0.004347 || 7| 0.011481
19 | 0.004565 6 | 0.013138
18 | 0.004807 5| 0.015353
17 | 0.005075 || 4 | 0.018465
16 | 0.005375 3 | 0.023154
15 | 0.005713 21 0.031018
14 | 0.006095 || 1 | 0.046898
13 | 0.006533 0 | 0.095310
12 | 0.007039

Tabla 1.5: Recurrencia hacia atrés.

Las integrales deberian decrecer al aumentar el valor de j, y esto no se observa; ademas,
ninguna integral I; puede ser negativa, y I17 ya lo es. La explicacion de este hecho se basa
en que los errores se amplifican a cada paso de la recurrencia por un factor 10. A medida
que aumenta j, el factor de amplificacion total para el calculo de I; es 107.

Usando la recurrencia al revés

1.1
lj1= E(} — 1),
el método de calculo de integrales si es estable; si partimos de I,, = 0 para n suficien-
temente grande, en cada paso del proceso recurrente el error se divide por 10, se gana
aproximadamente una cifra decimal correcta. Si se escoge n = 24, ya se obtienen los val-
ores pedidos con 6 cifras decimales correctas; las ultimas cifras de I; (j = 24,23,22,21)
estdn aun afectadas de error. Los resultados de los célculos se muestran en la tabla 1.5.
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Problema 1.21 Queremos evaluar en x = 1 las funciones de Besel de orden entero

I O s
Jn(z) = JZ:O(_U]M )

que cumplen la recurrencia
2n
Ta1(@) = () = Jaa(z) (02 1)

a) Sabiendo que Jy(1) = 0.765198 y J1(1) = 0.440051, calcular J7(1) usando la recur-
rencia anterior.

b) Comparar el valor obtenido con el resultado exacto J7(1) = 0.1502326 - 1076 y
explicar el fenémeno que se observa.

¢) Usando la relacién

Jg(l’) + 2% JQT(J}) =1 s
r=1

calcular J,(1) (n =0+ 20) , con 6 cifras significativas correctas.

SOLUCION:

JIn(1)
0.440051
0.114904
0.019565
0.002486
0.000321
0.000725
0.008377

N O Ut W NS

Tabla 1.6: Recurrencia hacia adelante.

a) En la tabla 1.6 se muestran los resultados obtenidos al usar la recurrencia
Jo(1) = 0.765198 , J;(1) = 0.440051 , Jp4+1(1) = 2nJ,(1) — Jp—1(1) ,

con precision doble (que es equivalente a trabajar con 16 cifras decimales), ddndose las 6
primeras cifras decimales.

b) No hay ninguna cifra significativa de coincidencia con el valor exacto, los errores
relativos cometidos se hacen cada vez mayores. Por un lado, los errores absolutos pueden
amplificarse a cada paso por un factor 2n (si no tenemos en cuenta los errores de J,_1(1)).
Su contribucién en el factor de amplificacién total del error absoluto para el calculo de
Jn(1) es del orden de (2n — 1)!, muy grande cuando n es grande; por otro lado, los valores
de J,(1) son cada vez mas pequefnios. El resultado combinado de estos dos efectos es el de
un error relativo enorme para J7(1).

c¢) Usando la recurrencia al revés

Tno1(1) = 2ndn (1) — Jpsr (1)
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n Jn(1) n Jn(1)

24 1 24 1 9.507130 - 1032
23 48 23 | 4.563423 - 1030
22 2207 22 | 2.098224 - 10728
21 97060 21 1 9.227621 - 1027
20 4074313 20 | 3.873502 - 1025
19 162875456 19 | 1.548478 - 1023
18 6185192960 18 | 5.880344 - 1022
17 222504075264 17 | 2.115375 - 10~20
16 7558953172992 16 | 7.186395 - 1019
15 241664002097152 15 | 2.297531 - 1017
14 7242361222463488 14 | 6.885407 - 1016
13| 202544455746584576 13| 1.925617 - 10~ 14
12 | 5.25891353811773030 - 108 || 12 | 4.999718 - 1013
11 | 1.26011377280803144 - 1020 || 11 | 1.198007 - 10~ 11
10 | 2.76699134485810958 - 102! || 10 | 2.630615 - 1019
9 | 5.52138161795883650 - 1022 || 9 | 5.249249 - 10~?
8 1 9.91081733664729666 - 1023 || 8| 9.422343 - 1078
7 | 1.58020943277800528 - 1025 || 7 | 1.502326 - 106
6 | 2.20238241593444582 - 1026 || 6 | 2.093834 - 10~°
5| 2.62705690163896132 - 1027 || 5| 2.497577 - 10~*
4 | 2.60503302398405905 - 1028 || 4 | 2.476639 - 10~3
3 | 2.05775589444304340 - 10%° || 3| 1.956335 - 102
2 1 1.20860318753651952 - 1039 || 2| 1.149035 - 10~ 1
1| 4.62863725514910340 - 1039 | 1 | 4.400506 - 10~1
0 | 8.04867147387741473-10%0 || 0| 7.651977 - 10~ 1

Tabla 1.7: Recurrencia hacia atrés.

los errores absolutos van también en aumento de la misma forma que en a); parece en
principio que, si procedemos a usar esta formula no obtendremos ningtn resultado preciso;
ahora bien, a medida que vamos calculando valores, observamos que éstos son cada vez
mayores y se vislumbra la esperanza de un buen funcionamiento. Ademas, la relacion

Jo(1) +2 i Jor(1) =1
r=1

nos procura una ayuda muy valiosa.
El procedimiento elegido se basa en la recurrencia en sentido contrario, para un valor
de a cualquiera

a,

Ina(l) = 0, Jv(1)=
Jn—1(1) = 2nJp(1) = Jps1(1) (n=N +1),

donde Jy41(1) = 0 es una buena aproximacién si N es suficientemente grande. El valor de
a permite controlar la magnitud de los valores de la sucesién, dado que son proporcionales
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a esta a. La sucesion buscada se da para un cierto valor de a que se puede determinar
aproximadamente usando la relacion anterior. Asi, escogiendo N par (N = 2s) y algin
valor de a, usamos la recurrencia anterior para hallar J,(1) (n = N — 1+ 0). Calculamos

Sas = Jo(1) + 2 Jor(1)
r=1

ya que es una aproximacién de #(1) La sucesién buscada se encontrard entonces dividi-
endo por Sy los valores calculados para los J,(1).

En la tabla 1.7 se muestran los valores obtenidos para ambas sucesiones, escogiendo
a =1y N = 24. Las 6 primeras cifras significativas de los valores pedidos han estado
verificadas como correctas.

El valor obtenido para la suma es Soy = 1.05184210896169095 - 103!; los valores de

Jn(1) se han calculado dividiendo los de J,,(1) por este valor.

Problema 1.22 Sean

I R 0
R - P> )

a) Determinar una ley de recurrencia para los I, e indicar como usarla para calcularlos
de forma numéricamente estable.

b) Si se conocen I,,_y y I, con errores absolutos menores que € y 2¢, respectivamente;
Jcon cudntas cifras decimales correctas se podrd calcular I; mediante el método obtenido
en a) (suponiendo aritmética exacta)?

c¢) Explicar como se pueden obtener todos los Ij con t cifras decimales correctas sin
calcular ninguna integral.

SOLUCION:

a) La recurrencia se deduce escribiendo el numerador del integrando como 27 + 2/~1 +
62772 — 2771 — 62972, entonces

1 1 j—1 1 -2
0 0o T°+zx+6 0o T-+zx+6

1

La recurrencia se ha de plantearse en la forma

1 1
= 6(7

I‘i _
Jj—2 ]_1

Ij = Ij+1)

para que sea numéricamente estable; asi, la suma de los errores de I; y I;_1 se divide por
6 en cada paso del proceso recurrente, con lo que los errores decrecen.
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b) Consideremos I,, y I,,—1 con cotas de errores absolutos € y 2e. El error absoluto en
I,,_> puede acotarse por

€o(Tn_1) +€,(1, €
fa(In—2) = ( )6 ( ) = 5 s

que es la mitad del de I,,_1; repitiendo este proceso de nuevo n — j veces, hallamos

€

El error obtenido no afectara a la cifra decimal ¢-ésima si

€ 1. -,

asi, podemos asegurar que el ntimero t de cifras decimales correctas para I; es la parte
entera de

2n7j7 1
log

€

¢) Si tomamos el valor j = n y aproximamos I, por cero se comete un error acotado
por

1 .n 1
ea(In):/ Y= €5
Jo 6 6(n+1)

si tomamos también cero como aproximacién de [,,_1, tenemos que el error estd acotado
por

1 I’n_l 1
/0 5 dx = 6771) <2e=¢€u(ln-1) -

Asi, aplicando el resultado encontrado en b), tenemos aseguradas ¢ cifras decimales

correctas si se cumple la relacion (x); es necesario escoger, para cada valor de j, un valor
de n tal que

3(n+1)2"771 > 10",

Noétese que, a partir de j = 166666, todas las cifras decimales de I; son nulas.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Una calculadora trabaja en base 2 y mantisa de 20 bits y aproxima por redondeo, y
un ordenador trabaja en base 16 y mantisa de 24 bits y aproxima por corte. ;Cudl
de los dos se puede considerar més preciso?

2. ;Con qué exactitud se ha de medir el radio de una esfera y con cuantos decimales se
ha de dar el ntimero 7 para que su volumen se conozca con un error relativo menor
que el 0.01%? Considérense ambos efectos por separado.

3. Conocemos el seno y la tangente de un angulo con la misma precision. Indicar si es
mejor usar la funcién arcsen o la funcion arctan para hallar el valor del &ngulo.

4. Determinar las raices de la ecuacion de segundo grado 22 — 200z + 1 = 0 con 9 cifras
decimales, utilizando una calculadora de bolsillo. ;Por qué no es correcto usar la
expresion 100 4= /1002 — 17

5. Conociendo las longitudes a y b de dos lados de un tridngulo y el valor C del dngulo
que forman, la longitud c del lado restante se puede obtener mediante la formula del
coseno

c= \/a2 + b2 — 2abcos(C) .

a) Si se conocen exactamente a y b, pero de C' solamente sabemos que esta en el
intervalo I, determinar el intervalo donde se encuentra c,

e exactamente, operando con intervalos,

e aproximadamente, usando la férmula de propagacion del error maximal,

en los casos siguientes:
i) a=10,b=20, I =[5, §l;
i) a=b=20,1=—€c¢.

b) Si a =b=20y C = 0.00001, calcular ¢ con el mismo nimero de cifras correctas
que su calculadora admita.

6. Calcular el error permitido en la inclinacién de un cafién para asegurar que acierte
un objetivo rectangular de 40 metros de longitud y 20 metros de anchura, situado
horizontalmente a la misma altura del canén, y cuyo centro estd a una distancia de
3.000 metros de éste. La velocidad de salida del proyectil es de 600 metros por se-
gundo. Supoéngase que todas las magnitudes dadas son exactas y que las dimensiones
del objetivo son pequenas en relacién a la distancia a la cual se encuentra el canoén.
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10.

11.

Considérese también que se apunta al centro del objetivo y que esta permitido tocar
en cualquier lugar de éste.

;,Cudl es la mejor manera de sumar 9999, 999, 99 v 9 con una calculadora que utilice
representacion decimal en punto flotante de 4 digitos de mantisa?

. Estudiar, en funcién de a, by ¢, cual es la mejor manera de calcular en punto flotante

a+b+c, abe, (a+0b)? a*? (a+b)(a+c).

. Tenemos que calcular ™ para n natural. Suponemos que x estd almacenado con

un error relativo menor que €, que las multiplicaciones se realizan con error relativo
menor que € y que las funciones In y exp dan errores relativos acotados por 4e y Ge,
respectivamente. Comparar la acumulacién de los errores que se producen en los dos
algoritmos de célculo siguientes:

i) 2" = exp[nln(z)] ;

ii) se representa n en base 2, n = ay---ajag (ar # 0), se calculan las potencias
% (j = 1 + k) y se multiplican aquellas que se corresponden con los unos de la
representacion en base 2 (ejemplo: 22!
16

se calcula mediante

r—a? = at = a® o pl6 5 220 = 1694 5 220 = 220 ),

Queremos calcular cos(20x) para = € [0,7/2]. Disponemos de un ordenador que
trabaja en base 2 y, por lo tanto, realiza exactamente las multiplicaciones por enteros
y las divisiones por potencias de 2. Las operaciones aritméticas y las representaciones
de los niimeros se realizan con un error relativo acotado por e. La funcién que calcula
cosy para y € [0,7/2] comete un error relativo acotado por 3e.

Acotar aproximadamente el error relativo en el calculo de cos(20z) para z € [0,7/2],
usando los algoritmos siguientes:

i) Reducir primeramente el dngulo 20z al primer cuadrante y aplicar después la
funcién de calculo del coseno.

ii) Aplicar la funciéon directamente a x para calcular cosz y utilizar la recurrencia:
co=1,c1 =cosx, cpr1 = 2c1¢, — cp—1 (k=1-+19) , para obtener cos(20x) = ca.

Para la evaluacion del polinomio p(x) = apa™ + -+ 4+ a1 + ag se dispone de los
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siguientes algoritmos:

i) p+ ao i) p+an
z+1
(k=1-=+n) (k=n—-1+1)
Z 4 zx
p<p+arz p < pr+ak

(Algoritmo de Horner) .

Llamaremos € una cota del error relativo al llevar a cabo las operaciones aritméticas
y no consideraremos error de representacion.

a) Explicitar el error que se comete en el calculo de p en cada paso, en funcion del
error en el paso anterior en cada uno de los algoritmos.

b) Dar una cota del error absoluto cometido al calcular un valor de p(z), usando
cada uno de los algoritmos. (Indicacion: hacerlo por recurrencia).

c¢) Suponiendo que |a;| ~ 1 (i = 0+ n), decidir qué algoritmo conviene usar: 1)
cuando x toma valores grandes, 2) cuando x toma valores pequenos.

12. Resolver la ecuacién

donde a = 1.000 = 0.001 y estudiar los efectos de la incertidumbre de a sobre las
soluciones de la ecuacion.

13. Estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema

2x + 3y + z = 6
2¢ex + 2y 4+ 2ez = 2+4e ,
2ex + 2y — ez = l+c¢

para € proximo a 0.

14. Las soluciones de la ecuacién de tercer grado 23 4+ a92? + a1z + ag = 0 pueden
expresarse en funcién de los coeficientes a9, a1 y ag como se indica a continuacion.

Haciendo primeramente

2 3
ar  aj ajaz —3agp  ay 3/ /5 2
= — — — = — S = :t
q 3 3 , T 6 27 ’ 1,2 r q +r )

las soluciones 2y, 21 y 22 se expresan asi:

81 + S92 a2 4 \/g(sl — 82) y

2 3 2

a
202(814-82)—32

y R1,2 = —

Para simplificar, supondremos as = 0.
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a) Estudiar para qué valores de ag y a1 aparecen cancelaciones en el problema cuando
se buscan las soluciones usando las férmulas anteriores.

b) Dar métodos numéricamente mejores para el caso |ag| > |ay]-

c¢) Aplicacion: Para ap = 100 y a; = 0.01 y suponiendo que ambos tienen error
absoluto acotado por €, estimar el valor de € que asegure aproximadamente una cota
de error absoluto para zg de 10710,



CAPITULO 2

SISTEMAS LINEALES

Los problemas lineales son los que aparecen, con mayor frecuencia, en Matematica
Aplicada de manera directa o por linealizacién de otros problemas. En este capitulo
se presentan diversas técnicas de resolucion de sistemas lineales y de problemas
de valores propios. La eleccién concreta de cada método depende de diversos
factores, como la estructura del sistema, su eficiencia, su estabilidad numérica,
etc.

2.1 CONCEPTOS BASICOS

2.1.1 Tipos de matrices

Denotaremos por M, ,, el espacio vectorial de las matrices complejas mxn de m filas y n
columnas. Los vectores de dimension m son elementos de M, 1.
Los elementos de una matriz M € M,, , serdn denotados por

mg; (k=1+m) (j=1+n)
v los elementos de un vector y, por
ye (k=1+m).

En simbolos, M = (my;) y y = (yx).

Para una matriz M € M,, , compleja, denotaremos su transpuesta por MT, su conju-
gada por M y su adjunta por M*: M ¢ Mm se forma cambiando filas por columnas,
M e M, n se forma conjugando los elementos de M y M* € M, ,, es la transpuesta de
la matriz conjugada de M.

Las matrices tratadas en este capitulo seran consideradas reales, a menos que se es-
pecifique lo contrario.

Las matrices A con el mismo namero de filas que de columnas (m = n) reciben el
nombre de matrices cuadradas. Denotaremos la maitriz identidad por I y la inversa de la
matriz A por A™!, si existe. Los elementos de la matriz identidad se pueden denotar por
di;, usando la delta de Kronecker:

di=1, 6;=0 (i#]).

50
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Las matrices kxk formadas por las k primeras filas de las k primeras columnas de A
seran llamadas submatrices principales de orden k de A 'y denotadas por (A)g.

Denotaremos el determinante de A por det A. Llamaremos determinantes principales
de A a los determinantes de sus submatrices principales y los denotaremos por Ap =
det (A)k

Veamos ahora diferentes tipos de matrices cuadradas:

o A singular : det A =0.
o A reqular : det A # 0.
A hermitica (A simétrica) : A* =A (AT = A).

A unitaria (A ortogonal) : A7 = A* (A7l = AT).

A definida positiva: A hermitica y x*Ax > 0 Vx # 0.

A estrictamente diagonal dominante :

n

\aii|> Z ]aij] (i:1+n).

J7Yy=1

A banda (p,q) : a;j=0 (i>j+p 6 j>i+q).

— A Hessenberg superior : p=2, q¢=n.
— A Hessenberg inferior : p=mn, q=2.
— A triangular superior : p=1, ¢=n.
— A triangular inferior : p=mn, q=1.

— A diagonal, tridiagonal, pentadiagonal, ... :p=q=1,2,3,...

Las definiciones de matrices unitarias y hermiticas corresponden a matrices complejas
y las de matrices ortogonales y simétricas, a matrices reales. No6tese que las matrices
unitarias y hermfiticas reales son, respectivamente, matrices ortogonales y simétricas.

Dos matrices A y B se llaman semejantes si existe una matriz inversible C, llamada
transformacion de semejanza de A a B, tal que se cumple B = C~1AC.

Se dice que una matriz A es diagonalizable cuando es semejante a una matriz diagonal.

2.1.2 Definiciones
Sistemas de ecuaciones lineales

Todo sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas puede ser escrito, en forma matricial,
como

Az =b o brevemente (A|b),

donde A es una matriz nxn, llamada matriz del sistema, v b es un vector de dimension n,
llamado vector de términos independientes. Se denotaran los elementos de la matriz A por
a;j (i,j =1-+mn)y, los del vector b, por b; (i =1-+mn).
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Se supone en este capitulo que el sistema es compatible y determinado; es decir, que
el determinante de la matriz A es no nulo. El objetivo serd pues buscar el vector x de
componentes z; (j =1+ n) tal que Az = b, llamado solucion del sistema. En el capitulo
siguiente se tratardn sistemas de la forma

Ma=1y,

donde M es una matriz mxn con m > n (con més ecuaciones que incognitas).

Valores y vectores propios

Dada una matriz nxn A = (a;;), diremos que v # 0 es un wvector propio de A de valor
propio A cuando
Av =) .

La condicién anterior puede ser escrita en la forma (A — Al)v = 0. Para que este
sistema de ecuaciones tenga soluciones no nulas es necesario y suficiente que A cumpla la
ecuacion caracteristica

pa(A) = det(A—N) =0 ;

asi , los valores propios de A son los ceros del polinomio p4, llamado polinomio caracteristico
de A.

Los vectores propios de A y AT reciben también el nombre de vectores propios por la
derecha y vectores propios por la izquierda de A, respectivamente.

Se llama radio espectral de A al médulo méximo de todos los valores propios de A y se
denota por p(A).

A continuacién se presentan dos consideraciones que ilustran las definiciones hechas de
valores y vectores propios:

INTERPRETACION GEOMETRICA

La matriz A puede considerarse como representacion, en una cierta base, de una trans-
formacion lineal del espacio vectorial R™ en él mismo. Un vector propio es aquel vector v
que, sometido a la transformacion, conserva su direccion (si A es complejo, entendemos que
Av representa un vector en la misma direccién que v, respecto al cuerpo de los niimeros
complejos). Si A > 0 conserva también el sentido y, si A < 0, lo invierte. Si |[A| = 1,
conserva el modulo; si |A| > 1, el modulo aumenta y, si |A| < 1, disminuye.

Si A es un valor propio de A, la solucién del sistema (A — AI)v = 0 no es unica; existe
todo un subespacio vectorial de vectores solucién que se llama subespacio propio del valor
propio A. Un subespacio generado por un tnico vector propio se llama también direccidn
propia.

EJEMPLO
La matriz

tiene por ecuacién caracteristica
paAA)=B=NB-XN)—-1=X—-6A+8=0,

de soluciones A\ =4 y Ao = 2. Estas soluciones son asi los valores propios de A.
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Los subespacios propios Vi y Vo de los valores propios A1 = 4y Ao = 2 son las
direcciones propias generadas, por ejemplo, por los vectores propios

m_ (1 @_( !
respectivamente.

En la figura 2.1 se representa el comportamiento de la transformacion hecha por A
sobre las direcciones propias.

Y
/4
/
//Av(l) = Ao
/
/
e
o)) t

Figura 2.1: Efecto de A sobre sus vectores propios.

Normas vectoriales y normas matriciales
Sea E un espacio vectorial real o complejo. Una norma en E es una aplicacion

|II: E — RF
e

que cumple
o |2l =0 & z=0,
e |[cz|| =|c|||z||] V escalar ¢ Vz € F;
o [lz+yl <zl +lyll Vo,ye k.

Las normas vectoriales son aquellas que estan definidas en espacios vectoriales de la
forma £ =R" 6 E = C". Las normas vectoriales méas usadas son las normas de Holder

]y = (Z B rp)p (p>1).
=1
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Los casos particulares méas importantes por su uso son:

e La norma suma de mddulos
el =D |zl (p=1),

e [a norma euclidea

NG

lall = (Z x\> (h=2).

=1

Otra norma muy usada es el caso limite (cuando p tiende a infinito) de las normas de
Holder, la norma del mdzimo
[#]loc = max || .
i=1+n

Una norma matricial es una norma en el espacio vectorial M, , que sea multiplicativa;

esto es, que cumpla
[AB| < || Al [|Bl VA, B € My -

Una norma matricial || || es consistente con una norma vectorial (que denotaremos
igual) si y solo si
|Az| < ||A|| [|z|| YAe My, , Yo eR".

Dada una norma vectorial || ||, siempre puede definirse una norma matricial consistente
con ella mediante

A
1Al = max 1421
o Tl

y recibe el nombre de norma matricial subordinada a la norma vectorial dada.

2.1.3 Propiedades importantes

Se enuncian a continuacién algunas propiedades importantes que pueden ser ttiles en la
resoluciéon de sistemas lineales, en el calculo de determinantes e inversas de matrices y en
la resolucién de problemas de valores y de vectores propios de matrices.

Matrices
1. (A+B)"T=AT +BT.
2. A+ B=A+B.
3. (AB)T =BT AT.
4. AB=AB.
5. det AT = det A.
6. det AB = det A det B.
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10.

(AB)™' = B~'A~! si Ay B son regulares.

. Una matriz cuadrada tiene inversa si y so6lo si es regular.

. Lema de Schur. Toda matriz A es semejante a una matriz triangular superior, me-

diante una transformacion de semejanza con una matriz unitaria.

Criterio de Sylvester. Una matriz simétrica es definida positiva si y sélo si tiene todos
los determinantes principales positivos.

Valores y vectores propios

1.

Las matrices A y AT tienen los mismos valores propios. Los vectores propios por
la derecha son ortogonales a los vectores propios por la izquierda de valores propios
diferentes.

. Una matriz A es regular si y s6lo si tiene todos los valores propios diferentes de cero;

en tal caso, los valores propios de A~! son los reciprocos de los valores propios de A
y v es un vector propio de valor propio A de A si y s6lo si v es un vector propio de
valor propio % de A71.

Teorema de Gerschgorin. Los valores propios de A estan localizados, dentro del plano
complejo, en la uniéon F de los discos

Fi={\| [A—ay| < E lagj|} (i=1=+n),
JFi
y también, en la unién C de los discos
Ci={N| N=a| <> lal} G=1+n).
i#j

Ademaés, si una componente conexa de F (o de C) esta formada por d discos Fj (o Cj),
ésta contiene exactamente d valores propios de A contados segin su multiplicidad.
Consecuentemente, toda matriz estrictamente diagonal dominante es inversible.

. Dos matrices semejantes A y B tienen los mismos valores propios, y v es un vector

propio de valor propio A de A si y s6lo si C~'v es un vector propio de valor propio
A de B, siendo C la transformacion de semejanza de A a B.

Al | A
A— 11 | A12
con las matrices A11 v Ao cuadradas, el conjunto de valores propios de A es la unién

de los conjuntos de valores propios de A11 y de Ago. Asi, los valores propios de una
matriz triangular son los elementos de la diagonal.

. Si una matriz A es de la forma

. Si p es un polinomio no nulo, A es un valor propio de A si y sblo si p(A) lo es de p(A);

v es un vector propio de valor propio A de A si y sélo si es vector propio de valor
propio p(A) de p(A).
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7. Sean A1, ..., A, los valores propios de A, repetidos segin su multiplicidad; entonces,

n

)\j:trAEZajj’ H)\j:detA.
j=1

n
— j=1

7=1

8. Sea A diagonalizable por una transformacién de semejanza V. Entonces D = V1AV
es diagonal, los elementos de la diagonal de D son los valores propios de A, las
columnas de V forman una base de vectores propios (por la derecha) de A, y las filas
de V™! una base de vectores propios por la izquierda de A.

9. Vectores propios correspondientes a valores propios diferentes son linealmente inde-
pendientes. Por lo tanto, si una matriz tiene todos los valores propios diferentes es
diagonalizable.

10. Los valores propios de una matriz hermitica son reales. Toda matriz hermitica A es
diagonalizable mediante una transformacién de semejanza con una matriz unitaria;
si U* AU es diagonal con U unitaria, las columnas de U forman una base de vectores
propios ortonormales de A. En el caso real, si A es simétrica, es diagonalizable medi-
ante una transformacién con una matriz ortogonal, cuyas columnas forman también
una base de vectores propios ortonormales de A.

Normas vectoriales y matriciales

1. Las normas matriciales subordinadas a las normas vectoriales || |1, || ll2 v || oo
resultan ser

Al = jgﬁ}nzmzﬂ ) (2.1)
=1
[All2 = /p(A*4) , (2.2)
[Alle = iglﬁzzmiﬂ (2.3)
ot
(véase el problema 2.4 para las normas || |1 ¥ | |loo)-

2. El radio espectral de una matriz es menor o igual que cualquier norma matricial de

dicha matriz:
p(A4) < [[A] .

3. Dada una matriz A, para cualquier ¢ > 0 se puede encontrar una norma matricial,
subordinada a alguna norma vectorial, tal que

[All < p(A) + €.
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2.2 SISTEMAS DE ECUACIONES

2.2.1 Introduccion

Esta seccion estd dedicada a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales y a problemas
relacionados como son el célculo de determinantes e inversas de matrices.

Los métodos de resoluciéon de sistemas lineales se clasifican en métodos directos y
métodos iterativos.

Los métodos directos permiten obtener la solucién del sistema después de un ntmero
finito de pasos. Hay tipos de matrices con la propiedad de que es extraordinariamente facil
la resolucién directa de los sistemas correspondientes. Entre estos tipos, cabe destacar el
de las matrices triangulares y el de las matrices unitarias (ortogonales, si son reales). Para
otros tipos de matrices més generales presentaremos los métodos gaussianos y los métodos
de ortogonalizacién. Las técnicas usadas seran extendidas de manera natural al cilculo de
determinantes e inversas de matrices cuadradas.

El analisis del error en el proceso de resolucién de sistemas lineales sirve finalmente
para obtener acotaciones de los errores en la solucion, producidos por los errores de los
datos y por los de las operaciones.

Los métodos iterativos permiten obtener la solucién del sistema a través de aproxima-
ciones sucesivas. En la practica, estos métodos son buenos competidores de los métodos
directos cuando las matrices son escasas; es decir, que tienen relativamente pocos elemen-
tos no nulos. Se analizan los métodos iterativos mas usuales: de Jacobi, de Gauss-Seidel y
de sobrerrelajacién.

2.2.2 Resolucién de sistemas triangulares

Consideremos el sistema Az = b, donde A es triangular superior:

a1y + a1ors + ... + aipxy = by
a2 + ... + apxy, = by

El método de resolucion consiste en sustituir @, ..., x;+1 (ya conocidos) en la ecuacion
1-ésima y despejar después x;, comenzando por la tltima ecuacién:

n
Ty = —, $i:f bi—Zaijxj (i:n—1+l).
j=i+1

Notese que a;; # 0 (i = 1+ n), ya que hemos supuesto que det A # 0.
n(n—1)
2

El ntmero de operaciones aritméticas a realizar es de multiplicaciones, n divi-

siones y @ sumas,/restas.

De ahora en adelante consideraremos que una operacion serd igual a una multipli-
cacion/division junto con una suma/resta. Asi, para valores grandes de n, el niumero de
operaciones del método que consideramos es "72 +0(n), donde O(n*) indicara un sumando
del orden de n*, cuando n — oo, seglin se define en el apartado 4.3.1. En el caso que nos

ocupa ahora, no es mas que un polinomio de grado k en n.
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Este método para sistemas triangulares superiores recibe el nombre de sustitucidon hacia
atrds. Analogamente, puede hacerse sustitucion hacia adelante para sistemas triangulares
inferiores.

2.2.3 Meétodos gaussianos

Los métodos gaussianos son los métodos clasicos de reduccion de sistemas a forma triangu-
lar y estdn basados en la anulacién de los elementos subdiagonales de la matriz mediante
combinaciones lineales simples de las ecuaciones (eliminacion gaussiana).

En todos ellos se observan dos fases:

e En la primera se produce la eliminacién gaussiana de todos los elementos subdi-
agonales: el método de Gauss trabaja con la matriz y el vector de términos inde-
pendientes; los métodos LU y de Cholesky, de Doolittle y de Crout producen una
factorizacién de la matriz del sistema como producto de una matriz triangular supe-
rior y de una matriz triangular inferior.

e En la segunda fase hay que resolver un sistema triangular superior en el método de
Gauss, y dos sistemas triangulares, en los otros métodos citados.

La primera fase marca las diferencias entre los diversos métodos.

Método de Gauss

El método de Gauss consta de dos fases. En la fase llamada de eliminaciéon gaussiana, se
efecttia la reduccion del sistema inicial a un sistema triangular superior.

Este objetivo se consigue mediante un proceso de eliminacién que, partiendo de la
matriz A = A; = (ag)), va obteniendo matrices Ay = (ag-g)) (k =2=+mn), con az(f) =0
(1>7,7=1+k—-1),

k) (k) (k) (k)

all a%]g) e a%]é:) o oee a/%;{?‘)
Qg2 *r Qg v Gy
A = R k=2+n),
’“ T
B o)

de forma que A, resulte ser triangular superior. Paralelamente a estas modificaciones
sobre la matriz del sistema, se realizan modificaciones sobre el vector b de términos inde-
pendientes, con el fin de que las transformaciones del sistema no alteren las soluciones; asi
obtenemos los vectores b*) de componentes bgk) (i=1=+n)(k=2=+n).

El paso k-ésimo de esta primera fase se realiza cambiando so6lo los valores de los el-
ementos de las filas que van de la (k 4 1)-ésima hasta la ultima y los de los elementos
correspondientes del vector de términos independientes, segin:

aglé) (k+1) (k)
mik = (k) y bz bz
Qg

- mzkbg;k) 5
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5D = o) mggal) (j =k +n)

(i=k+1sn) (k=1+n—1). (2.4)

a

En la segunda fase se resuelve el sistema triangular superior A,z = b(™ por el proced-
imiento de sustitucién hacia atras detallado en el apartado 2.2.2.

Para n grande, el ntiimero de operaciones que se realizan, a lo largo de todo el proceso,
es de %3 +O(n?). Para matrices con caracteristicas especiales el método puede optimizarse
mucho en el sentido de evitar operaciones innecesarias (véase el problema 2.2).

Noétese que, en la etapa k-ésima del proceso de reduccién, tenemos que dividir por el

elemento diagonal a,(ck), llamado pivote. Conviene hacer tres observaciones al respecto:

1. Los determinantes principales coinciden con los productos de pivotes
_ (1) (k)
Ap=ayy -y .

El método de Gauss puede, asi, aplicarse directamente si y s6lo si todos estos deter-
minantes son no nulos (véase el problema 2.1).

2. Si agz) = 0, entonces podemos buscar agllj) # 0 (i > k) (que existe siempre, ya que
det A # 0) y permutar la ecuacion k-ésima con la i-ésima; asi se puede continuar el
proceso.

3. Si a,(flz) = 0 pero es pequeno, el método de Gauss, aunque pueda ser aplicado, es muy
inestable numéricamente en el sentido de que los errores de la solucién, propagados
a partir de los errores de los datos, pueden aumentar notablemente. Asi, convendra
modificar el método de Gauss también en este caso.

Podemos escoger entre las opciones siguientes:

e Pivotaje mazimal por columnas. Se toma como nuevo pivote afgk) el elemento

de maximo valor absoluto entre los elementos ag:) (it=k-=+n).

e Pivotaje completo. El nuevo pivote pasa a ser el elemento de maximo valor
absoluto entre los elementos agf) (1,7 =k-=+n).

En el primer caso, tenemos que cambiar filas y términos independientes; en el se-
gundo, filas y términos independientes, asi como columnas y las incégnitas corre-
spondientes.

Métodos LU y de Cholesky

El método LU produce primero la factorizacion LU de la matriz
A=LU ,

donde L = (l;;) es triangular inferior con unos en la diagonal y U = (uy;), triangular
superior.

Esta factorizacion se puede realizar de manera Unica siempre que todos los determi-
nantes principales de A sean no nulos: condiciéon equivalente a la de la posibilidad de
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aplicacién del método de Gauss sin pivotaje. Los elementos de L y de U se pueden calcu-
lar entonces usando s6lo los elementos de la matriz A mediante la recurrencia:

b =1, lix = mp (i=k+1+n),
k) .
upj = a,(cj) (j=k-=+n)
(k=1=+n). (2.5)

En caso de que no se cumpla la condicién exigida y siempre que A sea regular, serd posi-
ble permutar las ecuaciones de manera que la nueva matriz admita una tal factorizacion.

Una vez realizada la factorizacion LU, la solucién del sistema Az = b es también la
solucion del sistema Ux = y, siendo y la solucion de Ly = b. Asi, se tendran que resolver
sucesivamente los sistemas triangulares Ly = by Ux = y.

Esta segunda fase es comun a todos los métodos gaussianos que siguen y ya no sera
explicitada.

Para matrices simétricas, es mejor realizar la factorizacion

A=LDL",

donde L = (l;;) es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal y D es una matriz
diagonal con elementos diagonales di (k =1+ n):

k-1
2
dgp = agg — Zlkrdrr ;
r=1

1 k—1
li = T ik — lirdrrl T =k 1+
k dkk (a k 1;1 k ) (Z + n)
(k=1=n). (2.6)

Notese que el nimero de operaciones se reduce esencialmente a la mitad.
Para matrices definidas positivas, los elementos diagonales dgx son positivos, segin el
criterio de Sylvester (véase la propiedad 10 del apartado 2.1.3). Si £ es la matriz LD/2,

con DV/2 = diag(d}f, cel dy%z), entonces A puede expresarse en la forma
A=LLT,

llamada factorizacion de Cholesky. Dicha factorizaciéon, con elementos diagonales de £
positivos, existe y es tnica si y solo si A es definida positiva.

En el problema 2.1 se estudia el efecto de la eliminaciéon gaussiana sobre matrices
definidas positivas y se expone un ejemplo de factorizaciéon de Cholesky.

Si la matriz A es compleja, existen factorizaciones analogas, pero sustituyendo la trans-
posicion por la conjugacion: A= LDL*y A= LL*.

Método de Doolittle

El método de Doolittle persigue el mismo objetivo inicial que el método LU, pero ofrece,
bajo las mismas condiciones, un algoritmo de célculo de los elementos de las matrices que
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no utiliza la eliminacién gaussiana:

k—1
Upj = akj—Zlkrurj (j=k+n),
r=1
1 k—1
=1, lij = — |ajp— Lirtiy i=k+1=+n
kk k Ukk( k ;::1 k) ( )
(k=1+n). (2.7)

Los elementos ug, (kK = 1 =+ n) seran no nulos, bajo las hipotesis de existencia de la
factorizacion LU: det(A)x # 0 (k =1+ n).

El orden de célculo es importante: ui; (j =1+n), i1 (i=2-+n), ug; (j =2-+n), lig
(Z =3+ TL), coy Up—1n—1, Un—1,n, ln,n—l Y Unn-

Método de Crout

El método de Crout es similar al de Doolittle pero con la diferencia de que ahora es la
matriz U la que posee los elementos diagonales iguales a 1:

k—1
lik = Qi — Z lirurk (l = k%n) ,
r=1
upp = 1, Ug; = T <akj — Zlkrum) (j=k+1+n)
kk —1
(k=1+n). (2.8)

Los elementos I (kK =1+ n) seran no nulos, bajo las mismas hipotesis que antes.
El orden de calculo es: I;1 (i =1+n), u; (j =2+n), lig (i =2+n), ug; (j =3+n),

© lnfl,nfla ln,nfla Up—1n Y lnn

2.2.4 Meétodos de ortogonalizaciéon

Los métodos de ortogonalizacion consiguen la reduccién a forma triangular mediante el uso
de matrices ortogonales. Estos métodos estan basados en factorizaciones QR de matrices,
que se definen a continuacién, y reciben también el nombre de métodos QR.

Como en los métodos gaussianos, se observan dos fases:

e En la primera, se factoriza A en la forma:
A=QR,

donde @) es ortogonal y R triangular superior. Esta factorizacién se llama factor-
izacion QR de la matriz A.

e En la segunda, se acaba la resolucion del sistema Ax = QRx = b, resolviendo el
sistema triangular superior Rz = Qb por el método de sustitucion hacia atras.

Dicha factorizacion se realiza usando alguno de los métodos QR siguientes que pueden
ser generalizados, de forma natural, a matrices no cuadradas (véase el apartado 3.2.3).
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Método de ortogonalizacién modificado de Gram-Schmidt

El método de ortogonalizacion modificado de Gram-Schmidt es una mejora, desde un punto
de vista numérico, del método de ortogonalizacion clasico de Gram-Schmidt (véanse todos
los detalles en el apartado 3.2.3).

Comenzando con A1 = A, una vez conocida

Ay =(q1 -+ q—1 a,(fk) alk)
(k)

con columnas g; (j = 1+k—1)y as’ (s = k+n) cumpliendo las relaciones de ortogonalidad
G a=01, ¢jas=0 (jl=1+k—1, s=k+n),

se normaliza la k-ésima columna y se ortogonalizan, respecto a ella, todas las que la siguen:

(k)

roe =l af? 12 g = 7 ; (2.9)
Tk
s = qp al? o = al?) —riqy (2.10)
(s=k+1+n).
Se obtiene
Agr1=(q1 .- @& a,(!fll) a,(erl)) ,

verificando las mismas condiciones de ortogonalidad anteriores, sustituyendo k por k + 1
(k=1=+n).
Después de n pasos,
Apii= (1 q2 - qn)

es una matriz ortogonal, porque quql =05 (j,l=1=+n).
Las matrices Q = A,11 y R = (rs) forman una factorizacion QR de A. Como A es
regular, ésta es tinica si imponemos que los elementos diagonales de R sean positivos.

Matrices de Householder

Antes de iniciar la descripcion del método de ortogonalizacion de Householder, presentare-
mos las matrices de Householder, que seran ttiles también en otros apartados.
Para cada vector no nulo u de R", definimos la matriz de Householder P(u) asociada a

u mediante 5
Pu)=I- ——uu'.
(u) L

Estas matrices satisfacen las propiedades siguientes:

e P(cu) = P(u), si ¢ # 0. En otras palabras, las matrices de Householder estan
realmente asociadas a direcciones o subespacios unidimensionales més que a vectores
no nulos.

e P(u) es simétrica: P(u)' = P(u).



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 63

Ccu /

—cu P(u)x

Figura 2.2: P(u)z es la reflexion de x respecto al hiperplano u'.

e Si denotamos por u™ el subespacio ortogonal a u:
ut ={veR" :u"v=0},

entonces P(u)v = v Yo € ut. Como P(u)u = —u, resulta que P(u) representa una
simetria (o reflexion) respecto al hiperplano ut. Por lo tanto todo 2 € R™ se puede
descomponer como

r=cu-+v

con

U/Tl' n

c= , V=T—cucu ,

Culu

Pu)x = —cu+wv
(veéase la figura 2.2).

e P(u)P(u) =1 o P(u)™' = P(u) = P(u)". En particular, P(u) es ortogonal y, por
lo tanto, conserva la norma euclidea:

1P(w)z]3 = 2" P(u)" P(u)e = 2" P(u)P(u)z =z z = ||z|3 .

e det P(u) = —1. Esto es consecuencia del hecho de que P(u) es una reflexion.

e Dado un vector x € R", el célculo de P(u)x se lleva a cabo muy facilmente de la
forma siguiente: si previamente se calcula

=T
entonces
Puw)z =z — (afu'z))u

s6lo requiere 2n 4 1 operaciones.



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 64

e Si|lall2 = ||b]|2, @ # b, entonces P(a—b)a = b. Esto responde a la pregunta siguiente:
dados a,b € R", jexiste u # 0 tal que P(u)a = b? Como P(u) es ortogonal, hay que
suponer ||a|l2 = ||b||2. Escribiendo

a=cu-+v
con
u'a 1
C:T/Tu7 V=a—Cu€cu 5
P(u)a = b equivale a b = —cu + v y, por lo tanto, a — b = 2cu; es decir, u es paralelo

al vector a — b, que suponemos no nulo. Asi, podemos escoger u mediante u = a — b.
Noétese que u estd determinado excepto una constante multiplicativa no nula.

e En particular, si @ € R™ no tiene las n — 1 tltimas componentes nulas: a3 + a3 +
.-~ +4a? > 0 o, en otras palabras, a no es de la forma ce(M) entonces

Pla+ lallze)a = ~[lall2e® , Pla = [lalzeM)a = ale

o sea, podemos encontrar dos matrices de Householder que transforman a en un vector
muy simple, con todas las componentes nulas, excepto la primera: un multiplo del
primer elemento de la base canénica denotado aqui por e = (1 0 ... 0)7.

Mas brevemente: si s = |jall2 0 s = —|al|2, P(a — seM)a = se(V).

Con el fin de evitar cancelaciones, se suele escoger s con el signo opuesto al de a;.
El calculo con matrices de este tipo se realiza tal como se detalla a continuacion.

CALCULO DE P(u) = P(a — se):
Sia=(a1,az,---,a,)" conad+---+ a2 #0, se calcula:

e s tal que

n
s = llall3 =) af .
i=1

Asi, s = £||a2.
e up =a;— s, u; =a; (i =2-+mn). Con el fin de evitar cancelaciones en u;, se suele
escoger s = |lall2 st a3 <0y s=—|al|2 sl a; > 0.
[ ]
2 1 -1
u'u lall2(flall2 +[ai]) — sua

Entonces P(u) = P(a — se)) = I — auu" satisface P(u)a = se(t), donde el calculo
de u y « requiere en total n + 2 operaciones y una raiz cuadrada. Una vez tenemos u y «
podemos afrontar diversos calculos.

CALCULO DE P(u)z:
P(u)z =z — (a(u'x))u requiere 2n + 1 operaciones.

CALCULO DE B = P(u)A:
Se calcula
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o w=qu.

e pcR"tal que p’ =w' A (es decir, p= ATw).

e B=Pu)A=(I—-ouu")A=A—up'; en componentes,
bij = aij —wip; (i,j=1+n).

El calculo requiere, en total, 2n% + n operaciones.

CALcuLo DE A" = P(u)AP(u):
A" = P(u)AP(u) = BP(u) = B — (aBu)u'. Se calcula:

ew=ou p=A'wy B=A—up' segin el procedimiento anterior.
e ¢ = Bw.
e A' =B —qu';en componentes,
ag; = bij —quy (,j=1+mn).
El calculo requiere, en total, 4n? + n operaciones.

CALcuLo DE A" = P(u)AP(u), A SIMETRICA:
Solamente se tendran que conocer los elementos agj para ¢ < j; por ejemplo, calculando

w=ouyp=ATw en primer lugar. Ahora no hay que calcular B:
¢ = Bw = P(u)Aw = P(u)A"w = P(u)p = p — (w' p)u
se calcula con 2n operaciones, y
A=A—up’ —qu' ;

en componentes,
ag; = aij —uipj — qiuy (1<y<j<n).
Asi, el calculo total requiere 2n? + 4n operaciones.
De hecho, la expresion para A’ se puede escribir de manera simétrica introduciendo el
vector 1
¢@:9§B:p—§wﬁmu,
y procediendo a los calculos:

o W= qu.

e p=Auw.

e ¢ =p—L(w'pu.

o A=A —ug®T — ¢)yT: en componentes,
(s) _ ()

aj; = a; —wiq; —q uj (1<y<j<n).

Los procedimientos de célculo que se acaban de detallar seran muy tutiles en el apartado
que sigue, en el apartado 2.3.2 al tratar la deflacion de matrices y en el apartado 2.3.5 al
tratar los métodos de reduccién de matrices para el calculo de sus valores y vectores propios.
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Método de ortogonalizacién de Householder

El método de ortogonalizacion de Householder para establecer una factorizacion QR de una
matriz A con n filas y n columnas consta de n — 1 pasos. El proceso se inicia con A = A
y, en el paso k-ésimo (k =1+ n — 1), se parte de la matriz encontrada Ay, de la forma

Ry, My,

donde Ry, es una matriz (k — 1)x(k — 1) triangular superior, y My, Aj son matrices (k —
Dx(n—k+1)y (n—k+1)x(n—k+ 1), respectivamente, siendo
(k)

Ok
a(k)
ak) — k+.1,k c RPk+1

(k)
Ank
la, primera columna de Ay
Si las ultimas n — k componentes de @) son nulas

la matriz formada por las k primeras filas de las k primeras columnas de Ay es ya triangular
superior, y escogemos P, = I, Ax11 = P Ag = Ag.
En caso contrario, escogemos sj, tal que

n
~ k
st = [a®3 = > (ag)? :
i=k
por ejemplo, s = [|a®|o, si agz) <0,y s, = —Ud(k)H, si ag}? > 0. Tomamos entonces la
matriz (n — k + 1)x(n — k + 1) de Householder Py tal que

Sk
Pkd(k) = O = ske(l) € Rnkarl ;

es decir,
b, =P@a®) = I,_j11 — apa®a®’ |
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con

a
k) = k+1,k —a®) _ g g grhtl

ap = = — .
Sk(a;(:? —sk)  Ssk(sk— a;(jc))

Definiendo entonces

I 4 0
Pk = ;
0 P
o equivalentemente P, = P(u®)), con
0
u®) — : ’
0
k)
resulta que
Ry, My, Ry, Mkz
Ak-i—l =P.A, = = 0 Sk
0
0 Pk:Ak 0 Ak+1
0
Ryt | Mgt
0 Api

67

es decir, la matriz Ry, formada por las k primeras filas de las k primeras columnas de
Aj1, es triangular superior y tiene la matriz (n — k)xk nula bajo ella.

La matriz R = R,, = A, es pues triangular superior y se tiene

R=P, 1P, ---PA
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con P, (k = 1+ n — 1) matrices de Householder o matrices identidad y, por lo tanto,
cumpliendo P, = PkT =P L. de aqui se deduce la factorizacion

A=QR, Q=P P---P,_1.

El célculo de By = Py Aj requiere 2(n — k +1)%2 + O(n — k) operaciones y una raiz
cuadrada. Sumando para £ = 1 + n — 1, se deduce que deben efectuarse un total de
%n‘g + O(n?) operaciones y n — 1 raices cuadradas para obtener

R=P, P, o---PA.
Como el sistema Axr = b equivale a
Rx =z = P, 1P, P5b,

el calculo de z requiere 2n +2(n — 1) +--- 4+ 2-2 = n? 4 O(n) operaciones y la resoluciéon
del sistema Rz = z, %712 + O(n). Obsérvese que, usando un método QR, deben realizarse
el doble de operaciones que con el método de Gauss pero, en contrapartida, se obtiene
en general un sistema triangular superior mejor condicionado, como se observard en el
apartado 2.2.6.

2.2.5 Calculo de determinantes e inversas de matrices
Determinantes

Las transformaciones que experimenta una matriz A a lo largo del proceso de eliminaciéon
gaussiana con pivotaje consisten en realizar combinaciones lineales de filas de manera que,
excepto el signo que puede variar al permutar filas y permutar columnas, se conserva el
determinante. Tenemos asi que

det A = o det An:aHagZ) ,
k=1

(k)

donde o vale +1 6 -1 y A, es la matriz triangular final que tiene los elementos a;;’ en la
diagonal.
Hay que hacer dos observaciones:

e Fl valor de o serd +1 6 -1 si se han realizado un ntimero par o impar, respectivamente,
de intercambios entre filas y entre columnas.

e Podria darse el caso de que, en el k-ésimo paso de la eliminacién gaussiana, agk) =

(k <i <n). Esta circunstancia terminaria el célculo del determinante: det A = 0.

El método de ortogonalizacion de Householder ofrece otra técnica de calculo de deter-
minantes

det A=det P1Py---P,_1R=0cdet R,

donde det R es el producto de los elementos diagonales de R y o es el producto de los
determinantes de las matrices Py (k =1+ n —1). Como la matriz identidad tiene deter-
minante +1 y las matrices de Householder, -1; o valdrd +1 o -1 si el nimero de matrices
de Householder usadas es par o impar, respectivamente.
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Inversas

Dada una matriz nxn regular A, la matriz X = A~! cumple el sistema de ecuaciones
matricial AX = I. Separando la columna k-ésima de esta ecuacién, tendremos que

Az®) = e®) (F=1+n),

donde e® indica el k-ésimo vector de la base canénica y z®) | la k-ésima columna de la
matriz X.

Asi, el calculo de A~ quedara reducido a la resolucién de n sistemas con una matriz
comin y con términos independientes muy sencillos.

Estos hechos comportan una ventaja de célculo: si se utiliza el método de Gauss, se
podré realizar la fase de eliminacién simultdneamente en los n sistemas, situando la matriz
identidad I en el lugar de la columna de términos independientes. Una generalizaciéon del
procedimiento que se acaba de describir da lugar al método de Gauss-Jordan, que parte de
los sistemas de ecuaciones Az®) = e(¥) (k = 1 +n) expresados en forma matricial

(Al =] S R

anl ann O ]_

y va modificando las filas de (A | I), usando los elementos de la diagonal como pivotes (como
en el método de Gauss) y consiguiendo que se vayan anulando los elementos no diagonales
(también los de encima de la diagonall), columna a columna. Se obtiene, finalmente,
(D | B) con D diagonal, y entonces A~! = D7'B.

Alternativamente, el uso de las factorizaciones LU y QR ofrece también la posibilidad
de calcular la inversa segun:

Al =Uu'L7t, AP =RIQT.

Hay otros procedimientos para el célculo de la inversa de una matriz A. En el prob-
lema 2.9 se describe uno de ellos basado en la construccién de una sucesiéon de matrices
que, bajo ciertas condiciones, converge hacia la matriz inversa A~!'. En los problemas
propuestos se presentan otros métodos.

2.2.6 Analisis del error

Al resolver un sistema Ax = b, A y b aparecen como datos y  como solucién. Los errores
de x pueden provenir de:

e la propagacion de los errores de los datos A y b,

e la acumulacion de los errores de redondeo en los célculos generados en el transcurso
del proceso de resolucién.
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Propagacion de los errores de los datos

Supongamos que no disponemos exactamente de la matriz A y del vector b, sino de una
matriz A + JA y de un vector b+ §b. En estas condiciones, no obtendremos la solucién
buscada x del sistema Ax = b, sino una solucién x + dx del sistema perturbado

(A+0A)(z+dx) =b+ b .

Disponemos de la formula siguiente para acotar, de forma relativa, una norma cualquiera
del vector de error dx

62 lobl  15A] Jlx + bz
< u(A) + ,
el < OB T e

sobre la cual se tienen que hacer las siguientes observaciones:

e En general y a efectos practicos, ||z + dz|| =~ [|z]|.

o iu(A) = ||A||l ||A7!|| se llama niimero de condicion de la matriz A y representa el factor
méaximo de amplificacion de los errores relativos de A y b. Hablaremos de matrices
mal condictonadas cuando tengan ntimeros de condicién excesivamente grandes.

El problema 2.5 presenta una acotacién del error relativo de x, bajo unas condiciones
particulares, y pone de manifiesto, con un ejemplo concreto, las consecuencias del
mal condicionamiento de la matriz sobre la amplificacién de los errores de los datos.

e Las normas matriciales usadas en la formula han de ser consistentes con las normas
vectoriales.

e Si U es una matriz ortogonal (y, por lo tanto, unitaria) tenemos que, usando el
nimero de condicion euclideo uz(A) = || All2]|A7Y|2,

p2(UA) = p2(A) ;

asi, en el método QR, la matriz R del sistema reducido Rx = Qb tiene el mismo
numero de condicién que la matriz A de partida. Se tiene pues la garantia de que el
condicionamiento del sistema triangular no empeora, lo cual no puede asegurarse en
general para los métodos gaussianos.

En el problema 2.3 se detalla un estudio de propagaciéon de errores en un proceso de
factorizacion de Cholesky.

Acumulacién de los errores de redondeo

Al resolver el sistema Ax = b, debido a los errores de redondeo durante el proceso, no
obtenemos la solucién exacta x, sino una solucién aproximada x + dx. Para acotar el error
dx (en alguna norma), se puede utilizar el andlisis del error hacia atras, tratando de buscar
primeramente §A tal que

(A+5A)(x+dz) =10 .

Se reduce, asi, el problema a uno equivalente en el cual se culpa a los elementos de la
matriz A de los errores de redondeo; después se debera aplicar la férmula de propagaciéon
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de los errores de los datos acabada de encontrar para acotar el error en la solucién z, ya
que no es necesario ahora considerar errores en las operaciones.

La matriz A depende, evidentemente, del método de resolucién que se siga. En con-
creto, si el método empleado es el de factorizacion LU, se puede llegar a la acotacion
siguiente para el error cargado a la matriz A después de llevar a cabo el anélisis del error
hacia atrés

18A o < (n* + 3n%)gne|| Allo
donde n es la dimensién del sistema, € es la cota del error relativo en las operaciones
aritméticas (véase el apartado 1.1.2) y

=k
B max; jk |@;;
gn =

max; j | ag|

indica el factor maximo de crecimiento del médulo de los elementos calculados agj) por el
método de eliminacién gaussiana respecto al méximo de los médulos de los elementos de

la matriz A de partida.
(k)

Si definimos g,, de forma andaloga, pero considerando los coeficientes a;;” sin los errores

acumulados, se pueden obtener las acotaciones siguientes:

e g, < 2" ! usando pivotaje maximal por columnas;

(2+Inn)/4

e g <3n , usando pivotaje completo.

Estas acotaciones son muy pesimistas en la mayor parte de las aplicaciones practicas;
esto es, el error real es mucho menor que la cota obtenida.

No obstante, hay que observar que, si no se usa pivotaje en la resolucién de los sistemas
lineales no se tiene generalmente ningin control sobre la magnitud del factor g,; éste puede
llegar a ser muy grande si, durante el proceso, nos encontramos con pivotes cercanos a cero.

, _(k
Estos haran crecer mucho los elementos calculados al(j)

solucion.

y, consiguientemente, el error en la

2.2.7 Meétodos iterativos
Generalidades

Los métodos iterativos estan basados en la siguiente idea: dado un sistema lineal Ax = b,
le asociamos de alguna manera determinada un sistema lineal equivalente z = Bz + ¢
que resolvemos de forma iterativa. Esto es, comenzamos con z(?) arbitrario y obtenemos
después (), 2 . mediante la recurrencia

25 = Bz®) 4 ¢ (k> 0) ;

si la sucesion de vectores z(*) (k > 0) es convergente a un vector x, éste sera la solucion
del sistema © = Bx + ¢ y, por lo tanto, del sistema de partida Ax = b. La matriz B se
acostumbra a llamar matriz de iteracion.

Analizando el comportamiento de los errores e®) = 2(*) — 2 cuando k tiende a infinito,
v teniendo en cuenta las propiedades de las normas vectoriales y matriciales dadas en el
apartado 2.1.3, se llega a los resultados siguientes sobre la convergencia de los métodos
iterativos:
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e El método iterativo z*+Y) = Bz(*) 4 ¢ (k > 0) es convergente, independientemente
de la eleccion de 2@, si y solo si el radio espectral de la matriz de iteracion p(B)
es menor que 1. El teorema de Gershgorin, presentado en el apartado 2.1.3, es una
buena herramienta para la acotacion de p(B) (véase el problema 2.11).

e El método iterativo anterior es pues convergente si y solo si ||B]| < 1 para alguna
norma matricial consistente con alguna norma vectorial (por ejemplo, las normas
matriciales subordinadas || |1 v || |loo)-

Describiremos a continuacién los métodos iterativos més conocidos.

Método iterativo de Jacobi

Suponiendo que los elementos diagonales de A sean no nulos, si dividimos cada fila por el
elemento de la diagonal correspondiente, se obtiene una matriz con unos en la diagonal.
Podemos imaginar esta matriz formada por la suma de una matriz triangular inferior L con
ceros en la diagonal, de la matriz identidad I y de una matriz triangular superior U con
ceros en la diagonal; asi queda descompuesta la matriz A como producto de su diagonal
D porlasumade L, I y U,

A=D(L+I1+47U).

El sistema Az = b es entonces equivalente al sistema
r=—(L+U)z+D'b.

Notese que este sistema equivalente se obtiene simplemente despejando en la ecuacién
i-ésima la variable z; (i =1+ n).
Este sistema permite definir el método iterativo de Jacobs

2* ) = (L +U)2™ + Db,
que, en componentes, toma la forma

k+r) 1 [ NG T
x; = o bz—ga”xj (i=1+n).
VD

Meétodo iterativo de Gauss-Seidel

Al igual que el método iterativo de Jacobi, sblo serd aplicable a sistemas Ax = b tales
que los elementos diagonales de A sean no nulos. Esta basado en la equivalencia entre el
sistema Ax = b y el sistema

t=—I+L)'Wa+(I+L)"'D .
Asi, se define el método iterativo de Gauss-Seidel mediante

2B = (14 1) 'UeW 4+ 14+ L) 'D 7,
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que equivale a
.’E(k+1) — —Ll'(k+1) _ Ux(k‘) + D—lb ’

v que, en componentes, toma la forma

- n
k+1 1 3 k k ;
2= = h > :aijw§ DY aijw§) (i=1=n).
@ii j=1 j=it+1

Los dos métodos que se acaban de describir son muy semejantes, dado que la féormula
de evaluacion de la componente i-ésima del nuevo vector es practicamente la misma: la

diferencia radica en el hecho de que, en el método iterativo de Jacobi, dicha componente
(k) (k) (k) (k)

se calcula a partir de las componentes del vector anterior z7”, ..., x;"%, ;.\, ..., Tn ', ¥

en el método iterativo de Gauss-Seidel se utilizan las componentes ya calculadas del nuevo
. (k1) (k+1) (k) (k)

vector: xg g i1 s Ty e T

2.2.8 Meétodos iterativos de sobrerrelajacion

Se trata de una familia de métodos que generalizan el método iterativo de Gauss-Seidel.
Estan basados en la equivalencia de Ax = b con

t=x—w(lx+ I +U)x—D'),

donde w es un parametro real, llamado factor de relajocion. Este sistema también es
equivalente al sistema
r=B,x+c,,

con
B,=I+wl) (1 -wl-wlU], c¢=wl+wL)*D71b.

Se define el método iterativo de sobrerrelajacion con factor w mediante la recurrencia
g+ = B a® 4 ¢,
que también puede escribirse como
D) = 20 _ (LD 4 (1 + U)z™® — D7) .
En componentes, toma la forma

1—1 n
fl”z(kﬂ) =2 + i bi — Z aijl’g'kJrl) - Zaijxgk) (t=1+n).
Jj=1 =i

[
A5

Hay que observar que, para w = 1, se tiene el método iterativo de Gauss-Seidel.

Los métodos de sobrerrelajaciéon que se acaban de describir se basan en una transfor-
macion del sistema Az = b en otro equivalente del tipo x = B(w)x + ¢(w), sobre el cual se
define la recurrencia. La construccion del sistema = = B(w)z + ¢(w) se puede efectuar de
varias maneras que dan lugar a nuevos métodos iterativos. En el problema 2.8 se define
uno de ellos y se estudia su convergencia.
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Convergencia de los métodos iterativos de Jacobi, de Gauss-Seidel y de sobr-
errelajacion

De acuerdo con lo que se ha expuesto, los métodos iterativos de Jacobi, Gauss-Seidel y
sobrerrelajacién convergeran si y sélo si los radios espectrales de sus matrices de iteracion
(B = —(L+U), Bgs = —(I + L)™'U y B,) son menores que 1. En el problema 2.6
se estudia la convergencia de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel al aplicarlos a un
sistema lineal de dos ecuaciones y dos incognitas.

A continuacién se dan algunos resultados relacionados con la convergencia de estos
métodos en casos particulares y que no requieren el calculo del radio espectral:

e Si A es estrictamente diagonal dominante, los métodos iterativos de Jacobi y de
Gauss-Seidel convergen.

La rapidez con que se produce esta convergencia depende de las caracteristicas del
sistema. En el problema 2.7 se presenta una estimaciéon del ntamero de iteraciones del
método iterativo de Jacobi que son necesarias para poder garantizar una acotacién de
error dada al resolver un sistema donde, entre otras condiciones, la matriz se supone
estrictamente diagonal dominante.

e Los métodos iterativos de sobrerrelajaciéon divergen para factores w que no pertenecen
al intervalo (0,2).

e Si A es hermitica con elementos positivos en la diagonal, los métodos iterativos de
sobrerrelajacion con factores w € (0,2) convergen si y solo si la matriz A es definida
positiva.

El método iterativo de sobrerrelajacién tiene la ventaja de que permite modificar el
factor w de forma que pueda conseguirse una convergencia mas rapida para ciertos tipos
de matrices; por ejemplo, se dispone del resultado siguiente en este sentido:

e Para una matriz A, definida positiva, tridiagonal por bloques y tal que los bloques
de la diagonal sean matrices diagonales, tenemos que

p(Bas) = p(By)* .
Si, ademaés, los valores propios de By estan en (—1,1); entonces, para

2

1+/1—p(By)?’

w=w=

tenemos que

p(BJ)

Asi pues, © es el valor de w que minimiza el radio espectral de las matrices B,;
por lo tanto, el método iterativo de sobrerrelajacién correspondiente serd el méas
rapidamente convergente. Por esta razén, @ se llama factor dptimo de relajacion.

2
) < p(By) Yw .
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2.3 VALORES Y VECTORES PROPIOS

2.3.1 Introduccion

El problema de busqueda de valores y vectores propios de una matriz es, de hecho, un
problema no lineal, pero tiene una fuerte componente lineal. Asi, el calculo de valores
propios se reduce a buscar los ceros de un polinomio y puede ser llevado a cabo mediante
los métodos generales de busqueda de ceros de polinomios (que seran presentados en el
capitulo 5), o bien por los métodos iterativos lineales explicados en este capitulo. Una
vez conocidos los valores propios, el célculo de los vectores propios sf que es un problema
lineal.

No obstante, en general, es excesivamente laborioso el cédlculo directo del polinomio
caracteristico de una matriz. Por esta razon el célculo efectivo de valores y vectores propios
no pasa por la obtencién del citado polinomio, excepto cuando la especial naturaleza de la
matriz lo permita: matrices de dimensiones pequenas, tridiagonales, de Frobenius (véanse
los problemas 2.10 y 2.11), etc.

El concepto de deflacion de matrices es similar al de deflacién de polinomios (véase el
apartado 5.2.2) y permite simplificar el problema de encontrar valores y vectores propios,
una vez conocidos algunos de ellos. Se describen los métodos de Hotteling, Wieland y de
Householder.

Los métodos de calculo de valores y vectores propios son de diversa naturaleza: unos,
como los métodos iterativos de la potencia, de Jacobi, LR y QR, calculan los valores
propios mediante técnicas iterativas; otros, como los de Givens y Householder, reducen
la matriz inicial a una matriz semejante Hessenberg superior (tridiagonal simétrica, si la
matriz es simétrica), en un numero finito de pasos. Para estos tipos de matrices reducidas,
se dan métodos especificos de célculo de los valores y vectores propios que si pasan por la
obtencién del polinomio caracteristico. En el problema 2.10 se describe un método de este
tipo (el de Danilevski), que reduce la matriz inicial a la forma normal de Frobenius, cuyo
polinomio caracteristico se obtiene de inmediato.

2.3.2 Deflacion de matrices

Partiendo del conocimiento de un valor propio A y de un vector propio asociado v de
una matriz nxn A, el proceso de deflacion consiste en obtener una nueva matriz A (de
caracteristicas més simples, a menudo de dimension menor) de manera que, encontrando
los valores y vectores propios de A, se puedan obtener los de A, con facilidad.

Conviene emplear la deflacién, alterndndola con métodos que permitan calcular los
valores propios de uno en uno, y asi poder obtener todos los valores propios trabajando
cada vez con matrices mas sencillas. Ademés, andlogamente a lo que ocurre con la deflacion
polinomial, que se estudiara en el capitulo 5, es mejor que dichos valores propios se vayan
calculando de menor a mayor, con el fin de ganar estabilidad numérica; conviene también
que los valores y vectores propios encontrados al final del proceso sean corregidos teniendo
en cuenta la matriz de partida, para eliminar los errores acumulados en todo el proceso de
deflacion.

Existen diversos tipos de deflacién de matrices; mencionaremos aqui los de Hotteling,
Wielandt y Householder. Hay que destacar las ventajas de este ultimo, que usa transfor-
maciones de semejanza con matrices ortogonales.
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Deflacién de Hotteling

Consideremos conocidos un valor propio A de A y vectores propios asociados v y u, por la
derecha y por la izquierda respectivamente, satisfaciendo u' v # 0; se construye la matriz
A
A(H) =A - ?UUT 5
u'v
que tiene los mismos valores propios que A, salvo el valor propio A que ha estado sustituido
por el valor propio cero; los vectores propios son los mismos.
Si A es simétrica, puede escogerse u = v.

Deflacion de Wielandt
Conocido un vector propio v de valor propio A de A, con v1 # 0 (por ejemplo) y denotando

por a7 la primera fila de A, la matriz

A(V) = A — il)a(l)T ,

U1

tiene la primera fila nula. Solamente hay que buscar ahora valores y vectores propios de
la matriz (n — 1)x(n — 1), Ay, formada por las dltimas n — 1 filas de las tltimas n — 1

columnas de A. Esto se debe al hecho de que, si A’ # A es un valor propio de fl(v) con
vector propio (de n — 1 componentes) asociado ¥’ e introducimos

o 0 _()\/—)\)Ul
w = bl ) C_Wa

entonces v = v + cw es un vector propio de A de valor propio \.

Deflacion de Householder

Es el tipo de deflacién al cual prestamos mas atencion, ya que se lleva a cabo mediante
matrices ortogonales; asi se consigue un control de la estabilidad numérica y la conservacién
de la simetria de las matrices, dado el caso.

Conocido un vector propio v de valor propio A de A, si v es de la forma
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Si @' es un vector propio de A de valor propio N # A, entonces

serd un vector propio de valor propio A de A.

Este resultado nos permite calcular los vectores y valores propios de A, a partir de los
de A, de dimension n — 1.

Si A es simétrica, c = 0y A es también simétrica y, si ¥ es un vector propio de A de
valor propio X', entonces

serd, un vector propio de valor propio \' de A.
Volviendo al caso general, si v es un vector propio de valor propio A de A, con v +
-+ 402 # 0, podemos encontrar matrices de Householder P tales que

Pu=seV) | s=4vl,

(véase el apartado 2.2.4 para su célculo efectivo).
Como P=P" =P,

pAPeD = Lpay = 2py = A :
S S

por lo tanto, la matriz PAP es de la forma deseada:

El vector v/ es un vector propio de valor propio ' de A’ si y so6lo si Pv’ es un vector
propio de valor propio X' de A. Si A es simétrica, también A’ lo sera (¢ = 0) (véase el
problema 2.12).

2.3.3 Meétodos de la potencia
Método de la potencia

El método de la potencia y sus variantes son muy ttiles cuando sélo se requieren algunos
valores propios y sus vectores propios asociados. También sirven para calcular todos los
valores propios de la matriz si se combinan con alguno de los tipos de deflacién descritos
anteriormente.

El método de la potencia propiamente dicho permite calcular aproximaciones sucesivas
del valor propio de médulo méximo (si existe), asi como vectores propios asociados a éste.
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Dada A, matriz nxn, sean \; (j = 1+ n) sus valores propios, repetidos segun su
multiplicidad y ordenados segin su médulo

Al > ol > > ]

Supondremos, por simplicidad, que A es diagonalizable y llamaremos vl) (j=1+n)
a los vectores propios linealmente independientes asociados a los valores propios A\; (j =
1 + n); supondremos también que existe un tnico valor propio de médulo maximo A;:
[A1] > |A2]. Otros casos son tratados en los problemas propuestos.

El método de la potencia considera las iteraciones

5 = Az (k> 0)

para algan vector
n
0) = Zajv(j) con a1 #0;
=1

asi tenemos

Ao\ * A\ F
NCRY: WUW(AI) o® 4+ ap (Al) o)

Si tienen sentido las sucesiones de cocientes

) x(k+1)

4 =gy =1+n);

Ly

. . k " . .. 4
es decir, si :UE ) = 0, éstas tienen por limite A1; ademas, cuando k — oco:

¢ o= N 1+o(§f )] (i=1=n), (2.11)
() A
= _ (1) 2
v v 1+(9</\1 )] . (2.12)

Estas son expresiones asintéticas para A; y para algin vector propio asociado a él,
2

tratadas en el apartado 4.3.1; la velocidad de convergencia depende esencialmente de

y puede ser muy pequena, cuando || sea proximo a |Aq].

Como la sucesién (A})r>o generalmente tiende a cero o no esta acotada, conviene nor-
malizar de alguna manera la sucesiéon de los vectores 2®) Un posible procedimiento es el
siguiente: una vez tenemos z(®), lo normalizamos segin

k
k) _ ()

y
[lz®]]

(usando una norma cualquiera) y calculamos 21 = Ay(*) (k > 0); entonces,

(k+1) v(1)

Jim S NON (i=1wm), Jimy® =t
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Con el fin de asegurar la convergencia de las sucesiones a A1, se ha tenido que suponer
que la componente oy de z(©), segln v, no era nula. En caso contrario y suponiendo,
por ejemplo, que ag # 0y || > |A3], se obtendria analiticamente que

L)
klin;o O =X

i
Ahora bien, en la practica, los errores de redondeo que se cometen durante el calculo
introducen en los 2®) una componente no nula segliin v que implica la tendencia de la
sucesién a A, y no a Ao.

Para matrices A simétricas, es mas eficaz calcular la sucesion de cocientes de Rayleigh

de z(¥)
2FT A (k)

T,m kF20)

O —

usando la recurrencia

l'(k+1) _ Ay(k) . o= y(k)Tl,(k-l-l) (k‘ > 0) )

Entonces obtenemos la convergencia de las sucesiones anteriores:

o)

vz

)

A2
1 _“
+O<>\1

lim o, = A1, lim y(k) ==
k—o00 k—o00

seglin las expresiones asintéticas, cuando k — oo:

A2
1+0||—=
+(A1

A

Ok

(1)
(k) _— ivi
Y ERIE

k
)] . (2.13)

La utilizacién de los cocientes de Rayleigh comporta un aumento de la velocidad de
convergencia en el célculo del valor propio, al ser

A2

2
A2
Tl <

M

A continuacion se describen algunas posibles variantes del método de la potencia.

Método de la potencia desplazada

Aplicando el método de la potencia a la matriz A — dI, que tiene como valores propios
ij = Aj — d con vectores propios asociados o) (j =1+ n), se obtiene el valor propio p;
de modulo méximo de A — dI (siempre que sea tnico) y un vector propio asociado v():
permite, asi, calcular el valor propio A\; = d + u; de A mas alejado de d.
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Método de la potencia inversa

Suponiendo ahora que A es inversible, A~! tiene los mismos vectores propios que A con
valores propios j1; que son los reciprocos de los de A: p; = /\—1] (j = 1+n). Si el valor propio
de mo6dulo minimo es tnico (|A,| < [An—1]), la aplicacién del método de la potencia a A~*
proporciona el valor propio i de A~ y un vector propio asociado: podemos conocer asi
el valor propio de médulo minimo A, de A.

Método de la potencia inversa desplazada

Es una combinacién de las dos variantes anteriores. Consiste en aplicar el método de la
potencia a (A—dI)~!, que tiene por valores propios los p; = ﬁ (j = 1+n). La aplicacion
del método da el valor propio p; de médulo maximo de esta njlatriz, siempre que sea nico,
y un vector propio asociado v\9): asf podemos encontrar el valor propio Aj=d+ ui de A
mas proximo a d. ’

Esta variante es muy util para refinar aproximaciones d de valores propios, y para
obtener vectores propios asociados.

En el problema 2.13 se presenta un ejemplo de uso combinado del método de la potencia
con el método de la potencia inversa para el cilculo de todos los valores propios de una
matriz 4x4.

2.3.4 Meétodos de Jacobi
Método de Jacobi

Sea A una matriz nxn simétrica. Sabemos, por la propiedad 10 de valores y vectores propios
del apartado 2.1.3, que existe una matriz ortogonal O (O~' = 0OT) tal que A = OT AO es
diagonal: A = diag(\1,...,Ay); la columna j-ésima de O es un vector propio de A asociado
al valor propio A; y el conjunto de dichas columnas forma una base de vectores propios
ortonormales de A.

El método de Jacobi proporciona precisamente un procedimiento de buisqueda de suce-
sivas aproximaciones A v O de A y O, respectivamente, donde Oy es un producto de
matrices ortogonales sencillas (k > 1). Se trata, por lo tanto, de un método iterativo, cuyo
mecanismo de construccién se detalla a continuacion.

Iniciamos el proceso con A = Ay O1 = Iy, conocidos Ay, = B = (b;j) y Op, = Q =
(wij), escogemos en B un elemento no diagonal by, (con p < ¢) tal que b, # 0.

Los elementos bpp, bpg, bgp(= bpq) ¥ bgg forman una matriz 2x2 simétrica. Buscamos
una matriz de rotacion

c —s
c = cos s = sen
s c Y 807 <p7

de forma que la matriz simétrica

dpp dpg \ c s bpp  bpg c —s
dep dgqg |\ —s ¢ bgp  bgq s ¢

sea diagonal.
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Para ello, el angulo ¢ ha de cumplir

bpp — bqq

cot 2¢p = %
pq

. ) -
y puede escogerse cumpliendo ademids |p| < 7.
Las férmulas que se obtienen asi para ¢ y s son:

Sibpy =bgg: e=sgn(by), c=

S bpp 7 byq : € = sgn by (bpp — byq)] (2.14)
1 |b byql
—./201 'pp qq
c \/2( + d ) Y
1 |bpp — byql
_ 21 p qq
d = \/(byp — byq)? + 482, . (2.15)
Tomamos ahora la matriz
1
1
c -5
1
Rk = R - )
1
S c

1

donde los elementos no escritos son nulos; esta matriz representa una rotacién de angulo
i en el plano coordenado p — q.

Calculamos ahora B = R" BR = (b;;) (cambiando sélo las filas y columnas p-ésima y
g-ésima de B) y Q = QR = (w;;) (cambiando solo las columnas p-ésima y ¢-ésima de )
segan las férmulas:

bpj = bjp=bpjc+bgs (j=1+n, j#p.q),

biq = bqi = _bips + biqc (Z =1+ n, [ 7& b, q) 5

byp = bppc2 + 2bpgcs + bqq52 = bpp + bpqt (2.16)
bag = bpps” — 2pges + bggc® = —bpgt + byq

bpg = bgp =0,

Wip = WipC~+ wigs , (2.17)

—Wips +wigc (i=1=+n) ;

&l
_
I
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donde se ha usado t = 2; las otras componentes no cambian.
De manera analoga, en la k-ésima iteraciéon del proceso iterativo se obtiene:

Ak+1:RZAkRk:”':R;"‘RIARI"'Rk7

Okt1 =0OpRpy=---=R1-- R, (k>0).

Las matrices A son, asi, semejantes a la matriz A, mediante las transformaciones ortogo-

nales Og:
A, =0l A0y, (k> 0) .

Variantes del método de Jacobi

La eleccién de los elementos no diagonales by, que queremos anular puede ser realizada de
diversas maneras que dan lugar a las diferentes variantes del método de Jacobi.
Asi, tomando
bye| = max |b;;
[ e i1

obtenemos el método cldsico de Jacobi (véase el problema 2.14).

Los elementos no diagonales b,, # 0 pueden ser escogidos también de otras maneras:
por ejemplo, tomando sus indices segun el orden: (1,2), (1,3), ..., (1,n), (2,3), ...,
(2,n), ..., (n — 1,n). Repitiendo este proceso las veces que haga falta, se obtiene el
llamado método ciclico de Jacobi. Una variante de éste consiste en efectuar dnicamente
las iteraciones anuladoras que corresponden a elementos mayores, en valor absoluto, que
ciertas cantidades prefijadas, llamadas umbrales, y que pueden cambiar en cada ciclo; el
método se llama entonces método ciclico de Jacobi con umbrales.

Noétese que los elementos no diagonales anulados en una iteraciéon pueden volver a ser
diferentes de cero después de alguna de las iteraciones posteriores; a pesar de esto, se puede
demostrar que, si definimos

e2(B) = Z b?j )

i#]
resulta que, para el método clasico de Jacobi,

- n n_ 2
&(B) = &(B) + Y b < = > b < (B)(1 -
j=1 j=1

n(n—l)) ;

ello implica que los elementos no diagonales de Ay, tienden a 0 cuando k tiende a infinito
y que, bajo condiciones muy generales, las sucesiones (Ag)r>0 ¥ (Ok)r>0 tienen limites
respectivos A y O tales que A = OT AO, con A diagonal y O ortogonal.

2.3.5 Meétodos de reduccion

El objetivo de estos métodos consiste en reducir una matriz A real a una matriz Hessenberg
superior, mediante transformaciones de semejanza ortogonales. En el caso de que la matriz
de partida sea simétrica, quedaré reducida a forma tridiagonal simétrica.

La matriz reducida tendré los mismos valores propios que la matriz inicial, y los vec-
tores propios de la matriz inicial se encontrardn a partir de los de la matriz reducida
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por aplicaciéon de la transformaciéon ortogonal hallada. En el apartado siguiente se daran
métodos de célculo de valores y vectores propios de las matrices reducidas.

Trataremos primero el caso simétrico, entendiendo el caso no simétrico como una exten-
sion de éste, donde los procedimientos de transformaciéon conduciran a matrices Hessenberg
superior, ya que en este caso no se produce la anulacién de los elementos simétricos durante
el proceso.

Una vez obtenidos los valores y vectores propios de la matriz tridiagonal simétrica
(o Hessenberg superior), los valores propios de la matriz inicial coincidiran con los de
aquella; los vectores propios de la matriz reducida deberan ser transformados mas adelante
a vectores propios de la matriz de partida a través de las transformaciones de semejanza
empleadas.

Método de Givens

Como el método de Jacobi, el método de Givens usa transformaciones de semejanza suce-
sivas que son rotaciones en planos coordenados; ahora, en cambio, se busca que, en cada
transformacién, se anule un elemento no tridiagonal, y también su simétrico respecto a
la diagonal, de forma que se mantengan nulos todos los elementos anulados en transfor-
maciones anteriores. Se trata, por lo tanto, de un método directo que consigue anular
los (n — 1)(n — 2) elementos no tridiagonales de una matriz simétrica en un méaximo de
m := £(n — 1)(n — 2) transformaciones.

En cada paso se busca una rotacién Ry en el plano coordenado p — ¢ que anule el
elemento (p — 1,q) y su simétrico. Este proceso se realiza en el siguiente orden de los
planos coordenados p —¢q: 2—3,...,2—n,3—4,....,3—mn, ..., (n—1) — n de manera
que se vayan anulando los elementos (1,3), ..., (1,n), (2,4), ..., (2,n), ..., (n —2,n), y
sus simétricos.

Al cabo de estas m transformaciones de semejanza tendremos la matriz

Api1=R! - R AR|--- R,

que seré ya tridiagonal simétrica.
Usando una notacién andloga a la utilizada en el método de Jacobi, el angulo ¢ de la
rotaciéon en el plano p — g que cumple b,_1 , = 0 satisface

bpfl,q .

?

tanp = by 1
p—L,p

asi, hay que escoger los siguientes valores de ¢ y s:

bp—1,p bp—1,q

Y 2 N 2 ‘
bpfl,p + bpfl,q bpfl,p + bpfl,q

Se puede comprobar que los ceros conseguidos son conservados en las sucesivas trans-
formaciones. En este sentido, el orden indicado es importante.

Método de Householder

Las transformaciones de semejanza ortogonales se realizan ahora mediante matrices de
Householder (véase el apartado 2.2.4). Se quiere conseguir, en cada transformacion, que



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 84

los elementos no tridiagonales de la columna correspondiente (y los de la fila simétrica)

sean nulos.
Partiendo de Ay = A, hay que considerar en el paso k-ésimo una transformacion or-

togonal Agy1 = Py Ag P de la matriz simétrica

0
Ty
Ay = ak)m ,
0 ak) Ay,
donde
Lo S2

S T2 53

T, =
Sk—2 Tk—2 Sk-1
Sk—1 Tk—1
va es tridiagonal simétrica y
(k)
Ak k-1
a’l(ck) k
(k)
an,k—l

Si (a1(<;121 1)+ (aflk,)g_l)2 = 0, la matriz (Ax)g (formada por las k primeras filas
de las k primeras columnas de Ag) es ya de hecho una matriz tridiagonal simétrica, con

Sk = a,(clfll_l, rE = agf,l y sblo hay que escoger P, = I, con lo que Apy1 = PLArPr = Ag.

En caso contrario, eligiendo s tal que

n
. k
st = 1a®3 = > (afi)? .
i=k
podemos encontrar una matriz (n — k + 1)x(n — k + 1) de Householder P, tal que
Sk

En concreto

con
1
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(véase el apartado 2.2.4).
Definiendo entonces

Pk:: )

0
u®) = : ’
0
k)
resulta que
Ty 0
sg 0 0
Ap1 = PApPy = Sk
0
0 : P, AP,
0
Tri1 0
= d(kJrl)T
0 attl| o A
El célculo efectivo de
Tk d(k—‘rl)T
P ALP, = | ~
IR ae A

se realiza segin el procedimiento descrito en el apartado 2.2.4 y requiere por lo tanto
2(n —k+1)24+ O(n — k + 1) operaciones y una raiz cuadrada.

Después de n — 2 transformaciones de semejanza se obtiene la matriz tridiagonal
simétrica

Ap1=PFPy 1 RBAP---P,_1
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habiéndose realizado un total de

n—1
ST [2(n— k4 1)2+ O(n— k+1)] = gn?’ +O(n?)
k=2

operaciones y n — 2 raices cuadradas.
En el problema 2.15 se presenta un ejemplo de utilizacién de este método.

2.3.6 Valores y vectores propios de matrices reducidas

Una vez realizada la reducciéon a forma tridiagonal simétrica o Hessenberg superior es-
tamos en disposicién de encontrar los valores y vectores propios. Para estas matrices si
que calcularemos los valores propios como ceros del polinomio caracteristico. Para ello,
serd necesario hacer una incursién en el mundo de los métodos de busqueda de ceros de
polinomios descritos en el capitulo 5; por ejemplo, utilizaremos el teorema de Sturm para
separar los valores propios de matrices tridiagonales simétricas, y los métodos de la secante
v de Newton con el fin de calcularlos efectivamente.

Métodos para matrices tridiagonales simétricas

Consideremos una matriz nxn tridiagonal simétrica

aq b2
b2 a9 bg
b3 as b4

bp—1 an—1 by
bn  an

Supondremos que b; # 0 (j = 2+ n), ya que, en caso contrario, descompondriamos T
en dos matrices del mismo tipo 17 y 15

T 0

0 T

y, en virtud de la propiedad 6 de valores y vectores propios del apartado 2.1.3, para
encontrar los valores propios de T s6lo tendriamos que determinar por separado los de T}
v T5.

Como det (AT —T) = (—1)"det (T — M), buscar los valores propios de T equivale a
resolver la ecuaciéon polinomial p, () = det (A —T) = 0.

Los valores p, () se pueden calcular por recurrencia: comenzando con

pO()‘) =1 ) pl()‘) :)‘_al )
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definimos el determinante p;;1(\) de la matriz formada por las j primeras filas de las j
primeras columnas de la matriz AI — T'; este determinante se encuentra a partir de los dos
determinantes andlogos anteriores mediante

pi(A) = (A —aj)pi—1(N) —ypj—2(N) , =107 >0 (j >2).

Obsérvese que p;(A) es un polinomio de grado j. La recurrencia que se acaba de
establecer es muy parecida a la que cumplen los polinomios de Chebichev. El problema 2.16
usa esta similitud.

Notese que no se precisa conocer explicitamente los coeficientes de p,, () con el fin de
calcular los valores propios de T, y que, dado un valor cualquiera de A, p,(A) se calcula
con 2n operaciones, aproximadamente.

La sucesion de polinomios {pn(A), pn—1(A), ..., p1(N), po(A)} constituye una sucesion de
Sturm para p,(\) sobre R (véase el apartado 5.2.4 para mas detalles); aplicando el teorema
de Sturm, tenemos que

e Los valores propios de T son todos reales y diferentes (suponiendo b; # 0 (j =
2 +n)). Ademas, si p,(a)p,(b) # 0, el nimero de valores propios de T entre a y b
es igual a V(a) — V(b), donde V()) es el ntumero de cambios de signo en la sucesion

{pO()\)vpl()‘)> s 7pn()‘)}'

Con la ayuda de este resultado, podemos localizar y separar los valores propios de T
después podemos aplicar cualquier método de los descritos en el apartado 5.1.2 para en-
contrar ceros de una funcién, como por ejemplo los métodos de la secante o de Newton,
con el fin de refinar su valor. Obsérvese que, si se quiere utilizar el método de Newton, el
céalculo de p/,(\) puede llevarse a cabo también por recurrencia

Po(N) =0, pi(A) =1,

Pi(A) = pj—1(N) + (A = a;)pj 1 (N) — 0o (N) (G =2+n) .
Esta recurrencia se ha de usar conjuntamente con la anterior para calcular simultinea-
mente pp(A) ¥ pp,(A).
Una vez obtenidos los valores propios A; (j = 1+n) de T, hay que calcular los vectores
propios asociados. Para determinar un vector propio v de T', asociado a un valor propio A,
hay que resolver el sistema

(A —ay)vy — bave = 0
—b;vi—1 + ()\ - CLZ‘)UZ' —bit1vi41 = 0 (i =2+n— 1) ,
—bpUp—1+ A —ap)v, = 0

con la condicién de que v # 0 para que v no sea nulo.

Tomando v; = 1, y resolviendo recurrentemente este sistema, se obtiene

i—1(A) .
vp="—"=>=(i=2+n)
by - b;

(véase el problema 2.15).

Este procedimiento no siempre esta bien condicionado, ya que sélo conocemos aproxi-
maciones de A\. Pueden obtenerse resultados mas precisos aplicando algunas iteraciones del
método de la potencia inversa a 7' — AI, aunque se tengan que efectuar més operaciones.
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Método para matrices Hessenberg superior

En el caso de matrices H Hessenberg superior puede obtenerse también una relacién de
recurrencia para los determinantes de las matrices formadas por las j primeras filas de las
J primeras columnas de Al — H, p;(\) (j = 1+n), que conduce a la ecuacién caracteristica
prn(A) = 0 que cumplen los valores propios de H.

Supongamos

hi1 hia --- h1m—1 hin
ha1  haa  hos hon

hnfl,an hnfl,nfl hnfl,n
hn,n—l hnn

con hjt15; # 0 (j =1+mn—1), como en el caso tridiagonal simétrico; en caso contrario
pasarfamos a encontrar por separado los valores propios de las matrices Hessenberg superior
H, y Hs tales que

H,y Ny

0 Hy

Con el fin de escribir mejor las relaciones de recurrencia de la sucesiéon de polinomios
pi(A) (j =0+ n), tomamos
_ pi(N)
hothga -+ hjy1j

q(A) =po(A) =1, g;(A) (j=2+n);

la recurrencia queda entonces en la forma

@A) =1, q(}) = - ;2?11 ’
() = A =hjj)gi-1(N) = [hlzqo(A? b by g2 (V)]
Jj+1.g
(j=2+n).

A diferencia de lo que sucedia con matrices simétricas, los valores propios de matrices
arbitrarias no son necesariamente reales. Esto nos indica que los ceros de ¢, (\) no siempre
seran reales. Se tendran que buscar usando métodos de calculo de ceros de polinomios que
permitan encontrar ceros complejos (véase el capitulo 5); los vectores propios asociados se
podran buscar entonces con la ayuda del método de la potencia inversa.

2.3.7 Meétodos de factorizacién

Los métodos que se mencionaran estan basados en las factorizaciones LU (llamada aqui
LR) y QR, presentadas en los apartados 2.2.3 y 2.2.4, respectivamente.
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Meétodo iterativo LR

Dada una matriz A nxn real, el método iterativo LR parte de la matriz A1 = A y, cuando
conoce la matriz Ay, calcula su factorizacion LU (si existe)

A = Ly Ry,

con Lj triangular inferior con unos en la diagonal y Ry, triangular superior; finalmente
construye Ag+1 = RiLy (k> 1).
Como
App1 =L ApLy =+ = (Ly-+ L) "A(Ly -+ Ly)

las matrices Ay (k > 1) son semejantes a la matriz A.

Método iterativo QR

El método iterativo R usa la factorizacién QR en lugar de la LU: asi,

Ap = QrRi , A1 = RiQp

y entonces

A1 = QR AkQr == (Q1- - Qr) "A(Q1-- Qy) -

Por lo tanto, las matrices Ay (k > 1) son también semejantes a la matriz A.

Consideraciones generales

Las sucesiones (Ag) (k > 0) convergen a una matriz triangular superior, bajo condiciones
bastante generales; es suficiente, por ejemplo, que se verifiquen las tres condiciones sigu-
ientes:

e los valores propios de A estan separados en modulo

Al > > Al

e A es diagonalizable: existe una matriz regular X tal que D = X' AX es diagonal,

e existe la factorizacion LU de las matrices X y X 1.

El método iterativo QR conserva la simetria de la matriz; esto es, si la matriz A es
simétrica, todas las matrices A (kK > 1) son simétricas, y la convergencia a una matriz
triangular superior se traduce en convergencia a una matriz diagonal.

Los métodos iterativos LR y QR conservan ademés las formas Hessenberg superior
de las matrices; el método iterativo QR conserva, asi, el caracter de matriz tridiagonal
simétrica.

El ntmero de operaciones que requieren estos métodos es elevado y son bastante cos-
tosos cuando se aplican a matrices llenas arbitrarias; no obstante, resulta muy eficiente
transformar previamente la matriz A a una forma reducida (Hessenberg superior o tridi-
agonal simétrica) por alguno de los métodos dados en el apartado anterior (de Givens o de
Householder) y aplicar después los métodos descritos aqui a las matrices reducidas.
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COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS

Para este tema y el préoximo, se han supuesto conocidos los resultados tedricos elemen-
tales sobre resolucién de sistemas lineales y problemas de valores y vectores propios, que
pueden ser consultados, por ejemplo, en [Hir74|, [Que71], ... Varios libros dedican a este
tema algun capitulo introductorio desde un punto de vista mas algoritmico, como [Cia82],
[DM73], [Fro69], [Hou64], [IK66|, donde se pueden encontrar las propiedades importantes
aqui desarrolladas.

[Cia82] es una de las mejores referencias para la resolucion de sistemas lineales, junto con
[Wil64] para métodos directos, y [You71| para métodos iterativos. Estos tres libros cubren
esencialmente todos los resultados de este capitulo. Otras referencias generales basicas
son [DBT4], |Gas66|, [Hil74|, [Jac77], [Ral65]. En [CdB72| y, principalmente, [WRT71]| se
presentan programas con la implementacion efectiva de los diferentes métodos, tanto de
sistemas lineales como de valores y vectores propios. Las matrices escasas no han sido
tratadas, aunque aparecen frecuentemente en la resoluciéon de muchos problemas reales;
una referencia muy util puede ser [Ric81]. El estudio de propagacion de los errores se
encuentra en [IK66] y primordialmente en [Wil64]. Para factorizaciones QR, la referencia
estandar es [LH74]|, que también incorpora rutinas en lenguaje FORTRAN. Los célculos sobre
el nimero de operaciones de los diferentes métodos de este tema aparecen desarrollados en
muchas referencias como [Cia82|, [IK66] y [LH74].

Como referencias especificas para el calculo de valores y vectores propios, cabe destacar
a |Cia82|, [Ham70|, |[RR78|, [Ste73] y [Wil65]. Para diversos resultados sobre localizacion de
valores propios, se puede consultar [SB80|. Los diferentes métodos presentados de deflacion
se encuentran en [DM73], [Fro69] y |[RR78|. Una implementacion més efectiva del método
de la potencia y variantes utiliza otras técnicas, como la aceleracion de Aitken y una eleccion
adecuada de los desplazamientos d para la matriz A —dI, y se pueden encontrar en [IK66],
[RR78] v [Wil64]. El método de Jacobi y sus diferentes variantes se presentan de una
manera detallada en [Cia82] y [IK66]. Este tltimo texto también incorpora los célculos
sobre el niimero de operaciones necesarias para llevar a cabo los métodos de Givens y
de Householder. Un método alternativo para reducir matrices no simétricas a matrices
Hessenberg superior consiste en usar eliminacién gaussiana con pivotaje por columnas, tal
como puede verse en [RR78|. En este libro y en [Cia82] hay una buena discusion sobre
el teorema de Sturm. La convergencia de los métodos iterativos LR y QR, asi como su
implementacion efectiva, usando matrices desplazadas, como en el método de la potencia,
se puede encontrar en [Cia82|, [LH74], |[RR78| y, sobre todo, en el articulo de B.N. Parlett
en [RW67| y en [Par80].
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 2.1 a) Si A = (a;j) es una matriz definida positiva, demostrar que:
i) a;; >0 (i:1+n);
11) maxm |aij |: max; Qqg;,
iii) las submatrices A%) = (agf))i7j:k+n (k =2 -+n), obtenidas al aplicar el método de
Gauss, son definidas positivas y, por lo tanto, se puede realizar el proceso sin tener que
recurrir a los pivotajes;
iv) al(fH) §a£f) (i=k+1+n, k=1+n-1).
b) Aplicacién: Demostrar que la matriz

13 11 11
11 13 11
11 11 13

es definida positiva, hallando su factorizacién de Cholesky vy su determinante.

SOLUCION:

a) i) Se deduce de la definicion de matriz definida positiva, tomando z = e (vector
i-ésimo de la base canonica) :

ai =eDTAe® >0 (i=1+n).

ii) El criterio de Sylvester asegura que una matriz es definida positiva si y solo si los
determinantes principales Ay (k > 0) son estrictamente positivos. Una matriz definida
positiva sigue siéndolo después de permutar dos de sus filas al mismo tiempo que se per-
mutan las columnas correspondientes, dado que esto representa s6lo un cambio de variable
consistente en permutar las componentes correspondientes de los vectores. Asi, cambiando
las filas y columnas ¢ y j por las filas y columnas 1 y 2 de la matriz A, se obtiene una
matriz definida positiva con determinante principal de orden 2

— ey 2 .
= Qi — Qj; > 0;

por lo tanto,
laij| <aiu 6 laij| <aj; (i,j=1+n, i#7j),
vy obtenemos la relacién pedida

max |a;;| = maxai; .
7

)
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iii) Lo demostraremos por induccion. El enunciado del problema nos dice que AN = A
es definida positiva. Supondremos que A®*) lo es y deduciremos que A®*D también es
definida positiva para k =1-+n — 1.

Si A) es definida positiva, resulta que:

° agz) > 0.

Se deduce aplicando el apartado i) a la matriz A®) Por lo tanto, el paso k-ésimo
del método de Gauss podra realizarse sin pivotaje.

o AK+D) o5 simétrica.

Esta afirmacion se deduce de la férmula de obtenciéon de los elementos de A*+1)

partir de los de A® v del hecho de que A®) es simétrica:

a

(k)
GEHD k) ik (k)
i - Y (k) ki
O
ot
= g _ ik ) :agfﬂ) (i,j=k+1+n).

ji (k) ki
Qg

o A1) o5 definida positiva.

Como es simétrica, aplicando el criterio de Sylvester, serd suficiente demostrar que
todos sus determinantes principales son positivos. Dado que el proceso de eliminacién
gaussiana sin pivotaje preserva el determinante, tenemos que

det (A®); = aMdet (AFD), | (j=2+n—k+1).

Aplicando el criterio de Sylvester a la matriz A®), det (A(k))j > 0. Como a,(clz) > 0,

resulta que det (AFT1); 1 >0 (j =2 +n —k+ 1), como querfamos demostrar.

Obsérvese que, ademas de demostrar que las submatrices A®*) (k = 2-+n) son definidas
positivas, hemos deducido que se puede aplicar el método de eliminacién gaussiana sin
necesidad de recurrir al pivotaje.

iv) Usando la simetria de A®) i el hecho que a,gz) > 0, resulta que

(k+1) (k) aly) (k) (k) aly)? (k)
I 22) ki = Qi Z&) <ay (i=k+1+n).
Ar Qg

a

b) Con el fin de obtener la factorizacion de Cholesky, buscaremos primero una fac-
torizacion de la forma LDLT valida para una matriz simétrica cualquiera; las formulas
recurrentes de calculo de los elementos de las matrices L y D se deducen, por ejemplo, de
las formulas del método de Crout, entendiendo que la matriz U es ahora DL .

Tenemos asi,



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 93

dip = a1 =13, l21:%:%,
48
d22=a22—l%1d11:T37 531:%2%,
asy — l1lod 11
l32 = % =51 dsg = agz — 131di1 — 3ydan = 33 .
En forma matricial,
1 0 0 13 0 0 1 3 l%
A=LDL" = % 1 0 o B 0 0 1 3
11 11 35
3 a1 1 0 0 3535 0 0 1

La matriz A es definida positiva dado que todos los elementos diagonales de D son
positivos y su factorizacion de Cholesky A = LLT se obtiene como

V30 0 3.6056 0 0
L=| o5 Vi 0 |=]| 30509 19215 0
1 ou /8 [ 3.0509 0.8807 1.7078
V13 24V 13 12
Finalmente,
48 35
A= 13022 _ 140 .
det d11d22d33 313 12 0

Problema 2.2 Calcular el niimero de operaciones necesarias para resolver un sistema Ax = b,
donde A es una matriz pentadiagonal tal que a;; =0, si |i — j| = 1.

SOLUCION:
La matriz A es de la forma

aq 0 C1
0 a9 0 ()]
d3 0 as 0 C3

dn—l 0 Anp—1 0
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Realizamos las dos fases del método de Gauss:
TRIANGULARIZACION

En el paso k-ésimo tenemos que anular dnicamente el elemento dj2; exceptuando esta
anulacién, los tinicos elementos modificados son el a9 de la matriz A y el bgyo del vector
b, que se sustituyen por

d dy,

M2 k) bhan =bpso — —2by (k=1+n—2),
ay ay

k42 = Q12 —

donde se ha tomado inicialmente @; = a; , @ = ag, by = by v by = by, dado que estos
elementos no se modifican en el proceso. En cada paso se han de realizar, asi, 2 restas, 2
multiplicaciones y 1 division; en total: 2(n — 2) restas y multiplicaciones y n — 2 divisiones.
SUSTITUCION HACIA ATRAS

Hay que obtener las componentes del vector solucién x recurrentemente, segiin

(=l

n o bn—1
y Inp—1 = Z
n Gp—1

Ty =

Sl

b —
xk:%zxm(k‘:n—2+l).

En esta etapa son necesarias, asi, n — 2 restas y multiplicaciones y n divisiones.
En la tabla siguiente se resumen los nimeros de operaciones encontrados:

_ " /

Triangularizacion | 2(n —2) | 2(n—2) | n—2

Sustitucién n— 2 n—2 n
| Total [13(n—=2)[3(n—2)[2(n—1) |

Contando las operaciones como multiplicaciones/divisiones+sumas/restas, en total es pre-
ciso realizar 5n — 8 operaciones.

Problema 2.3 Consideremos la matriz nxn

a
1

—_Q -
—_

1 a 1
1 a

a) Demostrar que la matriz A es definida positiva para a > 2.
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b) Si a > 2, encontrar un método recurrente para llevar a cabo la factorizacion de
Cholesky de la matriz A, A= LL" con

(071
B2 s
Bz a3

Brn-1 Qp—1
Bn Qp

¢) Si el elemento ay; de A tiene un error absoluto § y los otros elementos son exactos,
dar una estimacién del error relativo de o, al efectuar la factorizacién, suponiendo §
suficientemente pequerio.

SOLUCION:

a) Por el criterio de Sylvester, hay que demostrar que los determinantes principales A;
(j = 1+ n) son positivos.
Es evidente que Ay = ay Ay = aA; — 1y, desarrollando el determinante de (A);11
por la ultima fila o columna,
Aj+1 :aAj _Aj—l (]:2—77,—1) .

Veremos por induccion que Aj g > A; >0 (j=1+n—1).
La relaciéon se cumple para j = 1: Ag =a? —1>a = A; >0, ya que a > 2; supuesta
la validez de la relacion hasta j — 1, tenemos

A]’Jrl = CLAJ' — Aj,1 > ZA]' — Aj,1 = Aj + (A] — Ajfl) > A]’ >0,

ya que se ha supuesto que A; > Aj_1 > 0.
b) Suponemos realizada la factorizacion LL£T de la matriz A con

aj
B2
E p—

Bn— 1 Op—1
Bn Qn

Hay que determinar los valores de o (j = 1+n) y de 5; (j = 2+ n) de manera que
se cumpla la igualdad matricial A = £LT que, componente a componente, se escribe:

a=a;

l=a;-15, a:ajz—i—ﬂ]z (j=2=+n).

despejando las incognitas, tenemos la siguiente recurrencia:

1 .
m=va; fi=_— ay=yfa=fFi(j=2+n).
i
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¢) Aplicando la formula aproximada de propagacion del error a las recurrencias deter-
minadas en el apartado b):

1
ea(al) ~ g 3
1 j : .
ca(fj) = ——5—ealaj1) , eala) = ——“ea(fy) (j =2+ n)
7—1 J
Asi,
B 1

eqgla;) ~ —=—e (i) = ——e (i
a( J) aj@§_1 a( J 1) aja;,_l a( J 1)

y (on) =~ — Lcalon) = =2nL () =g
eq(ay) =~ o) = =——eu (o) @ —2—6 .
avm anad 4 o} al™l ?:1 oz? a1 2]_[?:1 oz;*

Teniendo en cuenta que
n
det A = H oz? ,
j=1
resulta 5

an
eqlay) = ——"—=§ .
() 2(det A)?
Asi pues, el error relativo en «a,, puede estimarse por

2

ay

er(ay) ~ (et A2 A)Q(S .

Problema 2.4 Demostrar que las normas matriciales subordinadas a las normas vectoriales

lally = 3" foal + llalloe = maxai] |
%

son respectivamente:

HAH1=mjaXZ!aij! : HAHoo:mleZ\az‘j\ :
i J
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SOLUCION:

La definicién de norma matricial subordinada a la norma vectorial || |1 es

A
||14||1 — max H le
w20 ||z

Como

[Azlly =D 1> aga;| < <Z \%‘\) 2| < mj&XZ laij| llz[l1 ,

tenemos que

[Allr < m]aXZ |aijl
7

Ahora bien, si

m.aXZ\az‘j\ ZZ\GZ‘H )
T i

escogiendo T de componentes Z; = J;; tenemos que ||Z||; =1y

|AZ[l =

)

> et
J

= laq| = mj@lXZ |aijl -
7

i
De donde,
A1 = m]aXZ |agj|
i

De manera analoga, tenemos para || ||oo:

[Az]|oo = max
(2

> i
J

< max 3 Jagg| 2] < max " oy 2]l
j J

lo cual implica
[Alloe < max 3 Jag| -
J

Si ahora

miaxz la;j| = Z lak;|
J J

escogiendo = de componentes Z; = sgn(ay;), tenemos que ||Z||oc =1y

[AZ[loc = max > ayz; > aij sgn(a;)

J J

= > lakj| = mlaxz |aijl -
; j

= max
K3

De donde,
14]loc = max > _ lai;] -
J

97
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Problema 2.5 a) Partiendo de (A + 0A)(x + dx) = b+ 0b, demostrar que, si

AT flsAl <1,

entonces

] __u() (100, 1041
2l = 1= ) el Al

siempre que la norma matricial usada sea consistente con la norma vectorial.

b) Encontrar una matriz 3x3 A tal que cumpla i (A) > 10%, a pesar de que || Al <
1076,

¢) Resolver los sistemas correspondientes Az = b con

1 0.9
Do=bM =111, i) b=b@ =] 1.1
1 1

d) Comentar los resultados obtenidos en el apartado c).

SOLUCION:

a) De (A4 0A)(x 4+ dx) =b+ 0by Az = b, se deduce
ox = A"16b — AT A(x + o) .

Tomando normas consistentes y usando sus propiedades,

62| = [A'6b— A"'SA(x + 6x)|
< ||A715bH + HAiléA(x +o0x)||
< AN 66 + A 1SA] o+ ba
como b = Ax, resulta que
LAl
— <= siz,b#0.
el < ol
Entonces,
52| (\6bH o+ 62 HM\)
22 < (A
Bl DU =l 1

i, 1641) 15A]l 152
(A ( | + pu(A) T ;
O U ™ 1ar) T e
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y, usando que
[0A]

A

=[lA7" flsA] <1,

tenemos finalmente

1ozl o w(A) <||5b|| N ||5A||> '

- 0A
2l = 1= () el Al

b) Consideremos 0 suficientemente pequeno y € mucho menor que §; entonces
10

A=90] —e 1 0

0 1

cumple que [|Aljococ = d(1 +€) >~ y su inversa

-1 0

1
A= — 0
2¢ed 0 92

cumple que | A7 || = ; con lo que su nimero de condicién es muy grande

_l+e
€

~

foo(A) % :

Eligiendo, por ejemplo, e = 10~7 y § = 10~ 7 tenemos:

- - _ 1+10°7
[Alloe =1077(14+1077) <1078 | peo(A) = —o

> 10° .
¢) Resolvemos primeramente el sistema con b = () = (1 1 1)T, la solucién exacta
sera
11

W AW (g = T
x A™D ( 5 6) .

Si hacemos lo mismo para b = (0.9 1.1 1), la solucién sera 2 = z() + 5z con
dx = A716b, siendo db = (—0.1 0.1 0)'; resulta asi

1
10ed

O =

dx=A"16b=—

0
Para los valores dados de € y 0 se tiene:
2o =107, [|02]oo = 10" .

d) Los resultados del apartado ¢) nos indican que una perturbacion pequena, en térmi-

nos relativos, del vector b(!)
[166] o

16 log

=10""
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produce una perturbacién importante en la solucién del sistema

162 oo 6
—— = 10" .
[EAE

Esta amplificacion es debida a que la matriz A tiene un nimero de condiciéon muy alto,
que eleva notablemente el valor de la cota del error relativo de x

1] oo

0bllc 1410771
120 [0be _ 1 = (141077)10° .

< Jiso(A _ 1
< ko) o= 107 10

Noétese que, en este caso, la cota anterior es practicamente alcanzada.

Problema 2.6 Demostrar que, para el sistema

ax + by = p
cx + dy = q [~

una condicién necesaria y suficiente de convergencia de los métodos iterativos de Jacobi y
Gauss-Seidel es |be| < |ad|.

SOLUCION:

Los métodos iterativos de resolucién de sistemas lineales convergen si y s6lo si la matriz
de iteracién tiene todos los valores propios menores que 1 en moédulo. Para los métodos
iterativos de Jacobi y de Gauss-Seidel, una vez hecha la descomposicion A = D(L+1+7U)
con D diagonal, L triangular inferior con ceros en la diagonal y U triangular superior con
ceros en la diagonal, las matrices de iteracion son By = —(L+U) y Bgs = —(I + L)™'U,
respectivamente.

En el caso planteado:

A =

/N
o Q2
QO
~—
| —— |
VR
Qo O
o O
~_—
+
/N
O =
—_ O
~_—
+
VR
o O
Ol
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Los moédulos de los valores propios de las matrices de iteraciéon son

b
‘c, para By ;
b

0 s i , Ppara BGS .
ad

Por lo tanto, los métodos convergen si y s6lo si
lbe| < |ad] .

Notese finalmente que, en este caso especial, la velocidad de convergencia del método
iterativo de Gauss-Seidel es el doble de la del de Jacobi.

Problema 2.7 Queremos resolver por el método iterativo de Jacobi el sistema Ax = b partiendo
de 2(0) = 0. Tenemos la siguiente informacién sobre los datos:

\a¢¢| >OZZ|CLU| (i: 1+’I’L) , a>1,
J#i
0<y<lau| (i=1+n), [ble=5,
donde «, 3,7 son constantes conocidas.
a) ;jCuantas iteraciones k del método son necesarias para garantizar un error en la

norma del méximo menor que e: ||zF) — z||o < €?
b) Aplicacién: ;Cuanto valek sia =2, 3=10,7y=1ye=10767

SOLUCION:

a) El método iterativo de Jacobi se puede aplicar siempre a matrices de este tipo
porque los elementos diagonales son no nulos. Si descomponemos la matriz en la forma
A= D(I+ N), donde D es una matriz diagonal y N tiene los elementos diagonales nulos,
el método iterativo de Jacobi se basa en la equivalencia entre el sistema Ax = b de partida
y el sistema x = D~'b — Nx; el método iterativo en cuestion sera, as,

La convergencia del método estd asegurada porque A es estrictamente diagonal domi-
nante. El problema consiste ahora en acotar ||z*) — | 4.
Notese que el comportamiento de los errores vectoriales z(%) — z es

2® — g = —N@=®D )

y, por lo tanto,
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”37(k) — 2l < HNHm”J?(kil) — @ffos -
Calculemos ahora una acotacién de || N||o. Los elementos de N = (n;;) son

{ZMMﬁ

TLZ'j =

0 (sii=j)
entonces,
IV oo = max 3" iy = max 3 | %2| = max —— 3" Jayy| < -
oo = M : ”_i--aii_i|aii‘..” o
J JF#i Ve
De donde,

(k=1)

1 1 1
) = 2o < —[la*7Y — loc < -+ < )2 — o0 = @0 -

Como z = D~ 'b — Nz, tomando normas, tenemos
1 1 1
\MMSHD\®W%+WWMM®<;5+QM®;
por lo tanto,
of

z]|o0 < (ai

— 1)y

B

k) I
ab=la—1)y "

, Nlz® =2 <

En consecuencia, si

k-1 B

> =,
@ e(a—1)y

entonces [|2F) — 2o < €.
Tomando logaritmos, obtenemos la siguiente acotacién inferior del nimero de itera-
ciones necesarias para asegurar que el error, en la norma del méximo, sea menor que e:

log %
Es14 —ce=by
log

b) En la aplicacién pedida, para a =2, 3 =10, 7 =1y e = 1075, se obtiene k > 24.25;
asl pues, 25 iteraciones seran suficientes para garantizar aquella acotacién del error.

Problema 2.8 Sea A una matriz nxn con valores propios A\j (j =1+ n), reales entre m >0 y
M:
O<m=X A< < --- <)\, =M.
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Para resolver el sistema Ax = b, se considera la familia de métodos iterativos
g+ = B o) 4,

donde B, = I — wA y ¢, = wb.
a) Demostrar que son convergentes para todos los valores w € (0, %)
b) Si p(w) indica el radio espectral de B, demostrar que

M—-m
w*) = min p(w) = ,
() = min () = 17—
para el valor 6ptimo de w, w* = MLer

SOLUCION:

a) El método iterativo serd convergente cuando todos los valores propios de B,, tengan
médulo menor que 1.
Los valores propios de B,, son de la forma p; =1 —w); (j =1+ n), cumpliéndose la
relacion
I1>1—-wm=1—-w\i>1—-wh>--->1—-wh,=1—wM .

Se tiene, asi, que
p(w) = max(|1 —wM]|, |1 —wm|) .

Representando las funciones, tal como muestra la figura 2.3, se observa que:

1. Estas funciones coinciden para w = 0 y para otro valor w = w* y el maximo p(w) de
ambas funciones coincide con la segunda de ellas s6lo en el intervalo [0,w*], y con la
primera, para los otros valores.

2. La funcién p toma el valor 1 para w = 0 y w = w, donde la funcion w — |1 — wM|
vale 1; esto es, cuando w. M — 1 =1: w, = % Esta funcién se mantiene menor que
1 en el intervalo (0,w.) y es mayor o igual que 1 para el resto de valores reales.

3. La funcién p es decreciente, hasta el valor de w = w™, y creciente, a partir de este
valor.

Del punto 2 del estudio de la funcién p se deduce la convergencia del método sélo para
valores del intervalo (0, 2).

b) El valor éptimo de w se encuentra cuando el radio espectral de la matriz de iteracion
es minimo; es decir, cuando la funcién p es minima. Segun el punto 3, este minimo se
alcanza en w = w*, descrito en el punto 1 como el valor de w, diferente de 0, en el cual
coinciden las dos funciones. Es decir,

2
M+m -

l—w'm=w'M-1, w'=

El valor minimo de la funcién p sera, asi,

M —m
M+m

pw)=w'M—-1=
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Ya y:|1_WM|

y=11—wm]

Figura 2.3: Graficas de las funciones y = |1 —wM| e y = |1 — wm).

Problema 2.9 Sean A una matriz nxn regular y X, una aproximacién de A~'. Consideremos
la sucesion (X)r>0 de matrices dada por la recurrencia:

Ep=1—-AXy, Xp1=Xp(I+Ey+E} (E>0).

a) Probar que Ey1 = E} y que X, = A~Y(I — E3F) (k > 0).
b) Dar condiciones necesarias y suficientes de convergencia de (Xj),>o hacia AL
¢) Si partimos de una matriz X, tal que

0.1 02 0.3
Ey=1| 02 03 01 |,
0.3 0.1 0.2

Jcudntas iteraciones han de realizarse para que || Eg|/oo < 107127

SOLUCION:
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a) Tenemos
AXpy1 =1 — AX(I + By, + E})

I —
I—(I-Ey(I+E,+E}?
I-(I-Ey+E,—-FE;+FE}~E)=E}

By

i, por induccién,

E,=E (k>0).

De la relaciéon Ey, = I — AX}, tenemos
Xp=AYI-E)=A"'1-E") (k>0).

b) La convergencia de (X} )r>0 hacia A~! equivale a la de (Eg’k)kzo hacia la matriz 0,
que se da si y sélo si
p(Eo) = p(I — AX) < 1.
c¢) Trabajando con la norma del maximo, tenemos que || Epllcc = 0.6 ¥y que ||Eg|locc <
|1 Eo|2) = 0.63". La condicién 0.63" < 10712 equivale a

12
log —log 0.6

log 3

k> ~ 3.63 .

Por lo tanto, son suficientes cuatro iteraciones.

Problema 2.10 Sea B una matriz de Frobenius; esto es, una matriz de la forma

by b2 b3 bp—1 bn
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B=190 0 1 0 0
0o 0 0 - --- 1 0

a) Obtener el polinomio caracteristico de B.

b) Si X\ es un valor propio de B, encontrar un vector propio asociado a \.
1 . . . .
c) Sea A=Ay = (agj)) una matriz nxn cualquiera. Consideremos las sucesivas trans-
formaciones de semejanza

A1 = nglAan—l (l=1+n-1),
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siendo
1
1
1
1

con

(n—k) 1

o kt1g . o
mg; = a(n,k) (] 7& k) , Mgk = a(nik) )
k+1,k k+1,k

(n—

suponiendo que ak+1{€13 #0 (k=n—-1+1).

Demostrar que A™ es una matriz de Frobenius. Se la llama forma normal de Frobenius
de A. La combinacién de los apartados a), b) y ¢) ofrece un método de calculo de valores
y vectores propios llamado método de Danilevski.

d) Aplicar este método de reduccion a la forma normal de Frobenius para determinar
los valores y vectores propios de la matriz

39 —-16 —56
A= 87 —36 —126
-2 1 3

SOLUCION:

a) El polinomio caracteristico se obtiene desarrollando por la primera fila el determi-

nante
by — A by b3 b1 by
1 -2 0 0 0
0 1 =) 0 0
0 0 0 1 -
-2 0 0 O
1 =) 0 O
= (b1 —\) 0 1 0 O
0 0 1 =X
1 0 -0 0
0O =\ -+ -~ 0 0
—by o 1 -~ -~ 0 O 4.
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I U 0 0
01 —-XA -~ 00
+(__1)n+1bn 0 0 1 .- 0 0
o 0 -+ -~ 01
= (=N = (=N T (1) Dy
= (=D)"A* = b A" X2 b))

Asi | el polinomio caracteristico de B sera
pe(\) = (1) (A" =0 A" — b\ — =Dy,

La expresion anterior del polinomio caracteristico puede obtenerse también por induc-
cion, de forma andloga a la que se usa en el problema 2.11.
b) Si A es un valor propio de B, ha de cumplir la ecuacién caracteristica

AV — AT N2, =0 .

Los vectores propios y = (y1 y2 - yn)' de B, asociados a A, cumplen el sistema lineal
By = Ay que escrito en componentes queda

biyr + bay2 +b3ys + - + bp—1Yn—1 +bpyn = A1
Yi-1 = Ay (i=2-+n).

Las n — 1 dltimas ecuaciones permiten expresar todas las componentes en funcién de
la altima ,,: A
Ynoi =Nyp (i=1+n—-1);

la primera ecuacién se escribe entonces como
n n—1 n—2
(A" = b1 A — boA — o =by)yn =0,

v se satisface para cualquier y,, dado que A es precisamente una raiz de la ecuacién
caracteristica.
Asi, los valores propios y de B asociados a A se escriben en la forma

An—l
Anf2

escogiendo y, = 1, obtenemos como vector propio asociado a A

An—l
An—2
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c¢) Para llevar a cabo la primera iteracion As = M;_llAan,l, notemos que la inversa
de

1
M1 = 1
' B O S
a'Ezl,)n—l afil,')n.—l a'Ezl,)n—l
0 0 1
vine dada por
1
ngl = 1 )
1 1 1
A ol
0 0 1
entonces,
Ay = MY AM,
(2) (2) (2) (2)
aq ayg A ) | A1n
- 2 2 2 2
agb—)l,l agllﬂ ay(m—)l,n—l a’fl 1,n
0 0 1 0
Usando el hecho de que la matriz M}, tiene por inversa
1
1
-1 _ (n—k) (n—k) (n—k)
My "=\ @y - o Gy o Gy |
1
1

y sabiendo que A; tiene las [ — 1 Gltimas filas de las [ — 1 dltimas columnas en forma de
matriz de Frobenius, se deduce que

Appr = M YA M,
tiene las [ ultimas filas de las [ ultimas columnas en forma de matriz de Frobenius (I =
1+n-—1).
Asi, con n — 1 pasos se llega a la forma normal de Frobenius de la matriz A
(n) (n) (n) (n) (n)

ay; G Qi3 o QArpo1 Qi

1 0 0 0 0

0 1 o - 0 0

B=Au=| o o 1 0 0
0 0 0 1 0
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d) Usando el método anterior sobre

39 —-16 —56
Ai=A= 87 —36 —126 ,
-2 1 3
encontramos recursivamente:
1 0 0 1 00
My=|21 -3 |, My'=| -2 1 3 |,
0 O 1 0 0 1
7 —16 -8
Ay =M 'AMy =11 -1 =2 | ;
0 1 0
1 1 2 1 -1 =2
Mi=|010|, M'=[0 1 0],
0 0 1 0 1
6 —11 6
B=A3=M"4.M; =1 0 0
0 1 0

El polinomio caracteristico de B es pues
pe(A) = =A% +6A* — 11X +6 .
Los valores propios de B, y también de A, son:
AM=1, =2, A3=3.

Usando el apartado b), podemos calcular una base de vectores propios de B,

1 4 9
gV ={ 1], y@=[2|,4=]|3
1 1 1

Como B se halla a partir de A aplicando dos transformaciones de semejanza, con las
matrices My y My, podremos determinar una base de vectores propios de A mediante

o) = MoMyyW) (j=1+3) .

Resultan
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Problema 2.11 Sea B,, una matriz de la forma

by b2 b3 bp_1 by
a 0 O 0 0
0 a O 0 0
0 0 a 0 0 J
0O 0 O a 0

con bjzg (j=1=+n).
a) Consideremos el caso en que a y K son reales no negativos. Responder a las siguientes
preguntas:
i) si n es par, jpueden ser todos los valores propios de By, reales positivos?
ii) jpueden ser negativas todas las partes reales de los valores propios?
b) Encontrar la ecuacion caracteristica y los valores propios de B,, paraa =2y K = —2.
¢) Consideremos un método iterativo general del tipo

2 ) = B 4 ¢

para c cualquiera. Estudiar su convergencia suponiendo |a| <1y |K| < 1.

SOLUCION:
a) 1) Si n es par, no pueden ser todos los valores propios de By, reales positivos; si fuese
asi, el producto de todos ellos seria positivo, pero
n
-1 -1 - -1
[1 2 =det B, =(-1)""bpa" ! = (-1) gd <0,
j=1
sia>0, K>0yn par.
Las partes reales de los valores propios no pueden ser todas negativas; en tal caso, su
suma serfa también negativa, pero, por otro lado,

n n K
D Re(N) =D Aj=trBy=b=->0,
Jj=1 Jj=1
si K > 0.
La primera igualdad se basa en que los valores propios son los ceros de un polinomio
con coeficientes reales; los ceros no reales de este polinomio han de ser conjugados dos a
dos de manera que su suma sera siempre real.

b) Tenemos que calcular A,, = det (B,, — AI) para

2 1
bj:—gz——m_l y a=2.
Hagamoslo primeramente para n = 2 y para n = 3:
Ay = | b =X+ A+1,
a A
by —A by b3
Az = a =X 0 |[=—-(NPHNHA+1).
0 a —A
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Esto nos induce a pensar que
Ap=(=D"A"+ A" A+ 1)
Lo demostraremos por induccién. Supongamos que
Apog = (=D)" A N2 4 A1)
desarrollando B,, por la dltima columna, tenemos
Ap =2y 1+ (1) tha™ !
Asi,
Ap = =AD" EATE 4 A4 )
) ey

= (D" + AT A2 N (-1
= (=D)"\"+ XN A1)

)2n—1

que es lo que se queria demostrar.
Los valores propios de B,, son aquellos valores de A\ que anulan

P AT —1

Ap(N) = (D) A"+ A" A 1) = (1) -

A#1);

esto es,
AT =1

L A£L.

Los valores propios son pues las raices (n + 1)-ésimas de la unidad, exceptuando \ = 1.

¢) Una condicién necesaria y suficiente de convergencia es que el radio espectral de B,
sea menor que 1.

Aplicando el teorema de Gerschgorin, sabemos que los valores propios de B,, estdn en
la unién de los discos:

n
A =0 <D0 0by s A A =0l < al} -
j=2
Para los valores de A en el primer disco, tenemos
K " K| 1 1 | K|
A=< = IKIG - g < s

= 2 2/ 27

asi,

<|K| <1,

K K
A < |IAN—— —
‘—‘ 2M2‘

ya que se supone |K| < 1.
Para los valores de A en el segundo disco:

Al <lal <1,



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 112

suponiendo |a| < 1.

Asi pues, ambos discos estan contenidos en el disco unidad, centrado en el origen y, por
lo tanto, el radio espectral de B,, es menor que 1; consiguientemente, el método iterativo
propuesto es siempre convergente.

Problema 2.12 Se sabe que el vector (1 1 1 1)' es un vector propio de valor propio 32 de la

matriz
19 11 1 1
3 3 13 13
A= 5 5 15 7
9 9 T 7

Utilizar la deflacién de Householder para determinar los otros valores propios y una
base de vectores propios de A.

SOLUCION:

Denotando v = (1 1 1 1)7, tenemos que escoger s tal que s> = |[v||3 = 4 con
el fin de formar el vector u = v — se; tal que P(u)v = se;. Tomamos, por ejemplo,
s = 2 (normalmente, se escoge s de signo contrario al de vy, pero en este caso no tenemos
problemas graves de cancelacion).

Asi,
2 -1 1
—v—se1=(-1111)7 == = _—
u=v=se={ ) a vlo  sjup 2
La matriz de Householder P = P(u) = I — auu' satisface Pv = 2e1, y con ella

procedemos al calculo de A’ = PAP.
Primeramente calculamos

B=PA=(I-auu")A=A—ulau)'A=A—uw' A=A—up',

donde 1
w=ou=_(-111 DT, pl=wlA=(-1 3 17 13);
entonces,
-1 18 14 18 14
1 4 0 -4 0
B=A—| [ |(-t3 0w )= , , 5
1 10 6 —10 —6

Finalmente, procedemos al cilculo de la matriz transformada

A'=PAP =BP =B(I —ouu')=B— (Bw)u' =B —qu' ,
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donde g=Bw= (14 —4 —6 —10)", resultando

14 320 40
A i | o 404
A=B-| gl(11t)=| g4

~10 0 16 0 4

La matriz A’ tiene los mismos valores propios que A; uno de los valores propios es
A1 = 32 y los otros valores propios son los de la matriz reducida

] 4 0 4
A=| 8 40|,
16 0 4

que encontramos calculando su polinomio caracteristico

) 4-X 0 4
det(A—A)=| 8 4=\ 0 | =@d-N(12-X)(-4-2)).
16 0 4-—2\

Sus ceros
=12, N3=4, M =4,

son entonces los valores propios de A.
Notese que, si ¥ es un vector propio de A de valor propio A, entonces

v

v

es valor propio de

Una base de vectores propios de A, asociados a Ao, A3 v A4, se encuentra directamente:

1 0 -1
7@ =1 1 @ =11 ;oW = 1
2 0 2
Calculando primero
U/(Q): 4-1 :—1 ’Ul(g) = 4-1 :—1 U,(4):74.1 :—1 :
! 12 — 32 57 1 4 —32 Pt —4 — 32 9’
tenemos que
_1 _1 _1
1 0 1
@ 1 3) = |~
v 1 , v 1 , v 1 ,
2 0 2
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son vectores propios de A’ = PAP de valores propios asociados \o , A3 y A4, respectiva-
mente.
Aplicandoles la matriz P encontraremos los vectores propios de A:

19 6 17
1] -1 1| -8 1| —37

2 _ L @ _ L @ _ L
v 10| -1 " ml 6| " T
1 —8 17

Una base de vectores propios de A sera pues la formada por los vectores:

1 19 3 17
1 —11 —4 —37
1 ’ —11 ’ 3 ’ -1
1 -1 —4 17

Problema 2.13 Determinar todos los valores propios de la matriz
1
A=

— =N
— W =
N el

1
1
1
usando los métodos de la potencia y de la potencia inversa.

SOLUCION:

Construimos primeramente la sucesion de vectores definidos por
@D =111 1)", 20 = 4% (& >0),
v la de vectores de cocientes ¢(¥) de componentes

o9

(k—1)

o -

(i=1+n)(k>1).

Los resultados se exponen en la tabla siguiente:

k|1 2 3 4 5 6 7 8 9
4| 22| 126 728 4218 | 24464 | 141946 | 823740 | 4780650

5| 27| 153 881 5099 | 29563 | 171509 | 995249 | 5775899

® 6] 34| 194 | 1116 6450 | 37364 | 216674 | 1257088 | 7294826
7| 43| 255 | 1493 8697 | 50555 | 293611 | 1704573 | 9894369

4| 5.5 |5.73|5.778 | 5.7999 | 5.8022 | 5.80319 | 5.80359 | 5.80376

51 5.4 |5.67|5758 | 57978 | 5.8014 | 5.80289 | 5.80347 | 5.80371

q® | 6| 57570 | 5.753 | 5.7929 | 5.7999 | 5.80175 | 5.80296 | 5.80348
716.2|593| 5855 | 5.8129 | 5.8077 | 5.80555 | 5.80460 | 5.80420
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Observamos la convergencia lineal de las componentes de los vectores de cocientes al
valor propio de médulo maximo A\; ~ 5.804.
El uso de cocientes de Rayleigh conduce a una sucesion mas rapidamente convergente

BT (k)

2(B)T (k)
= 9.5, 5.77, 5.7999, 5.80319, 5.80376, 5.803863, 5.8038820,

5.80388554, 5.803886331, ... (k> 0)

O —

al valor propio A1 =~ 5.8038863, que podemos dar con 7 cifras decimales correctas.
La matriz inversa de A es

17 -6 -3 -2
11 -6 6 0 0
-1 _ + .
AT = 6 -3 0 3 O ’
-2 0 0 2

repitiendo el proceso con B = 6A~!, para llevar a cabo las iteraciones con enteros, y
partiendo ahora de z(9) = (100 0)", obtenemos

k 1 2 3 1 5 6 7
17| 338 | 6830 | 138332 | 2802884 | 56796776 | 1150932152

—6 | —138 | —2856 | —58116 | —1178688 | —23889432 | —484117248

™ | 3| —60 | —1194 | —24072 | —487212 | —9870288 | —200001192
2| —38| —752| —15164 | —306992 | —6219752 | —126033056

19. | 20.21 | 20.254 20.262 | 20.26404 | 20.264114

23.| 20.70 | 20.349 20.282 |  20.26491 |  20.264298

g™ 19. | 20.21 | 20.254 20.262 | 20.26404 |  20.263879
19.| 20.21 | 20.254 20.262 | 20.26404 |  20.263972

La convergencia al valor propio dominante p; de B es més rapida, si usamos los co-

cientes de Rayleigh; notemos que

o5 = 20.26413315 |

os = 20.26413316 .

El valor propio menor en médulo de A sera, entonces,

6

6
A= — ~ — =0.296090 .
M1 06

Los otros valores propios Ao y A3 se calculan ahora facilmente, usando que tr Ay det A
son respectivamente la suma y el producto de los valores propios:

MFX+A3+M=trA = 10,
A3y =det A = 6.

O sea,

Ao+ A3 =
Aodg =

10 — A1 — Mg = 3.990024 |
= 3.491473 ;

A1
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de donde se deduce que los dos valores propios restantes de A son

Ao = 2.507752 , A3 = 1.392272 .

Problema 2.14 Aplicar el método de Jacobi para determinar los valores y vectores propios de
la matriz simétrica

A=

N
w ot N

1

3]

6

hasta que los elementos no diagonales sean todos menores que 1075,

SOLUCION:

Utilizaremos el método clasico de Jacobi. El elemento maximal no diagonal de B =
A1 = A es bog = 3; hay que aplicar primero una rotaciéon Rj, en el plano coordenado 2-3,
que anule al elemento byg de B = RlTBRl. El coseno ¢; y el seno s del angulo de la
rotaciéon se calculan mediante:

dy = \/(522 — bsg)? + 4b3, = V/37 ,

1 1
c1 = [=(1+ —) =0.7630199825 ,
2 dy

1 1
“(1— =) = —0.6463748961 ;
5 (1= ) = 06463745961 ;

S§1 = —

v los elementos de B se transforman segin

bia = bigct + bigs; = 0.8796650689 |

bis = —biasy + bigcr = 2.055769775

boy = byac? + 2bggsicy + bazst = byo + bogty = 2.458618735
bss = bagss — 2bogsicy + bazc? = —bogty + bgz = 8.541381266

donde se ha usado t; = % Recordemos que byp = byy y que ba3 = 0, por construccion.
Tenemos asi,

4 0.879665069 2.055769775
Ay = B=| 0.879665069 2.458618735 0
2.055769775 0 8.541381266

Ahora, el elemento no diagonal maximal de B = A, es by3; la rotacion ha de efectuarse,
pues, en el plano 1-3. Los senos y cosenos se calculan de forma anéloga, siendo

c2 = 0.9330913253 , s = —0.3596395121 ;
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la matriz resultante es

3.207648792 0.820807845 0
Az = Rj AyRy = | 0.820807845 2.458618735 0.316362316
0 0.316362316 9.333732474

Repitiendo el proceso, se obtienen los siguientes senos y cosenos de los dngulos de las
rotaciones y matrices transformadas:

c3 = 0.8411621222 , s3 = 0.540783029 ;

3.735346059 0 0.171083372
Ay = R3TA3R3 = 0 1.930921469 0.266111997
0.171083372 0.266111997 9.333732474

ca = 0.999356178 , s4 = 0.035877979 ;

3.735346059 —0.00613812 0.170973224
As = RIA4R4 = | —0.00613813 1.921367757 0
0.170973224 0 9.343286185

cs = 0.999536434 , s5 = —0.0304452993 ;

3.730138314 —0.00613528 0
Ag = R;A5R5 = | —0.00613528 1.921367757 —0.000186877
0 —0.00018688  9.343286185

ce = 0.999994248 , s = —0.003391903 ;

3.730159124 0 0.000000634
A7 = RGTA(;R@ = 0 1.921346947 —0.000186877
0.000000634 —0.00018688  9.348493935

c7 = 0.999999997 , s7 = 0.0000251595 ;

3.730159124 0.000000000 0.000000634
Ag = R7TA7R7 = | 0.000000000 1.921346942 0
0.000000634 0 9.348493935

Obsérvese que las 9 primeras cifras significativas de los elementos de la diagonal no han
variado en la ultima iteracion del método; damos asi las siguientes aproximaciones de los
valores propios:

A1 =~ 3.73015912 ; A9 >~ 1.92134694 , A3 ~ 9.34849394 .

Una aproximacién de los vectores propios ortonormales asociados a A1, A2 y A3 viene
dada por las columnas de la matriz ortogonal Og que es producto de todas las rotaciones

hechas
Os =RiRy--- Ry,
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dado que
OQA08 = Ag >~ diag()\l, )\2, /\3) .
Para calcular O3 a partir de 2 = Oy = Ry, se tiene que efectuar el producto de matrices
Q:ngR202:R2Q,
en el cual s6lo se modifican las filas 1 y 3 de la matriz {2 segin
W1j = wijC2 +ws;S2 , W3j = —WijS2 + w3jc2 (] =1, 2,3) .
Resulta asi,

0.933091325 0 0.359639512
O3 = | —0.232461952 0.763019983 0.603126808
—0.274412134 0.646374896 0.711967327

Repitiendo el proceso, se obtiene finalmente la matriz formada por los vectores propios

de A
0.774686009 —0.488736998 0.401245229

Og = 0.196800996  0.789366503  0.581523767
—0.600600794 —0.517791163 0.713020526

Problema 2.15 Reducir la matriz

—_ = =

A=

—_ = = =

11
2 1
1 3
11

W

a forma tridiagonal simétrica por el método de Householder y calcular después sus valores
y vectores propios.

SOLUCION:

Empecemos con el proceso de reduccién a forma tridiagonal simétrica. Esto se con-
seguird a través de dos transformaciones de semejanza por matrices de Householder sobre
la matriz A.

Para ello, partimos de As = A y escogemos una matriz de Householder de la forma
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con Py = P(ﬂ(z)) = I3 — 0@ a@T, donde I3 indica la matriz identidad de dimension
3 y el vector @, que tiene dimension 3, es tal que la matriz P, transforma el vector
@® =(111)T en un vector con la segunda y tercera componentes nulas,

Pa® =M= 0 |,
0
donde s3 = ||a||3.
Los calculos de s9, as v @? se realizan a continuacion:
55 =— [a®|la=—-V3,
1+3
a? = 1 ,
1
1 3—V3
[0 = = s
’ V3(V3+1) 6
La matriz transformada Az = Py AP es entonces de la forma
1 |[-v3 0 0
Ag = -3 S
0 PyAs Py
0

Para el calculo de P> As Py, se realizan los célculos previos siguientes:

14+3
5® = ayi® = 1 _ 1 ,
3+3 1
) ) 4423
PP = apdy® = 7 54+v3 |,
V3l 643
B, — @7y _ 2LA8V3
(3+v3)%
9—93
i = B pia® = | 643 |
12—-+3
i ) -18  94+7V3 94113
Ny = a®q®T =1 9-9v3 6+v3 12-v3 |,
9-9v3 6++v3 12—+/3
_3 E_Q 34_@
~ ~ 2776 2776
Ny + N, = %—% 1+§ 3
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La matriz pg/igpg es entonces igual a /12 — (]\72 + NQT) v la matriz transformada es

1 -3 0 0
1, V3 1_ V3
Ay = —V3 15\/3 *§+\/§T ECE
1 3 1 3
0 —3=% 3 2+%
que denotamos en la forma
0 0
T3
a®T
0
a® As
0

Escogemos ahora, de manera anéloga, una matriz de Householder del tipo

I

P3

con 153 =1, — agﬁ(3)ﬂ(3)T, donde I indNica la matriz identidad de dimensién 2 y el vector

@), que tiene dimensioén 2, es tal que

a®

P3 transforma el vector

(5%

3
6

N |— N[ —=

en un vector con la segunda componente nula,

donde s2 = [|a® 3.

_ 5ye® = (

83
0

).

Los célculos de s3, as y @3 se realizan a continuacion:

53

a®
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La matriz transformada A4 = P3A3P3 es entonces de la forma

1 —=vV3] 0 o0
L] =38 5 ¥ o
4 0 @ -
P3A3P3

0 0

El calculo de 153/13]53, se realiza de manera similar y se obtiene finalmente la matriz
tridiagonal simétrica

I =3 0 0

B V3 5 S g
3 3

0 0 ¥ 2

El polinomio caracteristico ps(A) se calcula por recurrencia entre los determinantes
pj(A) (7 =1+ 4) de las matrices principales de A\ — T

po()\) = 1 N

n(A) = A-1,

p2(A) = (A=5)p1(A) = 3po(A) ,
B = O =2m0) - sm).,
) = =2 — 5mi(Y)

Estos polinomios forman la sucesion de Sturm

{p4(A), p3(A), ]92()\), pl()‘)a pO()‘)}

a la cual aplicaremos el teorema de Sturm para separar los ceros de ps(A). Estos son los
valores propios de Ty también los de A.

Los ceros buscados son todos reales, al ser la matriz simétrica, y por el teorema de
Gerschgorin aplicado a la matriz original A, sabemos que se encuentran en el intervalo
[—2,7].

Utilizaremos a continuacién el teorema de Sturm para separar los valores propios.
Calcularemos, para diversos valores de A € [—2, 7], el ntimero de variaciones de signo de la
sucesion al que llamaremos V' (\) y que indicara el numero de valores propios de la matriz
mayores que .

En la tabla siguiente se representan los signos de los valores de los polinomios p;(\)
(j = 0+4) y el nimero correspondiente de variaciones de signo de la sucesion, para diversos
valores de A,
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A | —2]-1]0|1|2]3]4]5]|6
poN) | + | + [+ |+ F|F]H] ]+
ptN) || — | = | =0 |+]|+|+]+]|+
pN) | + |+ |+ |- — |-+
psN | = | = ==
paAN) |+ [+ |+ -+ |- ||+
V)| 4] 4 43[2]1]1]1]0

Asi tenemos una raiz en (0,1), una en (1,2), una en (2,3) y finalmente otra en (5,6).
Efectuando ahora unas iteraciones de los métodos de biseccion y de la secante, descritos
en el capitulo 5, se obtienen los siguientes valores propios:

A1 = 5.803886359... , A = 2.507748705... ,

Az = 1.392275291... , A4 = 0.296089645...

Con el fin de encontrar los vectores propios v/0) (j =1+ 4) de

al bg
b2 a9 b3
bg as b4 ’
b4 aq

T —

se resuelven los sistemas tridiagonales simétricos (A — T)v"” = 0:

(A —ap)vf —bovly =0
—bg’l)il +()\ — GQ)’Ug —bg’l)g =
—bgvg -l-()\ — ag)vé’ —b4vfl’ = ’

—bgv +(A—aq)v] =0

para A = \; y o =0"0) (j =1+4).
Tomando v{ = 1, resulta

p1(A)
bo

p2()‘) o = p3()‘)
bobs % bobsby

" __ " __
Uy = T

Estas formulas permiten calcular los vectores propios de T asociados a los valores
propios encontrados:

1.0000000000 1.0000000000

i) _ | 27735250825 @) _ | 08704991207
~0.6093695727 | 47784074785 |
0.0924895353 —5.4334256556
1.0000000000 1.0000000000

) _ | —0-2264802449 o _ | 04064028329
3.1220328934 | —0.2200029869

2.9659918380 —0.0745454645
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Para obtener los vectores propios v = v\ (j = 1 +4) de A, hay que aplicar a los
vectores propios de T' las transformaciones de semejanza utilizadas:

0'0) = Py0) ) = P/ (j=1+4).

Noétese que la transformacion con P3 afecta sélo a las dos ultimas componentes y la
transformacién con Ps, a las tres dltimas. La aplicacion de las matrices de Householder
P, =1 —20;uMy®T (i = 2,3) a un vector v” se calcula simplemente haciendo

v = Py =0 — ag(u(3)Tv”)u(3),

v =Py =v — ap(u@Tv)u? .

Los vectores propios de T' = A4 son asi transformados por Ps en los siguientes vectores
propios de As:

1.0000000000 1.0000000000
S _ —2.7735250825 S _ —0.8704991207
0.0683784201 ’ 4.0115433053 ’
0.6125438612 —6.0218612318
1.0000000000 1.0000000000
J®) _ —0.2264802449 J@ _ 0.4064028329
—3.6729696891 ’ 0.1289463524
—2.2479970270 0.1932127810
Finalmente, éstos son transformados por Ps en los siguientes vectores propios de Ay =
A:
1.0000000000 1.0000000000
o) — 1.2081647906 o2 — 1.6632404977
1.5257780636 ’ 4.9389563722 ’
2.0699435048 —5.0944481649
1.0000000000 1.0000000000
o) 3.5492301578 @ — —0.4206354474
—2.2909637644 ’ —0.1737706681
—0.8659911023 —0.1095042395

Problema 2.16 Obtener una matriz tridiagonal simétrica (no diagonal) nxn que tenga por

valores propios los ceros del polinomio de Chebichev T, en [—1,1].
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SOLUCION:

Fl polinomio caracteristico de una matriz tridiagonal

al b2
b2 a9 bg
b3 as b4

bp—1 apn—1 by
by, an,

se puede calcular recurrentemente. Tomando p;(x) = det(zf — A;), donde A; es la matriz
formada por las j primeras filas de las j primeras columnas de A, se tiene la recurrencia

po(z) =1, pi(xr)=2—ay;

pi(a) = (z — a;)pj—1(z) — bipj_a(z) (j > 1) .

El polinomio caracteristico de A se escribe entonces como
pa(N) =det(A —AI) = (=1)"det( N — A) = (—=1)"pp(N) .

No haremos ninguna distinciéon entre los polinomios p4(A) y pn(A) por lo que se refiere
a buscar valores propios, y entenderemos que py,(A) es el polinomio caracteristico de A.

Fijémonos primero que los polinomios obtenidos por la recurrencia anterior sén monicos,
va que lo son pg v p1. Si queremos que p, tenga los mismos ceros que 1,, p, ha de ser
un multiplo de T,; en realidad, debe ser el polinomio ménico de Chebichev (véase el
capitulo 3).

Los polinomios de Chebichev cumplen la recurrencia

To(@) =1, Ti)=x; Tj(2) = 2Tj-1(z) ~ Tjale) (j = 1) .

Como el coeficiente principal del polinomio de grado j es 2971, para j > 1, los poli-
nomios moénicos de Chebichev seran

To(x) = To(x) . Ti(e) = 22 (5> 1)

despejando 7} y sustituyéndolo en la relacién de recurrencia anterior, obtenemos la sigu-
iente relacién de recurrencia para estos polinomios ménicos:

To(x) =1, Ti(z)==x, To(x)=zTi(zx)— %To(x) ;
Ty(a) = oTy (o) — T52(0) (22)

Imponiendo la igualdad entre los p; (j = 0+n) y los T] (j = 0=+n), sobre sus relaciones
de recurrencia, tenemos que los coeficientes de la matriz tridiagonal han de cumplir
5 1 1

aj=0(G=1%n); bi=5, bf=7 (1>2).
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Escogiendo, por ejemplo, los coeficientes positivos, encontramos la matriz buscada

S o
N[ — O&‘»—A

S NI
N[

N = .
ST
S ol

Problema 2.17 a) Resolver el siguiente problema de valores propios en ecuaciones diferenciales
lineales: calcular los valores de \ para los cuales existen funciones y(x) no idénticamente
nulas tales que cumplen la ecuacion diferencial

v’ (z)+ Ay(z) =0 Vae (0,1),

v las condiciones de frontera y(0) = y(1) = 0.

Discretizamos el problema imponiendo la validez de la ecuacién sélo en las m—+1 abscisas
equidistantes x, = kh (k. =0-+m), h = %, y aproximando después la derivada segunda
usando diferencias centradas; resulta asi un problema de valores propios en dimension finita
en las aproximaciones y de y en xj:

1
Yo=0, 5k =2 +yp-1) +Ap =0(k=1+m—1), yn=0.
b) Resolver exactamente el problema de valores propios resultante.

¢) Comparar las soluciones del problema discretizado con las soluciones exactas.

SOLUCION:

a) Las soluciones analiticas (exactas) de la ecuacion diferencial son de la forma
y(z) = Acos(VAz) + Bsen(VAz) .

Imponiendo la primera condicion de frontera y(0) = 0, resulta A = 0, e imponiendo la otra
condicién de frontera y(1) = 0, resulta B = 0 a menos que A = \; = 7% (j > 0).

Estos valores de A son los valores propios del problema; las funciones propias del prob-
lema asociadas a un valor propio \; = 4272 son multiplos de la funcién sen jrz.
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b) El problema discretizado consiste en determinar los valores y vectores propios de la
matriz tridiagonal simétrica

2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1

Se comprueba facilmente que los valores propios de la matriz son

~ 2

JT\ _
Aj:ﬁ(l—cosa) (j=1+m-—-1),

v que las componentes de cada uno de los vectores propios y(j) asociados a ):j son
; 10
y]gj) :sen]— =senjry (k=1+m-—1);
m

los otros vectores propios asociados a S\j son miltiplos de este vector.
c) Notese que los vectores propios del problema discretizado son las tablas de las fun-
ciones propias del problema de partida en las abscisas utilizadas para la discretizacion.
En el problema discretizado se tienen m—1 valores propios que tienden asintéticamente,
cuando h tiende a cero o m tiende a infinito, a los infinitos valores propios del problema
de partida:

- 9 j27T2h2 j47T4h4
—COS]T('h):ﬁ( Y
2,4

1
= Aj—%h2+~-- (h=——0)

>
<.
|

2
el

(constltese la tabla 3.5 para el desarrollo de Taylor de la funcion cosx cerca de cero).
Tenemos, ademés, la acotacién de error

x|

<—== (j=1+m-1),
I\ 12 m?

que nos pone de manifiesto la poca precisiéon de los valores aproximados \; comparados
con los exactos A;, para los tltimos valores del indice j.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Consideremos el sistema triangular superior U, (a)x =

n-ésimo de la base canénica y

Un(a) = (um) =

a) Determinar la solucion .

b) Acotar las componentes z; de la solucion del sistema, suponiendo que |a| < 1.

2. Resolver el siguiente sistema lineal por eliminacién gaussiana sin pivotaje:

20%1
0.4:1,‘1
0.3%1
1.01‘1

3. Resolver el sistema,

+
+

+

por el método de Gauss

a) sin pivotaje,

1.0%2
0.5$2
1.0%2
0.229

(Alp) =

+ + +

O.1x3
4.0$3
1.0%3
2.5x3

SN =

b) con pivotaje maximal por columnas, y

¢) con pivotaje completo.

4. Resolver el sistema

por el método de Gauss

a) sin pivotaje,

(Alb) =

3.21 1.53

b) con pivotaje maximal por columnas, y

¢) con pivotaje completo.

W O =

—

+

w N O

= Q

0.15 2.11 30.75
0.64 1.21

1.0$4
8.5x4
5.2%4
1.0z4

=

2.05
1.04

127

e donde e es el vector

Q@ Q2 Q

—

—26.38
1.01
5.23

2.7
21.9
-3.9
9.9
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5. Resolver los sistemas

1 2 3 411
1 4 9 161
1 8 27 641 ’
1 16 81 216 |1
usando
a) el método LU,
b) el método de Doolittle, y
¢) el método de Crout.
6. Efectuar la factorizaciéon LU de la matriz
1100
1 2 10
01 31
0 01 4
0 0 01
7. Consideremos las matrices A y B dadas por
1 2 1 -1 g
2 -3 =2 0 0
0 5 -3 2|’ 1
-3 1 4 0 5
respectivamente, y los vectores
7 4
(1) — 7 @_| 6
b =17 |’ b 3
-5 9

Resolver los sistemas

1 2 3 411

1 4 9 16/|0

1 8 27 6410

1 16 81 216|1
0
0
0
1
5

-5 6 4 -1

0o -2 -1 3

4 -5 0 1

-1 1 -3 0

1 6 1 -1

’ p3) — p(1)

Az Z 5D Az® Z @ 40— ) |

8. a) Resolver el sistema

(Alp) =

N 00 J O
Ut Oy Ut

© O O

O © ot

—= W W

— 2

Ba® =)

128
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obteniendo primeramente la factorizacion A = LDLT con L triangular inferior con
unos en la diagonal y D diagonal.

b) Explicitar la factorizacion de Cholesky de A.

9. Resolver el siguiente sistema por el método de Cholesky:

0.42332
1.00z2
0.322-
0.44z9

1.00331
0.42:E1
0.54x1
0661,‘1

_l’_

+
+
+

+
_|_
+
+

0.54x3
0.321‘3
1.003?3
0.221‘3

+ 4+ +

0.66x4
0.44z4
0.2224
1.00z4

0.5
0.7

10. a) Explicitar el método LU para resolver sistemas tridiagonales, pentadiagonales y

heptadiagonales.

b) Contar el numero de operaciones requeridas en cada caso.

¢) Repetir los apartados anteriores, suponiendo que la matriz del sistema es simétrica.

11. a) Demostrar que el método LU conserva el caracter banda de las matrices; esto es,
si A es una matriz banda (p, ), las matrices L y U correspondientes son banda (p, 1)

y banda (1, q), respectivamente.

b) Contar el nimero de operaciones necesarias para resolver un sistema banda (p, q).

c¢) Explicitar la resolucion de un sistema banda (4,3) de dimensién n > 4 por el

método LU.

12. a) Explicitar un método para resolver directamente el sistema con matriz tridiagonal

por bloques

Ay
Bs

Cy
Ao
Bs

Co
As

C3

Bn— 1 An—l

By,

Cn—l

A

b(n.—l)
p(n)

donde los bloques A; (i = 1+ n) son tridiagonales y los B; (i =2=+n)y C; (i =
1 +n — 1) son diagonales, todos nxn.

b) Aplicacion: Resolver el sistema anterior en el caso n = 4 para

1
p) —

—_ =

-4 1
1 —4
0 1

0

0
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13.

14.

15.

BZ'+1ZC/L':I (121*3)

a) Indicar un método directo de resolucion de sistemas de la forma siguiente, llamados
sistemas casi tridiagonales:

ap C1 e 21
by az co )
bg as C3 z3

bp—1 apn—1 Cp—1 | Zn—1
d b, an, Zn

b) Si la matriz fuese ademés simétrica, ;como se tendria que variar el método con el
fin de minimizar la memoria usada y el nimero de operaciones?

c¢) Aplicacién: Resolver el sistema

4 -1 0 O 1
-1 4 -1 0 0
0 -1 4 -1 O
0O 0 -1 4 -1
1 0 0 -1 4

QU s W N~

Sea A una matriz regular dada. Para resolver el sistema lineal A%z = b, jes mejor
calcular A% y resolver luego el sistema, o bien, resolver sucesivamente los dos sistemas
Ay = b, Ax =y, siempre usando la factorizacion LU?

Sea. A una matriz definida positiva. Efectuamos una factorizacién de la forma A =
LDLT, con L triangular inferior con unos en la diagonal y D diagonal con elementos
diagonales positivos.

a) {Cudl es el numero total de operaciones aritméticas (+, —, *, /) que se deben
realizar?

Un ordenador vectorial es un ordenador que permite realizar muchas operaciones con
una sola instruccion (llamada instruccion vectorial); asi, si x e y son dos vectores y #
es una operacion aritmética cualquiera, z#y calcula el vector de componentes x;#y;.
Obviamente, en el calculo de la factorizacion planteada hay muchas operaciones que
se pueden hacer vectorialmente.

b) Calcular el nimero total de operaciones escalares y operaciones vectoriales que se
requieren para llevar a cabo la factorizacién planteada en un ordenador vectorial.
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16.

17.

18.

Se quiere factorizar la matriz A como producto de una matriz ortogonal @) y una
matriz triangular superior R usando

i) el método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt,
ii) el método de ortogonalizacion de Householder.

a) Realizar las factorizaciones QR de la matriz

1 2 3 4

1 4 9 16
A= 1 8 27 64 ’

1 16 81 216

por los métodos citados.

b) Resolver el sistema Az =bconb' = (111 1).

Calcular la inversa de la matriz

1 2 3 4

1 4 9 16
A= 1 8 27 64 ’

1 16 81 216

a) realizando la factorizacion LU, invirtiendo L y U, y efectuando finalmente el
producto UL~ 1;

b) realizando una factorizacion QR, invirtiendo la matriz R y después efectuando el
producto R71QT;

¢) comparar los métodos a) y b) con respecto al nimero de operaciones.

El método de Gauss-Jordan de inversién de matrices parte de los sistemas de ecua-
ciones AzU) = eU) (j = 1 + n) escritos en forma matricial

0

a1 v+ aip |1 0
(Al = o o0 |

apni -+ apn |0 0 1
i va modificando las filas de (A|I), usando los elementos de la diagonal como pivotes
(como en el método de Gauss), de manera que se anulen los elementos no diago-
nales de A (también los de encima de la diagonal!), columna a columna. Se obtiene

finalmente (D|B) con D diagonal; entonces, se tiene A~! = D71 B.
Sea A una matriz regular nxn.
a) Explicitar el método de Gauss-Jordan para el calculo de su inversa.

b) Contar el numero de operaciones a realizar, en el caso més general.
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¢) Aplicacion: Invertir la matriz

1 2 3 4
1 4 9 16
A= 1 8 27 64
1 16 81 216

por el método citado.

19. Sea A una matriz regular nxn que consideramos partida en cuatro bloques

_(P @
(7 3):

con Py S matrices pxp y sxs, respectivamente (p + s = n).
Suponiendo que Py S — RP~'Q tienen inversa:
a) Dar un método para calcular la inversa de A.

b) En general, ;jcudntas operaciones son necesarias para obtener A~! utilizando este
método?

¢) ;Cuéndo sera 1util el método citado?

d) Explicitar un procedimiento para invertir una matriz A, usando n — 1 veces el
procedimiento anterior.

e) iBajo qué condiciones funcionaré el procedimiento del apartado d)?
f) Demostrar que, si A es definida positiva, puede asgurarse que funciona.
g) Aplicacion: Calcular

-1

, usando el apartado a),

2
1
1
0
2

yl 1
0

20. Calcular el determinante y la inversa de las matrices siguientes:

-1

, usando el apartado d) .

L
N = O

9 1 9 4 2 11

1 2 3 1 -3 -2 0

41 2 ’ 7 10 1 3 ’
2 4 01
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1 3 6 9 )
-2 -7 -5 —-17 -12
-1 -4 -5 1 -4

3 11 2 32 23

1 4 5 3 4

21. Queremos calcular la inversa de una matriz bidiagonal (inferior)
ai

b2 as
by a3

bp—1 an—1

a) Dar un método para el célculo de cada una de sus columnas.

b) Calcular el nimero de operaciones necesarias para invertirla, en el caso mas gen-
eral.

¢) Encontrar la inversa cuando a; =a (i =1-+n), b; =b (i =2 +n).

d) Si las multiplicaciones y las divisiones se realizan en precision doble, acotar el
error relativo en el elemento (A~1),1, debido sélo a las citadas operaciones.

22. a) Calcular el determinante

07 8 7
75 6 5
3 6 10 9|’
75 9 10

i) usando el método de Gauss,
ii) usando el método de ortogonalizacién de Householder.

b) Comparar ambos métodos con respecto al nimero de operaciones, en el caso més
general.

23. a) Deducir una recurrencia para el calculo de determinantes de matrices tridiagonales.
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24.

25.

b) Aplicacion: Determinar la dimension maxima de las matrices

2 1.02
099 2 1.02
099 2 1.02

0.99 2 1.02
0.99 2
para que sean definidas positivas.

c¢) Establecer también una recurrencia para el calculo de determinantes de matrices
pentadiagonales.

Sean e (i = 1 +n) los vectores (columna) de la base canénica de R™; dados los
nameros reales a; (i = 2 + n), consideramos la matriz

n—1

g Z 31D (T

i=1
a) Calcular S* para todo k entero positivo.
(Indicacién: Obtener S? y generalizarlo, no hace falta usar induccién).
b) Calcular (I — S)~L.
¢) Caleular (I — S)(I —S)T.
d) Aplicacion: jCudl es la factorizacion de Cholesky de la matriz B que tiene como
Gnicos elementos no nulos los siguientes:

bu=1, by=i*+1 (i=2+n),

bij—1=1 (i=2+n), b= (i=1+n-1)7

a) Dada una matriz nxn regular A y 2 vectores u y v de dimension n, demostrar que
A —uv' es regular si y solo si v A~ # 1, y entonces

(A—uw ) t=A"1+ad tuwT A7,

donde o = 1/(1 —v" A= ) (férmula de Sherman-Morrison).

b) Sea B una matriz que difiere de A s6lo en una fila y en una columna; suponiendo
conocida A~!, dar un procedimiento de célculo de B~! basado en el apartado a).

c¢) Aplicacion: Sabiendo que

-1

2 1 0 3 -2 1
121 = | 2 4 —2|;
01 2 1 -2 3
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26.

27.

calcular, usando el apartado b),

-1

O = N

11
2 1
1 2

d) Generalizar la formula de Sherman-Morrison a otra que permita efectuar el calculo
de (A—UVT)~! a partir de A~1, siendo ahora U y V matrices nxr.

Consideremos los vectores u y v de n componentes reales y generemos la matriz
A=T+uv',

a) Probar que existe un polinomio de segundo grado P(x) = 2% 4+ ax + b con a,b
reales tal que P(A) = A% + aA + bl = 0.

b) Demostrar que A es inversible si y sélo si v'u # —1 y hallar, en este caso, la
inversa de A. Estudiar el caso particular en que u y v son ortogonales.

Consideremos el sistema lineal Cx = ¢, siendo C = (¢;;) la matriz de término general
O N (sii=j)
PTG (sii#tg)

donde « y 8 son no nulos y diferentes.

¢) Demostrar que el sistema anterior es compatible y determinado si y solo si o +
(n—1)8 #0. (Indicacién: Hallar A tal que C'— A tenga rango 1).

d) Explicar como se pueden aplicar los resultados anteriores a la resolucion del citado
sistema.

a) Demostrar que la norma de matrices (no multiplicativa)
2,1
1Al = (Q_ lail*)2
7:7j

no esta subordinada a ninguna norma vectorial.
(Indicacion: Considérese la norma de la matriz identidad).
b) Demostrar que la norma subordinada a la norma euclidea
2.1
lzll2 = (3 lwil*)=
i
es )
(p(A74))2 .
(Indicacion: Usar el hecho de que, si N es hermitiana, existe una matriz U unitaria
tal que U*NU es diagonal).

¢) Demostrar las relaciones siguientes:
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28.

29.

30.

i) |A*All2 = [JA[3 = | A*]3;

i) [U*AU||2 = ||AU||2 = |[UA]|2, si U es unitaria;

i) [|Allz < [|[Ale < VallAllz vy 1Al < [All2 < [|A]lg;
iv)

*Ax
Al = max VAT
w0 ||zll2|yll2

a) Consideremos una matriz A tal que max;;|a;;| < a. Acotar en funcion de a:
[Alloos [[All1; |All2 ¥ [[All &

b) Comprobar el resultado obtenido en el apartado a) con la matriz

311
A=1|1 2 2
011
Consideremos una norma matricial || || subordinada a una norma vectorial cualquiera.

a) Demostrar que, si [|[R|| <1, I + R es regular, y entonces

1 1

i ST+ R)TH < e

L+ |[R] L—|[R|
b) Probar que, si A y A+ E son regulares, entonces

I(A+E)™ — a7 < A7 = .

- l-«a

con a = [|[ATLE].
Sea || |2 la norma matricial subordinada a la norma vectorial euclidea.

a) Demostrar que, para cualquier matriz A = (a;;), se verifica

A2 > |aii] (i=1+n).

b) Demostrar que, si A es triangular con elementos diagonales diferentes de cero,
entonces

1A™ 2 >

(i=1+mn).
|aiil
Obtener, en este caso, una cota inferior para el nimero de condicién de A en esta
norma.



CAPITULO 2. SISTEMAS LINEALES 137

31.

32.

33.

a) Demostrar que las series geométricas matriciales
A+ AB+ .-+ AB  +..., A+BA+.---+BA+-..

convergen si || B|| < 1 para alguna norma matricial subordinada a una norma vectorial
cualquiera y, en tal caso,

> ABI=A(I-B)™', Y BIA=(I-B)'A.
j=0 Jj=0

b) Acotar la norma del resto n-ésimo en funcion de || B]| y || A]|.

099 1.01) "
0.98 1.02

con un error menor que 107% en la norma || ||oo-

c¢) Aplicacion: Calcular

Para una matriz nxn A, definimos

BA = Z 7' s
=0 J°
00 A2r+1
A = B e ——
Sel 7;)( ) @r+1)°
o0 TAQ’I‘
cosA = 7Z%(—l) )

a) Encontrar expresiones para las acotaciones de los restos de estas series matriciales
en una norma dada.

b) Aplicacion: Dada

0.1 0.01
A_<0.01 0.1 ) ’

calcular e?, sen A y cos A con un error menor que 107 en la norma || ||sc.
Sea R una matriz regular. Dada una norma vectorial cualquiera || || definimos
l2l[r = [ Rex]].
a) Demostrar que || ||g es una norma vectorial y que
]
<llzllr < [IR]| [l]]
[l ’
donde la norma matricial || || indica la norma subordinada a la norma vectorial dada.
b) Expresar la norma matricial || ||z subordinada a la norma vectorial definida (y

denotada de la misma manera) en términos de la norma matricial subordinada a || ||.
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34.

35.

¢) Comprobar que los ntumeros de condicion

pr(A) = [AlRIA™

pueden ser arbitrariamente grandes para una matriz A fijada, escogiendo R ade-
cuadamente.

Consideremos el sistema

10 7 8 732
75 6 95|23
(Afb) = 8 6 10 9|33
75 9 10|31
a) Resolverlo exactamente.
b) Comprobar que los vectores
6 1.50
_ (1) _ —7.2 _ (2) _ 0.18
e 29 | 77 1.19
—0.1 0.89
tienen restos vectoriales r, = b — Az muy pequenios en || ||oo-

¢) Calcular los nameros de condicion e (A) y p1(A).

d) Explicar el fenémeno descubierto en los apartados a) y b).

a) Demostrar que el cociente

max; 5 a(k)
.9,k |%ij

gn =

max; j aij|

que aparece en el estudio de los errores en los céalculos al resolver sistemas lineales
por el método de Gauss con pivotaje maximal por columnas, es menor que 2" L.

b) Probar que g, alcanza este valor maximo 2"~! para las matrices

1 0 O 0 1
-1 1 0 0 1
-1 -1 1 0 1
A, =
-1 -1 -1 0 1
-1 -1 -1 11
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36.

37.

38.

¢) Acotar, en funciéon de n, el error al realizar la factorizacion LU de estas matrices,
debido a los errores en los célculos, si usamos un ordenador que trabaja con doble
precision.

Acotar el valor de g,, cuando usamos pivotaje maximal por columnas para resolver
el sistema Az = b, en los siguientes casos particulares:

i) A es una matriz Hessenberg superior;

ii) A es una matriz tridiagonal.

Tenemos que resolver el sistema Cz = b, donde C = A™, A es una matriz nxn y
| Alloo = a; sabemos también que ||[A™!||co = ||A]|so- Disponemos de la siguiente for-
mula para el error relativo en z, usando eliminacién gaussiana con pivotaje completo

62| oo

lefloo

€n2+0.251nnHC”OOHC—1HOO 7

donde € es una cota del error relativo de redondeo en las operaciones aritméticas.
a) Obtener una acotacion de este error relativo en funcion de €, n, a y m.

Un sistema equivalente, en cierto sentido, al anterior es
Ay =b, Ayt =yU) (j=1+m—1),

con yU) € R* (j =1-+m).

b) Comprobar que x = y™) y escribir dicho sistema en forma matricial
By=d, y,deR"™ . (%)

¢) Calcular la inversa de B.

d) Usando la acotacion dada, establecer una acotacion del error relativo para el
problema escrito en la forma (%) en funcion de €, n, a y m.

e) Aplicacion: Evaluar las cotas encontradas para e = 10713, n = 4, a = 2000 y
m = 5. ;Es permisible la acotacién obtenida en el primer caso? ;Y la obtenida en el
segundo?

Dados los sistemas

2 0 3|1 1 2 —2|1
04 22|, 11 1|1 ],
01 6|3 2 2 1|1

2 -1 1]1

2 2 2|1

-1 -1 2|1
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39.

40.

a) Discutir la convergencia de los métodos iterativos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

b) Calcular las soluciones aproximadas después de 10 iteraciones, partiendo del vector
cero.

Sea la matriz nxn

1 2 3 -+ n—1 n
n 1 2 - n—2 n-1
n—1 n 1 -+ n—3 n—2
A= . )
3 4 5 1
2 3 4 n 1

esto es,
0= n+j—i+1 (j<i)
Yo T+ —d (G =1)

a) Demostrar que los vectores v, de componentes

)

( i2m(j—1)
Vg

:qfconqj:e n (k,j=1+mn),

son vectores propios de A de valores propios respectivos
n
k—1 .
)\j:quj LGi=1+n).
k=1

Queremos resolver un sistema (A + al)x = b por el método iterativo de Jacobi.
b) Discutir la convergencia del citado método en funcion de a.
¢)Paran=4,a=19b=(1 0 0 0)7, hallar ¥ tal que

b — (A + al)z™||o < 0.03 .

d) Comprobar la divergencia del método cuando a = 0.

e) iPara qué valor de a es més rapida la convergencia?

Consideremos la matriz por bloques

donde S es una matriz compleja nxn.

a) Si queremos resolver un sistema Az = b, dar una condicion necesaria y suficiente
de convergencia del método iterativo de Jacobi.

b) Hacer lo mismo para el método iterativo de Gauss-Seidel.
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41. Discutir, en funcién de a, la convergencia de los métodos iterativos de Jacobi y de
Gauss-Seidel en sistemas lineales con la matriz

42. Queremos resolver el sistema lineal

1 —a
(—a 1)1‘—(),

por el método iterativo de sobrerrelajacién con un pardmetro w.
a) Escribir las iteraciones correspondientes.

b) Demostrar que el método converge si y solo si las dos raices de
M 201 —w) + (wa)) A+ (1 -w)?=0
son menores que 1, en médulo.
¢) Deducir del apartado b) que el método converge si y sélo si w € (0,2).
d) Demostrar que el valor 6ptimo de w es

w*zz(l—\/l—cﬂ).

a2

e) Aplicaciéon: Si a = % y usamos el factor 6ptimo de w, ;cudntas iteraciones son
necesarias para asegurar que el error inicial se reduce al menos en un factor 1076 en
la norma euclidea?

43. Sea B la matriz nxn de elementos

y 1 Gii—j=16j-i=1)
Y] 0 (en caso contrario)

a) Demostrar que tiene los valores propios

g
+1

A =2 =1+
j=2cos =L (j=1+n)

con vectores propios asociados v1) de componentes

() — gen 2~

Vi n+1

(i,j=1+n).
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44.

45.

Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
xo=p, xi=a(ri-1 —2x;+xiy1) (i=1+n), Tpt1=¢q,

para valores positivos de a.

b) Estudiar la convergencia de los métodos iterativos siguientes, en funcion de a:

(k+1)
1'0 - p 9
x@(kﬂ) = a(xl@l — QxEk) + xl(f_)l) (i=1=+n),
2D =g

¢) Demostrar que el método iterativo de Jacobi aplicado a aquellos sistemas converge
para todo valor positivo de a.

Consideremos el siguiente problema de valores en la frontera de una ecuacion difer-
encial de segundo orden: determinar la funcion u(x) en el intervalo [0, 1] que cumple
d*u

@(IE) —cu(z)=0(c>0) Yre(0,1); u(0)=a, u(l)=0.

a) Encontrar la solucion analitica del problema.

Una aproximacién de la solucién se puede obtener evaluando la ecuacién en las ab-

scisas z; = - (i = 0+ n), discretizando la derivada segunda en la forma usual

d*u
T3 (@) = n’ulwion) = 2u(@:) + w(@ig)

y resolviendo finalmente el sistema lineal resultante (discretizado).

b) Escribir este problema discretizado en las aproximaciones wu; de u(x;).

c¢) Estudiar la convergencia de los métodos iterativos de Jacobi y de Gauss-Seidel
hacia la solucién del problema discretizado.

Sea A una matriz regular nxn y Xo una matriz arbitraria nxn. Definimos una
sucesion de matrices, mediante la recurrencia

X1 = Xp + Xi(I — AXy) , (k>0).

a) Demostrar que esta sucesién converge a A™1 si y s6lo si p(I — AXp) < 1.

b) Dados
11 1.9 —-0.9
A‘<1 2) ’ X°_<—0.9 0.9) ’
calcular una aproximacion de la inversa de A utilizando el método iterativo anterior
hasta que p(I — AX;) < 1076,
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46.

47.

48.

49.

Localizar una zona del plano complejo que contenga los valores propios de la matriz

-0.5 0.01 0 —0.01
0.02 0 025 0.25
—0.01 0.3 0 0.3
0 —0.01 0.01 0.5

A:

a) Calcular los valores propios de médulo méximo y minimo de la matriz

b) Calcular el valor propio restante.

La matriz

7
79
4

~N O =~
N O ©

9 6

—_
ot

tiene un valor propio préximo a 4. Calcularlo con 6 cifras decimales correctas.

Se supone que la edad maxima a la cual pueden llegar las hembras de cierta poblacién
animal es de 15 anos. Dividimos la poblacién total de hembras segin la edad en 3
clases de 5 anos de duracién cada una y denotamos por z; el nimero de hembras de
la clase i-ésima. Sean a; > 0 las medias del numero de hijas que tienen las hembras
que estan en la clase i-ésima (1 = 1,2,3), y b; (0 < b; < 1) la fracciéon de hembras
que pertenecen a la clase i-ésima que se espera que sobrevivan y pasen a la clase
siguiente de edad (i = 1,2).

Podemos escribir, por lo tanto, la relacién entre una distribucion de hembras (%) y

su distribucién al cabo de 5 afios z(k*1):
ay az as
D = Lp(k) ,con L= b 0 O ;
0 b O

la matriz L se denomina matriz de Leslie.

Suponemos que inicialmente hay s6lo 1000 hembras en la primera de las 3 clases y
que a1 =0, ap = 1.68, ag = 1.28, by = 0.5 y by = 0.25.

a) ;Cual sera la distribucion después de 5k anos?

b) Determinar la distribucion relativa en el limite (cuando k tiende a infinito); esto

es, los limites de los cocientes entre el niimero de hembras de cada clase y el nimero
total de hembras.
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¢) Relacionar el comportamiento en el limite con los valores y vectores propios de A.

50. Modificar el método de la potencia para que pueda ser usado en los casos siguientes:

51.

52.

i) el valor propio de modulo maximo es de multiplicidad m > 1;

ii) los valores propios de modulo maximo son A; y A2 = —A;.

Supongamos que A es una matriz 3x3 con valores propios A1 y A, tales que |A1| > |Aq]
y A1 es de multiplicidad 2. Supongamos que A tiene s6lo dos vectores propios normal-
izados linealmente independientes v(1) y v@ asociados a A\ vy Ag, respectivamente.
Se puede demostrar que existe un vector no nulo v tal que (A— X I)v = v™) (v recibe
el nombre de vector propio generalizado).

a) Demostrar que v, v y 0@ son linealmente independientes.

b) Expresar A*v como combinacién lineal de los vectores linealmente independientes
de a) (k > 0).

¢) Sea w un vector cualquiera tal que w'v # 0y w'v(M) # 0. Calcular

. wTJ:(k-i-l)

im ————

koo w!zk)

donde (m(k))kzo es la sucesion obtenida al aplicar el método de la potencia a la matriz
A, partiendo de un vector inicial

0) 2)

a:( =av + alv(l) + agv( ,

con a # 0.

d) Sea ey, el error cometido al aproximar el limite anterior por el término k-ésimo de
la sucesion w'z®) (k > 0). Determinar

. €k+1
lim .
k—oo ef

a) Reducir las matrices siguientes a forma tridiagonal simétrica mediante matrices
de Householder:

6 —1 1 1

-1 o —1 1
1 -1 4 -1 ’
1 1 -1 3

A=

N O O =
SN = O
NN =N O
=N O N

b) Explicitar las ecuaciones de los hiperplanos respecto a los cuales se han realizado
las reflexiones.
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93.

54.

55.

56.

o7.

Sea A una matriz tridiagonal y B la matriz tridiagonal que se obtiene a partir de A,
cambiando Gnicamente el signo de los elementos de la diagonal. Demostrar que A es
un valor propio de B siy s6lo si —A lo es de A.

Sea una matriz tridiagonal nxn A = (a;;) con a;; = a (i = 1+n) y a;;—1 = b,
a;j—15 = C (Z =2+ n)

a) Dar una formula recurrente para calcular el polinomio caracteristico.

b) Demostrar que si n es impar, A = a es un valor propio.

¢) Calcular los valores propios para n = 5.

d) Determinar los valores propios de A en el caso general.

. Cuéntos valores propios positivos tienen las matrices (2n)x(2n) del tipo

Calcular los valores y vectores propios de las matrices

320 3 2+4i 0
22 1|, 2—i 2 1+4i |,
01 2 0 1—i 2

obteniendo el polinomio caracteristico por recurrencia y usando el teorema de Sturm
para separar los valores propios.

Hallar los valores y vectores propios de la matriz

— N W o
== N W
W o =N
[\CRRJURNTSaS

usando previamente el método de Householder para reducirla a forma tridiagonal
simétrica.
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58. Determinar los valores y vectores propios de la matriz

O~ N W
— N W
N Wk O
W bk O O

mediante el calculo recurrente del polinomio caracteristico.

59. Aplicar los métodos iterativos LR y QR al calculo de los valores y vectores propios

de la matriz
7 6
3 4 '



CAPITULO 3

INTERPOLACION Y
APROXIMACION DE FUNCIONES

La interpolacién y la aproximacién, tratadas en este capitulo, proporcionan téc-
nicas de obtenciéon de modelos funcionales simples que describen situaciones mas
complejas, expresadas por datos experimentales o por funciones de evaluacion
complicada. Ambas técnicas se presentan desde un enfoque unificador, en el cual
la interpolacién aparece como un caso particular de aproximacién. Los distintos
métodos de aproximacién, que persiguen la minimizacion del error, se clasifican
segin la forma con que éste sea medido: minimos cuadrados, minimax, ...La
aproximacion constituye un (til indispensable para la generacion de los métodos
numéricos de derivacién, integracién y célculo de ceros de funciones.

3.1 INTERPOLACION

3.1.1 Concepto de interpolacién

Sean (x,yr) (k=0 -+ m) pares de valores reales (puntos del plano) dados de manera que
T # i, si k # 1. Puede preguntarse si existe alguna funcion p, de un tipo predeterminado,
tal que p(z) = yr (k=0-+m).

La cuestion anterior recibe el nombre de problema de interpolacion y el proceso de
busqueda de la funcién p se llama interpolacion.

La resoluciéon de este problema es de utilidad en muchas situaciones, en particular
cuando la procedencia de los puntos (zg,yr) (k = 0+ m) es experimental. Consideremos
un proceso en el que, para determinados valores de una variable z, se obtiene un resultado
expresado por la variable y. Supongamos que, conocida experimentalmente la respuesta
yr. obtenida bajo condiciones xj, nos interesa encontrar el resultado y que obtendriamos
al tomar condiciones x no experimentadas.

Podemos pensar que los puntos dados forman parte de la grafica de una funciéon f
que queremos conocer al menos aproximadamente y de la que tinicamente sabemos que
f(zr) = yr (kK =0-+m). Esta situacion, frecuente en la ciencia y la técnica, lleva al tipico
problema, de interpolacién en el que no aproximamos niimeros, sino funciones.

EJEMPLO

El valor de la aceleracién de la gravedad en un punto de la superficie terrestre, en el nivel

del mar, depende de la latitud. Experimentalmente, se ha comprobado la correspondencia

147
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dada en la tabla 3.1.

Latitud Aceleracion gravedad
(en grados) (en m/s?)
0 9.780350
30 9.793238
45 9.806154
60 9.819099
90 9.832072

Tabla 3.1: Medidas de la gravedad a diversas latitudes.

El problema consiste en encontrar el valor de la gravedad en Barcelona, que esta situada
a una latitud de 41°25'.

Teniendo en cuenta este ejemplo no resulta extrano que, a veces, se utilice la expresién
“leer entre lineas" para referirse a la interpolacion.

Al plantearse un problema de interpolacion han de hacerse tres preguntas:

1. ;De qué tipo (polinomial, trigonométrica, racional, etc.) ha de ser la funcion p
buscada?

La respuesta a esta cuestion vendra ligada a las “sospechas" que tengamos respecto
al comportamiento de f. Si f expresa algin fendomeno periddico, convendra buscar
p entre las funciones trigonométricas. Si tenemos razones para pensar que f tiene
asintotas, convendri quizds que p sea de tipo racional. Si f responde a un com-
portamiento polinomial, deberemos buscar p entre las funciones polinomiales. Sélo
trataremos este tltimo tipo de interpolacion: el de la interpolacion polinomial.

2. Una vez elegido el conjunto de funciones del que debemos extraer p, jexiste la funcion
buscada? y, si existe, jes tnica?

3. ;Es la funcién p una buena aproximaciéon de la funcién f en las abscisas donde no
coinciden?
3.1.2 Interpolacién polinomial
Planteamiento del problema

Dada una tabla de m + 1 puntos de interpolacion (zy, fr) (k = 0+ m) con z # xz;, si
k # i, lamamos interpolacion polinomial a la determinacion de un polinomio p(z) de grado
menor o igual que N, tal que

p(zr) = fr (k=0+m) .

Cuando fi sea el valor de una funcién f en xy (k = 0--m), hablaremos de interpolacion
polinomial de la funcion f en las abscisas de interpolacion xy (k=0 -+ m).

A continuacidén, se da respuesta, en este caso, a las tres preguntas con que acababamos
el apartado anterior.
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Tipo de funcién interpoladora

La funcién p buscada formari parte del conjunto de polinomios de grado menor o igual
que N, para un cierto valor de N; es decir, p(z) sera de la forma

N-1

p(z) = anr™ +ay_1x +---+aix+aop,

y, para determinarla, habra que hallar los N + 1 coeficientes ag, ai, ..., ay (reales o
complejos, segun el caso). En el caso de que an sea no nulo, diremos también que p(x)
tiene exactamente grado N.

Dado un ntimero « (en general, complejo) y suponiendo N > 1, la regla de Horner nos
permite efectuar el proceso de divisidn sintética, consistente en encontrar un polinomio
q(x), de grado menor o igual que N — 1, y un namero r, tales que

p(z) = (z — a)q(z) + 1, (3.1)
a través de la recurrencia
bN,lZCLN7 ijbj+1a+aj+1 (]:N—2+_1)7

que da

N-2

g(a) = by—12™ by o™ P b by =

Se deducen dos consecuencias importantes:
e a) p(a) =7 =b_1 y, por lo tanto, la regla de Horner es un proceso de evaluaciéon de
polinomios con sélo N multiplicaciones y sumas para un polinomio de grado V.

Ademas, el proceso de division sintética aplicado a g(x) para el nimero «
cN—2=bn-1, ¢ =cja+biy (j=N-3+-1),

da el valor de p/(a) = c_1. Repitiendo este proceso,
dy-3=cN-2, dj=djpia+tcip (j=N—-4+-1),

obtenemos el valor de p(a) = 2d_, como resulta al derivar la expresion (3.1) y
evaluarla en x = a. Las derivadas de orden superior se obtienen andlogamente.

e b) p(a) = 0 siy solo si p(x) = (x — a)g(x) o, en otras palabras, un namero « es
un cero del polinomio p(z) si y solo si (x — «) es un factor de p(z). Dado que el
polinomio ¢(x) es de grado menor o igual que N — 1, repitiendo este proceso resulta
que si un polinomio p(x) de grado menor o igual que N tiene N ceros aq, - -+, ay, (es
decir, p(a) =0 (k =1+ N)), entonces se escribe como

p(x) =an(z —a1) - (z —an),

con ay coeficiente del monomio de grado N. Como consecuencia, un polinomio p(z)
de grado menor o igual que N no puede tener mas de N ceros, a menos que sea
idénticamente nulo. Esta propiedad se llama también propiedad de Haar para los
polinomios y sera usada frecuentemente.
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Existencia y unicidad del polinomio interpolador

Existe un dnico polinomio p,,(z), de grado menor o igual que N = m, tal que py,(xr) =
fr (k =0-+m). El polinomio p,,(x) recibe el nombre de polinomio interpolador de f en
las abscisas z (k =0+ m).

Para ver esto, consideramos un polinomio p,,(z) = ap+ a1z + - - -+ apa™. Cuando im-
ponemos las condiciones de interpolacién, obtenemos un sistema lineal de m+ 1 ecuaciones
en las m + 1 incognitas ag, a1, -+, am:

ag+arxo+ - +amzyt = fo
ap+ a1y + - +ane = fi
a0+a1xm+~--+amx% = fm

El determinante de la matriz del sistema se llama determinante de Vandermonde y
tiene la forma

1 29 - al
1 2y - 2l
= [[ (@ — i) ;
. k>1
1 @y - a™

este determinante es diferente de 0 (ya que x; # xy , si i # k). El sistema planteado es,
pues, compatible y determinado y, por lo tanto, existe una tnica soluciéon: ag, a1, ..., Gm,
coeficientes del tinico polinomio interpolador.

Aunque el proceso que acaba de describirse es el primer método en el que se piensa
cuando se intenta hallar p,,(z), resulta excesivamente laborioso cuando m no es pe-
queno. Conviene entonces recurrir a otros métodos, algunos de los cuales se exponen
en el apartado 3.1.3. Es importante notar que todos los métodos conduciran al mismo
polinomio interpolador (porque es unico, como se acaba de ver).

Error de interpolacion

Nos interesa tener un criterio para “medir la proximidad" del polinomio p,,(z) a la funcion
f.

Dado un intervalo abierto (a,b), el conjunto de las funciones diferenciables n + 1 veces
con continuidad en (a, b) se denotard por C"*1(a,b). Asimismo, notaremos por C"*1([a, b])
el conjunto de funciones que son restricciones en el intervalo [a, b] de funciones diferenciables
n + 1 veces con continuidad sobre un intervalo abierto que contiene [a, b].

A continuacion, se dan expresiones del error de interpolaciéon para funciones de C"*1(a, b).

Si f € C"(a,b) y 21 € (a,b) (k= 0-+m); entonces, para todo = de (a,b), tenemos la
expresion siguiente para el error de interpolacion:

FrrD (€ ()

(x —xo)(x — 1) (T — 1) (3.2)

donde &(z) depende de z y pertenece al minimo intervalo que contiene las abscisas xg, x7,
v, Tm ¥ X, que indicaremos por < g, ..., Tm, T >.
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En efecto: si x = xj, para algun k, la formula (3.2) es cierta y, si x # xx (kK =0+ m),
consideramos la funciéon

D(2) = f(2) —pm(z) —a(z)(z —x0)(z —21) -+ (2 — Tm)

con a(x) tal que ®(z) = 0. La funcion ® se anula en las m + 2 abscisas: z; (k=0+m) y
x; aplicando m + 1 veces el teorema de Rolle, se deduce la existencia de un valor {(z) en
que se anula la derivada m + 1 de &:

O (¢(w)) = fU D (E(2) — al@)(m + 1)1 =0 ;
asi tenemos una expresion para a(z) que, substituida en ®(x) = 0, permite encontrar la
expresion del error (3.2).
3.1.3 Meétodos de calculo del polinomio interpolador

Destacaremos aqui los métodos siguientes:

Método de Lagrange

Se toma como expresiéon del polinomio interpolador la férmula de interpolacion de La-
grange:

D =S () () = DEs@ T
P )—;le1< ) Ui Hk;ﬁi(afi_a%)( 0+m). (3.3)

Los polinomios [;(x) reciben el nombre de polinomios de Lagrange. Obsérvese que el
grado de [;(x) es igual a m y que l;(z) = di; (4, k = 0+ m); por lo tanto, p(z) = fi (k=
0 =+ m), como se deseaba.

Aunque éste es el método de interpolacion mas explicito (en los problemas 3.1, 3.2 y 3.3
se presentan diversos ejemplos de aplicacion), los métodos que siguen son més eficaces en lo
que se refiere al niimero de operaciones requeridas para obtener el polinomio interpolador.

Métodos de Aitken y Neville

Ambos métodos obtienen el polinomio interpolador construyendo una sucesién de poli-
nomios de grados crecientes que van interpolando cada vez en més abscisas.

Se basan en el principio siguiente:

Sea C = {xg,x1,..., e} ysean S C C y T C C tales que S y T tienen el mismo
ntmero de elementos y que éstos coinciden excepto dos (es decir, existen z; € Sy x; € T
tales que x; ¢ T y z; ¢ S). Suponemos conocidos los polinomios pg y pr tales que
ps(xr) = fr (si zx € S) y pr(ag) = fr (si xx € T). Entonces puede construirse un nuevo
polinomio pgur tal que psur(zk) = fi, para todo x € SUT, de la manera siguiente:

(ffj —2)ps(x) — (z; — x)pr(x) ‘

psur(z) =

Los dos métodos que estudiamos construyen el polinomio interpolador gracias a suce-
sivas aplicaciones de la formula anterior, pero siguiendo un esquema diferente.
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Método de Aitken. Se construyen polinomios p; j(x) (i = j-+m), de grado menor o igual
que j, que interpolan en las abscisas {xo, z1,...,zj—1,2;i} (j = 0+m); se llega al polinomio
Pm(2) = pmm(x), de grado menor o igual que m, que interpolard en {zo,x1,...,2m}:

pi,o(fij) = fi (i=0+m);
(2 = 2)pi(x) — (2 — 2)ps;(2)
(i=j+1+n) (j=0+m-1).

pijri(r) =

Método de Neville. Se construyen polinomios p; j(z) (i = 0+m — j), de grado menor o
igual que j, que interpolan en las abscisas {z;, Zi+1,...,%itj} (j = 0+m), se llega al poli-
nomio P, (x) = pom (), de grado menor o igual que m, que interpolara en {zg, 1, ..., Tm }:

pi70(fL’) = fl (2':0+m);

(@ivj+1 — 2)pij (@) — (Ti — T)pisv1,5()
Titjtl —

(i=0+m—-j—1) (j=0+m—1).

pij1(r) =

Los esquemas de construccién para m = 3 utilizados por los dos métodos se encuentran
en las tablas 3.2 1 3.3.

p2190 p22 \

p3,1(2)— p3.2(x)— p33(x)

(z)

pro(@)e p1(2)
(z)
(z)

Tabla 3.2: Esquema del método de Aitken.

poo(x) — poi(z) — po2(x) — po3(w)

S a a
pio(x) —pri(z) — pro(x)

a a
p2o(z) — p21(x)

/‘

p3,0(x)

Tabla 3.3: Esquema del método de Neville.

Aunque estos dos métodos sirven para encontrar el polinomio interpolador, en la prac-
tica, se usan para evaluar directamente py,(z) = pmm(z) para un valor concreto de x
va dado. En este caso, las formulas que describen los algoritmos respectivos representan
expresiones aritméticas, no polinomiales, y los esquemas triangulares de construcciéon son
numeéricos, no polinomiales.
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Método de las diferencias divididas de Newton

Expresamos ahora el polinomio interpolador de la manera siguiente:

pm(z) = co+ci(z—x0) + co(x —x0)(x —21) + -+ -
tem(z —zo)(x — 1) - (T — Tp1) -

El método de las diferencias divididas nos permite calcular los coeficientes ¢; (j = 0+m)
mediante la construccién de las llamadas diferencias divididas:

f[wl] = fl (i:0+m) ,

f[:[)i+1, N >$i+j+1] — f[a:l, N 7$i+j]
Litj+1 — Ty

(i=0+m—j) (j=0+m—1).

flxs, Tig1s oo Tigg, Tigjr1] =

El esquema de construccion de las diferencias divididas de Newton se da en la tabla 3.4,
para m = 3, y se puede encontrar, aplicado a diversos casos, en los problemas 3.1-3.4.

zo | flzo]
N\
flzo, 1]
a ¢
w1 | flzd] flzo, w1, 2]
N\ s ¢
flz1, x2] flzo, x1, 22, 23]
a N\ a
Ty | flz2] flzy, w2, 23]
N\ a
flwa, 23]
a
w3 | flrs]

Tabla 3.4: Esquema de diferencias divididas.

Usando la definiciéon de las diferencias divididas sobre = € [a,b], para x # xp (k =
0 =+ m), se llega, por induccién sobre m, a la formula siguiente:

f(@) = flzo] + flzo, z1](x — xo) + flzo, 1, zo)(x — o) (@ — 21) + - - -
+flro, 1, .. ] —x0)(x — 1) -+ (& — Tpp—1) (3.4)
+flro, 1, oy Tm, x)(z — xo)(x —21) -+ (X — Tp—1 ) (T — Ty -

También, por induccién sobre m, se comprueba que el polinomio p,,(x) de grado menor
o igual que m viene también dado por la férmula de interpolacion de Newton

pm(z) = flzo] + flwo, z1)(z — 20)
+flxo, x1, z2](x — o) (x — 1) + - - - (3.5)

+flxo, z1, ..oy xm(x — zo)(x — 21) -+ (T — 1)
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que es, de hecho, el polinomio pg ., (x) construido por el método de Neville y, como conse-
cuencia, es el polinomio interpolador de f en las abscisas {zo,...,Zmn}; es decir que

¢; = flro,z1,...,z5] (j=0+m).

El método de las diferencias divididas de Newton, ademas de ser un interesante proced-
imento para el calculo explicito del polinomio interpolador, tiene la ventaja siguiente, que
comparte con los métodos de Aitken y de Neville: si se anaden més puntos de interpolacién,
puede aprovecharse todo el trabajo hecho. Para construir el nuevo polinomio interpolador
solo hace falta continuar el esquema de construcciéon de diferencias divididas y calcular los
nuevos coeficientes ¢ 41, 2, - - -, aprovechando asf todos los calculos previos.

Notamos también que c¢; es el coeficiente que acompana al término 27 del polinomio
interpolador p; de f en las abscisas xg, x1, ..., ; y, dado que el polinomio interpolador
no varfa al permutar éstas, tampoco lo hace ¢;; como consecuencia, la diferencia dividida
flzo,x1,...,2;] es una funcion simétrica de xg, x1, ..., ; (j = 0+ m). Por ejemplo:
flro, z1] = flx1, xo], flzo, x1,x2] = fla1, xo, 2], ete.

La formula (3.4) da una nueva expresion para el error de interpolacion

f(@) = pm(x)
= flzo,x1, s xm,zl(x —x0)(x —21) -+ (T — 1) (T — ) -

Si las abscisas de interpolacion xy (kK = 0+ m) y la propia x pertenecen a (a,b) y
f € C™*1(a,b), comparando la expresién anterior con (3.2), tenemos

_ ()
flro,z1,. ., om, 7] = W )
donde &(x) depende de x y pertenece a < g, T1,...,Tm, T >.

Cuando las abscisas en que se interpola son equidistantes (o sea, tales que las diferencias
ZTp+1 — Tk (K = 0+ m — 1) son todas iguales), la formula de interpolacion de Newton
admite una nueva expresion, usando operadores en diferencias finitas, que se presentara en
el capitulo siguiente.

3.1.4 Interpolaciéon de Taylor
Planteamiento del problema

Se trata de un nuevo tipo de interpolacién, conceptualmente diferente del anterior y que
se considerard més adelante como el caso limite de aquél cuando todas las abscisas de
interpolacion tienden a ser la misma.

Queremos ahora construir un polinomio que sea una buena aproximaciéon de una fun-
ci6on f, suficientemente derivable, en el entorno de una tunica abscisa xg. A tal efecto, lo
buscaremos de manera que no so6lo interpole a f en xg, sino también que sus derivadas
interpolen a las derivadas de f en xg, hasta un cierto orden n dado.

Mas concretamente, dada una funcién f, suficientemente derivable en g, buscamos un
polinomio p(z), de grado menor o igual que N, tal que

P (@o) = f9 (o) (j =0+n),
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donde f) y pl9) denotan las derivadas j-ésimas de las funciones f y p, respectivamente,
si j > 1, y donde tomamos f(© = fy p(® = p. Este es el problema de interpolacion de
Taylor.

Existencia, unicidad y error

Para estudiar la existencia, la unicidad y el error del polinomio interpolador, usaremos el
teorema fundamental del cdlculo:

e Si feCl(a,b)yx, 0 € (a,b), entonces
Fa) = fao) = [ 1(s) ds. (3.6)

La formula (3.6) nos resuelve el problema de interpolacion de Taylor de grado 0 de f
en x, siendo po(x) = f(xp) la tnica solucion.

Para f € C""!(a,b) y N = n, haciendo sucesivas integraciones por partes en (3.6),
se obtiene la solucidon del problema de interpolacién de Taylor, dada por la férmula de
interpolacion de Taylor

@) (4
pale) = flao) + fGao)e — o) + T (0 gy 4
(") (g

juntamente con la expresion integral del error de la interpolacion de Taylor

xT

Ra@) = f@) = pala) = o [ =57 D(s)as

0

n+1 1
= LB Pas gy i -, (39
para xo, * € (a,b). Esta ultima féormula asegura la unicidad de p,(x).

El polinomio py,, () soluciéon recibe el nombre de polinomio (interpolador) de Taylor de
grado menor igual que n de f en xg.

Dado que (z — s)™, considerada como funcién de s, no cambia de signo en < xg,x >,
puede usarse el teorema del valor medio para integrales:

e Si g1 y g2 son funciones reales definidas en [0, 1], tales que g; es continua y g2 no
cambia de signo, existe algun 7 € [0, 1] de manera que se cumple

/91 92 /92

Asi, podemos obtener la expresion de Lagrange del error de interpolacion de Taylor,
equivalente a (3.8),

()

(n+1)! A (3.9)

(x — x



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 156

donde {(x) €< xg,z > es generalmente desconocido.
OBSERVACION IMPORTANTE

El polinomio interpolador de Taylor puede ser considerado como un limite de poli-
nomios interpoladores en abscisas diferentes. Asi, si consideramos el polinomio interpo-
lador pp,(z) = pm(x; 0, ..., Tm) en m+ 1 abscisas diferentes xg, x1, ..., T, escrito segin
la formula de interpolacion de Newton (3.6)

pm($;$0,$1, e 7x77l) = f[.’L'()] + f[.’I?(],"I?l]("IT - J}O)
+flwo, 21, x2)(x — wo) (2 — 1) + - - -
+flzo, w1, .., 2m](x — z0)(T —21) - (T — 1)

resulta que el error de interpolacion en abscisas diferentes de la féormula (3.2) tiende a la
expresion (3.7), cuando zy tiende a xo (kK = 1+ m). Por lo tanto, si definimos

pm(xa Loy LOy - - - 7580) - x%%gpm(l’;x(}vxh cee ’xn) )
resulta que pp, (z; o, 0, - . ., o) = pp(x), donde py,(x) denota el polinomio interpolador de
Taylor de grado menor o igual que n = m. Por eso, definiremos también
oy F9 (o)
flzo, zo, ..., xo] = xigr}mf[xo,xl, co ] = -

EJEMPLOS

En la tabla 3.5 se dan ejemplos de polinomios de Taylor en xy = 0, con indicacién de
los restos R, respectivos, para diversas funciones definidas sobre los intervalos (a,b) que
se resefian. Es necesario hacer dos observaciones sobre la notacién usada en la tabla:

e ¢ representa una abscisa en el intervalo < 0,2 >,

e se ha utilizado

a) ala—1)--(a—j+1)
J J! '

En el problema 3.7 puede encontrarse la deduccién para algin caso de la tabla 3.5.
Otros ejemplos se encuentran en los problemas 3.8 y 3.9.

Desarrollo de Taylor

Mirando la expresion (3.9), nos damos cuenta de que (z — x9)""! es un factor de R, ()
i Frt ()

que va multiplicado por ED)!

de zg contenido en (a,b), si f € C""!(a,b).

Con el fin de expresar de otra manera este hecho, introduciremos las notaciones sigu-

y que éste estd acotado en cualquier entorno cerrado

ientes:
Dadas f y g, funciones definidas cerca de xq, diremos que f es del orden de g en g si
existen un entorno I de zg y una constante C' > 0 tales que

| f@) [<Clg() ],
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(a7 b) f(x) = pn(l’) + Rn(x)

(—1,1) (I4+z)t=1—a+ -+ (=D)ngn + (—1)nH1z"

11—z

«
n+1

xn—‘—l

«
(-1,1) (1+x)a:1+oz:1:+~-+<n>a:”+(1+5)n+1a

(—00,00) e =1+z+--+ I+ 2y
(—00,00) senx:x—g—?—k---i%?zp cosf’% (n senar)
(—00,0) cosle—%—i—-'-i%:F cosg(fl%gz)! (n parell)

2 n _ n+1
(—1,1) ln(l—i—x):x—%+...+(_1)n+1%+ (1+4¢) 1a;+1

Tabla 3.5: Polinomios interpoladores de Taylor y sus restos.

para todo x € I. En simbolos, escribiremos

f(x) =0(g(x)) (x = o) .
Diremos también que f es de orden menor que g en xg cuando

lim @:0.

z=w0 g(x)
En simbolos, escribiremos
f(z) =olg(x)) (z — x0) .
En nuestro caso, si f € C""!(a,b), podemos escribir

Ru(z) = O((x —20)""") (v = w0) ,
Ro(x) = o((z—w0)") (x— o) ;

157

(3.10)
(3.11)

estas expresiones indican que, dado n > 0 y un nimero € (que sera la cota del error permi-
tido en el calculo de f(x)), podemos encontrar un entorno I = (z¢ — 4§, 29+ 9) de 2o donde
el error cometido al considerar p,(z) en lugar de f(z) es menor que e. Observamos que,
sobre este intervalo I, puede ser mucho més econémico evaluar p,(z) (sumas y productos)

que evaluar f(x).

Por el hecho de cumplirse la relacion (3.11), se dice que los polinomios interpoladores
de Taylor forman un desarrollo asintético, cuando x — g, concepto que serd tratado en

el apartado 4.3.1.
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En los ejemplos de polinomios interpoladores de Taylor dados en la tabla 3.5 se observa
que
Jim R,(z) =0 Vx € (a,b) .

Esto quiere decir que, fijado z € (a,b), podemos obtener una aproximacion de f(z)
por un polinomio interpolador de Taylor p,(x) tan buena como queramos, tomando n
suficientemente grande. Las funciones con esta propiedad reciben el nombre de funciones
analiticas en el intervalo (a,b).

Estas funciones satisfacen

o) = Jim >
=0

(4) ;
¥ Jj(!a:o) (z — x0)! Vz € (a,b)

que también suele escribirse como

o i
FY9) (o) ;
F@) =3 I - )T Vo€ (ah)
=0 I

La sucesién de estos polinomios se llama también desarrollo en serie de Taylor de f en
un entorno (a,b) de xy. Este concepto de serie sera estudiado en el apartado 4.3.1.

Siguiendo esta terminologia, el polinomio de Taylor de grado menor o igual que n recibe
también el nombre de desarrollo de Taylor de orden n.

Es necesario observar que no todas las funciones indefinidamente derivables en un punto
son analiticas. Por ejemplo, la funcién

L) = e_w% (x #0)
L st

es indefinidamente derivable, pero satisface fU)(0) = 0 (j > 0), con lo cual R,(z) =
f(z) Vz € R (n > 0) y, por lo tanto, no es analitica en z¢ = 0.

Finalmente, destacamos un criterio muy elemental para acotar R, (z), el criterio de
alternancia de los restos:

e Si R,y (x)Ry+1(x) <0, entonces f(z) €< pp(z), pnt1(x) >y, por lo tanto,

‘f(n+1)(x0)
‘Rn(zc) ’S W

esto es, el error es menor que el primer término despreciado.

3.1.5 Interpolaciéon de Hermite
Planteamiento del problema

Sean (zg, fr) (k = 0+ m) m + 1 puntos conocidos de la grafica de f(z) y supongamos
también conocidas sus pendientes f;, = f’(zx) (k = 0+m). Se plantea la cuestion siguiente:
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;existe algin polinomio p de grado menor o igual que N = 2m + 1 (ya que con 2m + 2
condiciones podemos aspirar a determinar 2m + 2 coeficientes) tal que

play) = fr, P(xr)=fi (k=0+m)?

Este problema de interpolacién, en el que se busca un polinomio cuya grafica no sélo
pase por unos puntos dados, sino que también pase por ellos con unas pendientes determi-
nadas, se llama problema de interpolacion de Hermite.

La respuesta a la cuestion planteada anteriormente es que existe un tinico polinomio con
las caracteristicas exigidas; se llama polinomio interpolador de Hermite y lo denotaremos

POT P2im+1(T).
Expresion del polinomio interpolador de Hermite y de su error
Dicho polinomio admite una expresién explicita analoga a la dada por el método de La-

grange en su caso,
m m

Pemr1(x) = Z fi®i(x) + ) fivi(x) ,

con

Oi(x) = (1—2i(w)(x —z:)l (),
Vi(z) = (z—2)lf(z) (i=0+m),
donde [;(x) (i = 0 +m) son los polinomios de Lagrange que aparecen en (3.3).

Los polinomios ®;, ¥; (i = 0 <+ m) se llaman polinomios bdsicos de la interpolacion de
Hermite porque cumplen:

Con el fin de valorar el grado de aproximacién del polinomio a la funcién, se dispone de
una expresion del error en el caso de que f sea 2m + 2 veces diferenciable con continuidad
sobre un intervalo [ tal que z € I (k=0 m):

(2m—+2)
f(x) = pamr(z) = W(ﬂf - xo)Q(fE - 3101)2 (- a:m)2
para z € I y donde §(x) €< @0, x1,...,Tm, T >.

Interpolacion de Hermite generalizada

La interpolacién de Hermite puede generalizarse al caso en que conocemos la funcién f en
las abscisas xp (kK = 0 <+ m) con mas “profundidad", aunque esta “profundidad" no sea la
misma en todas ellas.
Asi, dadas estas abscisas, diferentes dos a dos, y derivadas sucesivas de la funcién f en
ellas
zr , f9x) (G=0+ng) (k=0+m),
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existe un tinico polinomio py de grado menor o igual que

m
N:an+m
k=0

tal que ‘
P9 (2r) = fD(zy) (j=0+ng) (k=0+m).

Por lo que se refiere al error en este caso, puede decirse que, si f € CV*l(a,b) y
xr € (a,b) (k=0+m), se cumple

o f(NJrl) (5([1})) no+1 ni1+1 Nm+1
@) = (o) = T e =0 o =) o = )
para x € (a,b) y &(x) €< xg,1,...,Tm,x > (véase el problema 3.13).

Método de las diferencias divididas generalizadas

A pesar del innegable interés tedrico de la expresiéon que se ha dado para el polinomio
interpolador de Hermite, en la préictica y atendiendo a razones de comodidad, se usa para
su calculo una generalizacion del método de las diferencias divididas de Newton en la que
el esquema triangular se construye de la manera siguiente:

1. En la primera columna se colocan los valores flx;] = f; (i = 0+ m) de manera
que cada uno aparezca dos veces consecutivas: f[zo], f[zo], flz1], flz1], -, flzm]s

2. Al construir la segunda columna, la aparicion de abscisas repetidas no nos permitira
usar la definicion habitual de diferencia dividida para el calculo de f[z;, x;] (1 =
0+ m). En este caso, usaremos el hecho de que:

flzi,zi] = [l ar] = () = f{ (i=0+m) .

3. La construccion de las deméas columnas no comporta ya méas problemas. Asi, ob-
tendremos un esquema triangular como el de la tabla 3.6, donde las cantidades
subrayadas son datos.

Fl polinomio interpolador de Hermite serd entonces

p(x) = flxo] + flzo, o] (z — x0) + flx0, T0, 21](x — 20)?
+flxo, xo, 1, 21]( — xo)Q(a: — 1)+

+fl20, Z0, - -+ s T, To] (. — 20)% -+ (& — 1) (2 — 1)

Finalmente, es necesario decir que lag diferencias divididas generalizadas pueden ex-
tenderse también para ser aplicadas al célculo del polinomio de interpolacién de Hermite
generalizada (véase el problema 3.12).

Para ilustrar el proceso que se acaba de describir damos el ejemplo siguiente.
EJEMPLO
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zo | flzo] = fo
f[ﬂUo, JCD] = fé
zo | flzo]l = fo flzo, o, 1]
f[x()»ml] f[$07$07x1,x1]
T f[l’l] = fl f[$0,$1,-rl]
fle, @] = fi ;
oy | fle = fi '

Tabla 3.6: Diferencias divididas generalizadas.

Buscamos un polinomio de tercer grado cuya grafica pase por los puntos (1,3) y (2, 2)
con pendientes respectivas 1 y 4.

En este caso: m=1,z0 =1, 21 =2, fo =3, fi =2, fy =1y f{ = 4. Tendremos el
esquema de la tabla 3.7 y el polinomio interpolador de Hermite

pz) = 3+1(x—1)=2x—-1)?+7x—-1)*(z-2)
= 72° —302% + 402 — 14 .

z0=1| flzo] =3

f[l‘o,$0] =1
Xo = 1 f[ro] =3 f[on,.To,J,’l] = -2

f[xo,xl] = -1 f[xo,xo,xl,xl] = 7
X1 = 2 f[.’[l] =2 f[:ro,xl,xl] =5

f[l’l,Il] =4

X1 = 2 f[l‘l] =2

Tabla 3.7: Ejemplo de diferencias divididas generalizadas.

3.2 APROXIMACION DE FUNCIONES

3.2.1 Introduccién al problema general de aproximacién

Todo el calculo aproximado de funciones desarrollado en la seccién anterior ha estado
basado en la interpolacién como herramienta fundamental; destaquemos las ventajas sigu-
ientes:

e El polinomio de interpolacion es facil de calcular y se dispone de una férmula explicita
para el error de interpolacién que permite estimar los errores cometidos.

e Es muy util para generar formulas de derivacién, integracion, etc. de funciones, tal
como se verd en el capitulo siguiente.
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e Es especialmente apropiada para el calculo con funciones dadas por tablas; es decir,
para funciones bien conocidas sobre conjuntos discretos de abscisas, quizas equies-
paciadas, donde el error de redondeo de los valores de las funciones es menor que el
error propio de interpolacion.

Ahora bien, el proceso de interpolacién presenta diversos problemas en otros casos
de célculo de funciones, sobre todo cuando nos encontramos en situaciones totalmente
diferentes de las del parrafo anterior:

e Si tenemos un conjunto discreto de valores (zx,yx) (K = 0+ m) que tienen errores
de redondeo apreciables, no es conveniente encontrar el polinomio de grado menor
o igual que m que interpole exactamente todos estos valores, ya que el caricter
“oscilante" (con diferentes méximos y minimos) del error de la interpolacion puede
provocar que el polinomio interpolador sea muy diferente de la funcién interpolada
fuera de las abscisas de interpolaciéon. Para disminuir el efecto de los errores en las
m + 1 abscisas, se puede intentar hallar un polinomio p, de grado menor o igual n,
con n < m, tal que los errores

ek = Yk — Pn(zx) (K =0-+m)

sean nulos. Si n < m estamos ante un problema sobredeterminado; es decir, con
més ecuaciones que incognitas y, por lo tanto, sin solucién en general. De hecho, lo
modificaremos imponiendo que los errores e sean tan pequefios como sea posible en
algin sentido que determinaremos mas adelante. Este proceso recibe el nombre de
aprozimacion polinomial. Si, por diversas razones, quisiéramos “aproximar" los datos
no necesariamente por un polinomio sino por una funcién f, de un tipo dado como

fn(a:) = a0@0($> +-+ an@n(x) s

nos encontrarfamos ante un problema totalmente similar, si n < m: encontrar los
parametros ag, ..., a, de manera que los errores

er = en(zr) =y — fulzr) (E=0-+m)
sean tan pequenos, en algin sentido, como se quiera.

e Un caso opuesto al anterior se da cuando tenemos una funcién f que se conoce para
todo z de un intervalo I y queremos tener una manera eficiente de calcularla. El
procedimento estandar de generaciéon de tablas y interpolacién no es adecuado en
una calculadora o en un ordenador, por razones de memoria y eficiencia de calculo, y
conviene disponer de otra expresion calculable (un polinomio, una funcién racional,
etc.) o expresiones f,, de manera que la funcidn error de aprozimacion

en(r) = f(x) — fu()

sea suficientemente pequena sobre I. Si f,,(z) = p,(z) (polinomio de grado menor o
igual que n) nos encontramos de nuevo con el problema de aproximacion polinomial.
En general, la aproximaciéon buscada tiene la forma

fn(x) = Fn(a0> ceey O, (PO(x)v cee 790n(x)) s
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pero muy frecuentemente se toma
fn(@) = aopo(x) + -+ + anpn(z) |

donde g, ..., ¢, son funciones dadas, facilmente calculables. El problema se re-
duce entonces a encontrar los pardmetros ag, ..., a, para que la funcién error de
aproximacion e, (x) sea tan pequenia como se pueda en algin sentido determinado a
priori.

Podemos ahora enunciar el problema general de aprorimacion: dado un conjunto I de
abscisas de aprozimacion y unas funciones bdsicas ¢; (j = 0+ n) definidas sobre I; para
cada funcién f definida también sobre I, hace falta buscar

fn(x) = aO‘PO(x) e an@n(x)

de manera que la magnitud del error de aproximacion e,(x) = f(z) — fn(x) sea lo mas
pequena posible.

Asi, para tener totalmente determinado un problema de aproximacién, es necesario
especificar el conjunto I de abscisas de aproximacion, las funciones basicas y la forma de
medir la magnitud de las funciones de error.

El conjunto I de abscisas de aproximacion

Si I es finito (I = {zg,...,Tm}), hablaremos de aprozimacion discreta; y, si I es un
intervalo de extremos a y b (a < b), hablaremos de aprozimacion continua. Dar una funcion
f sobre un conjunto finito I = {xo, ..., =y} equivale a dar y = f(xx) (k =0+ m).

Las funciones basicas

Las funciones ¢y, . .., ¢,, definidas sobre I, pueden escogerse de diversas maneras. El tipo
de funciones escogidas dependera, como en el caso de la interpolacion, de las “sospechas"
que tengamos respecto al comportamiento de f. Si f expresa algin fenémeno periédico,
convendrd escoger entre lag funciones trigonométricas: por ejemplo,

wo(z) =1, @i(x) =senxz, @a(x)=cosxz, ..., pas(x)=cos2sx,

donde n = 2s y hablaremos de aproximacion trigonométrica. Si f responde a un com-
portamiento polinomial, escogeremos cada ¢;(x) = pj(x) entre los polinomios de grado j
(j = 0+ n) (tomando, por ejemplo, ¢;(x) = 27, aunque esta elecciéon no serd siempre la
més adecuada) y hablaremos de aprozimacion polinomial. El conjunto F,, de funciones f,

que pueden ponerse como combinacién lineal de las funciones basicas g, ..., ©n
n
fu(z) = Zajgpj(x) , vel,
=0

se llama también espacio vectorial generado por las funciones @q, ..., pn. Otros tipos de
aproximaciones, que no son lineales en los parametros ay, ..., a,, como son la racional y
la exponencial, no seran tratados aqui.
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Medida de la magnitud de las funciones error: normas funcionales

La magnitud de la funcion error de aproximacion e, (z) = f(x) — f,(z) en I puede también
ser considerada de diferentes maneras.
En el caso discreto, e, consta de m + 1 valores

ex = en(zk) = f(zk) — fulzr) (k=0+m),

y medir e,, equivale a medir el vector (m + 1)-dimensional de componentes e (k = 0-+m),
por medio de las normas introducidas en el apartado 2.1.2. Las dos normas més usadas
para medir la aproximacién son:

e la norma euclidea

m ) 1
lells = (z sl ) |
k=0

e la norma del mdzimo
lelloo = max lex|
k=0-+m

Cuando quiere darse una importancia diferente a los errores ey, se introducen unos pesos
positivos wy, (k = 0 = m) y pueden definirse la norma euclidea y la norma del mdzimo
ponderadas, respecto a esta coleccion de pesos w = {wg b x=0-m:

1
m 2
Henm:(l;)wkrekﬁ)  Nelloow = max wy feg] -

En el caso continuo, suponemos I = [a, b] y, para cada funcion e definida en el intervalo
1, definimos:

e la norma euclidea

b :
lell2 = ( / \e(x)\zdx> ,

lelloe = maxe(z)]

e la norma del mdzimo

Se puede comprobar que las definiciones anteriores cumplen las propiedades de norma
sobre el conjunto C([a, b]) de funciones continuas en el intervalo [a, b].

Anélogamente al caso discreto, dada una funcién peso w € C([a,b]) tal que w(z) > 0
sobre I, pueden definirse:

e la norma euclidea ponderada

b 3
lella. = ( | w@ |e<:c>|2> ,
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e la norma del mdrimo ponderada

lelloes = maxe(z) | w(z)

También se admitirdn algunas funciones peso e intervalos singulares como pueden ser:
w(x) = \/11_7 en [-1,1], w(z) = e~ en [0,00) y w(z) = e~ en R.

Tanto en el caso discreto como en el continuo, hablaremos de aprozimacidon por minimos
cuadrados cuando la eleccion de los parametros se haga para minimizar una norma euclidea.

En el caso de minimizacién de normas del maximo, hablaremos de aprozimacion minimaz.

3.2.2 Aproximacién por minimos cuadrados
Definicién del problema

Consideramos un conjunto I de abscisas de aproximacién y unas funciones bésicas ¢;
(j = 0+n). Para cada funcion f definida sobre I, buscamos f;: € F,, (el espacio vectorial
generado por aquellas) de manera que || f — f;}||2 sea minima en F,; es decir,

If = fallz= Juin If = fallz

donde || |2 = |l2,w representa aqui cualquiera de las normas euclideas:
a) en el caso discreto, I = {xzg,...,Tm} v, si e = (eg,...,em),

m ) 1
lellz = (z we lex ) |
k=0

donde w = {wy, ... wy,} es una coleccioén de pesos positivos;
b) en el caso continuo, I es un intervalo de la recta real de extremos a y b,

el = ([ o)t as)

donde w(z) > 0 es una funcién peso sobre I.

Productos escalares asociados

La propiedad fundamental de las normas euclideas es que provienen de sendos productos
escalares:
a) en el caso discreto:

m
(u,v) = Z WEURVE (3.12)
k=0
b) en el caso continuo:

b
(u,0) = / w(@)u(z)o(z)de ; (3.13)

en el sentido que se cumple, en ambos casos,

lell = (e,e) -
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Dichos productos escalares satisfacen las propiedades de definicién:

i) (u,u) >0y (u,u) =0siy solosiu=0;

ii) (u,v) = (v,u);

iil) (a1ug +ague, v) = ag(u1,v)+as(uz,v), para funciones uy, uz, u, v sobre I y nimeros
reales a1, as cualesquiera.

La introduccién de estos productos escalares proporciona un procedimiento geométrico
de resolucién del problema que vendra sugerido por el siguiente caso particular.

Caso particular e interpretacion geométrica

Si I = {xo,x1, 22}, una funciéon real u sobre I viene dada por tres valores reales u =
(ug,u1,uz), donde ux = u(xg) (k = 0,1,2); si ademas wy = w; = we = 1, dadas dos
funciones u, v sobre I, su producto escalar coincide con el producto escalar habitual sobre
RS

(u,v) = ugvg + u1v1 + U2z .

Identificaremos, de ahora en adelante, las funciones sobre I con vectores de R3.
Consideramos como espacio de aproximacion el subespacio V; generado por dos vectores
v(® v de R3, supuestos linealmente independientes,

V) = {aov(o) + alv(l), ap, a1 € R} ;

Dado un vector y € R?, el problema de aproximaciéon por minimos cuadrados se reduce
a encontrar v* = ajv® + afoM tal que

ly —v*ll2 = min |y —vfa = min_|ly — agw® — ap®]; .
veEVL ag,a1€

La representacién grafica de la figura 3.1 nos indica que v* viene caracterizado por la
propiedad de proyeccion ortogonal que asegura que y — v* es un wector ortogonal a todo
elemento de Vi; esto es,

(y—v*0)=0 Yoe ;.

En efecto, por el teorema de Pitagoras, al ser y — v* ortogonal a v — v* € V),
ly = vl = lly = o3+ lo = o*[5 = lly — "3 ,
y, por lo tanto, si (y —v*,v) =0 Vv € V,

_n* — 1 — .
ly —v*|l2 ggi\ly vl|2

Ecuaciones normales

Volviendo a nuestro problema general, sea f; una funcién sobre I tal que

(f = fai f) =0 Vfn € F, (3.14)

tenemos

If = Fall3 = (F = for f = Su) = (F = fr+ S = o f = fr 4 S = F)
= (P =420 = fo fo= )+ (F2 = fus £ = F)
If = fallz + 11£5 = fall2
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| V1

Figura 3.1: Proyeccién ortogonal de y sobre V.

y, por lo tanto, ||f — full2 > ||f — fill2, st fn # [ es decir, f es la tnica funcion de F,
que satisface la condicién de aproximacién por minimos cuadrados

If = fallz= Juin. If = fall2 -

Dado que F, esta generado por ¢; (i = 0-+n), la condicion (3.14) equivale al hecho de
que los coeficientes aj (j = 0+n) de f; en

n
(o) = Y ases(a)
j=0
satisfacen las llamadas ecuaciones normales:
n
Z vispi)as = (i, f) (i=0+n). (3.15)
Este sistema puede escribirse, en forma matricial, como
Aa* =1b,
donde A = ((¢i, ¥j))i,j=0+n, a* = (a;’)j:0+n y b= ((©i, f))i=0:n-

La matriz A es semidefinida positiva; esto es, simétrica y para cualquier vector a =
T
(ap a1 ... ap)

)

n n n
a'Aa = (Z ajs%zazw) =1> ajeil5 = lfull3 20,
=0 1=0 =0
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donde f,, viene dada por
fn(x) = ZanOj(ﬂf) :
=0

Esta misma relaciéon nos demuestra que, si las funciones ¢; (j = 0+n) son linealmente
independientes, det A # 0y viceversa: las ecuaciones normales (3.15) tienen soluciéon unica
para cualquier f siy sélo si las funciones ¢; (j = 0 + n) son linealmente independientes.

Ejemplo: recta de regresion

Tenemos un conjunto de datos (xg,yx) (K = 0+ m), con m > 2, correspondientes a dos
variables z, y y sospechamos que satisfacen una relacion lineal del tipo y = f1(x) = ap+ajz,
bien porque la representacion grafica de la nube de puntos en el plano asi nos lo sugiere,
bien por otras consideraciones aportadas por el contexto del problema real tratado.

A causa de los errores en los datos o porque el modelo lineal y = ag + a1x no se ajusta
suficientemente a la nube de puntos, no encontraremos una recta que una todos los m + 1
puntos, y nos tendremos que conformar con la recta que pase “mas cerca de todos los
puntos".

En la aproximacién por minimos cuadrados, se impone que sea minima la suma de los
cuadrados de las desviaciones dy, =y, — ap — a1xg (K =0-+m):

> di .
k=0

Este es un problema de aproximacion discreta, con I = {g,..., 2y} vy las funciones
basicas ¢o(z) = 1, ¢1(z) = z, en el que hemos supuesto que todas las abscisas eran
igualmente importantes y hemos tomado por ello todos los pesos iguales a 1 en el producto
escalar; esto es

m
(u,v) = Z ULV -
k=0
Las ecuaciones normales
(0, 00) (0, 1) ag \ _ [ (o, [)
(p1,%0) (p1,91) aj (1, f)
forman el sistema lineal de dos ecuaciones y dos incognitas:
m+1 > plgk ag \ _ [ Dk=oYk
2ke0 Tk k=0 xi ay 2 k=0 TkYk

La solucién de este sistema es:

* Ty — T Y
“T S
T° -7
* —
ay = Yy—ax,
donde la barra indica la media:
1 m 1 n

f:m§$k7 ?:mgyky



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 169

1 m
= E k Ty TrYk -
m—i—l m+1k:0

En particular, observamos que el punto medio (T,7) pertenece a la recta buscada y =
aj + ajZ. Teniendo en cuenta este hecho, podemos buscar la recta y = ap + a;z en la
forma alternativa y = co + c1(z — T) = cotho(x) + c1¢1(z), donde claramente a3 = ¢;
y ap = ¢p — 1T; esto es, tomando o(z) = 1y Y1(x) = ¢ — T como funciones bésicas
del espacio vectorial P; de los polinomios de grado menor o igual que 1. Las ecuaciones
normales son entonces

(to,%0)  (Y0,%1) 5\ _ @Wof)
(Y1, %0)  (¥1,%1) i (41, f)

m

(wl’wo):Z(fﬂk—f)'l:ixk—(erl)f:o,

k=0 k=0

Dado que

las ecuaciones normales quedan reducidas al sistema diagonal

<m+1 0 ><c3>_< S Uk )
0 Sio(zy — )2 a Yh—olze —ZT)yr )

Usando
m m
e —DY=7Y (x2x—T)=0,
k=0 k=0
obtenemos ( )
cov(z,y
al =cf = ap=ch —cT=79—alx
1 1 cov(z, z) y Qg 0 1 Yy 1
donde
1 m
co = e -7
v(z,y) 1 k::O(xk T)(yr — 7)

recibe el nombre de covariancia de las variables ¢ e y, y

cov(z, ) = o%(z) = L Z(:}:k —7)?

recibe el nombre de variancia de la variable x; o(z) se llama desviacion tipica o estdndar
de la variable x.

Es necesario observar que se dispone de dos expresiones mateméticamente equivalentes
para la pendiente a] de la recta buscada, pero no numéricamente equivalentes, ya que en
general habréd cancelaciones mas importantes en la primera.

Tomando ahora y* = (yg,...,y;,) donde y} = af + ajzi (k = 0+ m), si continuamos
pensando firmemente que los puntos (x, yx) (K = 0+ m) deberian estar sobre una recta,
de la que se han “escapado" por errores en los datos, podemos hacerlos “regresar" a la recta
y = aj + ajx admitiendo ahora como puntos validos los puntos (zx,y}) (k = 0+ m). Es
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por esto que la recta y = ajj + ajz encontrada recibe el nombre de recta de regresion. Es
claro que esta regresion serd més valida cuanto menor sea

m m
A= (v =lly—yll5 -
k=0 k=0
En términos de la variancia de y, tenemos
1 & ly — 93
20N+ _p2= Y Yla
U(y)—erlI;)(yk D=

Usando la propiedad de ortogonalidad de y — y* respecto a y* — g

ly =73 = lly = y*[I3 + ly" — 73 .

obtenemos I ‘12
2 Y—Y 2 2/,
o =249 .
W) =" (")
La regresion serd, pues, mas fiable cuanto més cerca de 1 sea el cociente

o(y) _ Iy — 7l

ow) vl

o) covla,y)
Yoly) ~ o@oaly)

Pzy =

llamado coeficiente de regresion. Si pgyy no estd cerca de 1, la nube de puntos no se
distribuye como una recta y serd necesario recurrir a otros tipos de aproximacién no lineal
para ajustarla.

3.2.3 Resolucion de las ecuaciones normales

Una vez reducido el problema de aproximacién por minimos cuadrados, es necesario resolver
las ecuaciones normales asociadas

Aa* =b

donde A = (ai;) con a;; = (@i, ¢;) (i,j = 0+n), a* = (a5 ... a
b= (i, f) (i = 0+ ).

Dado que A es definida positiva, si las funciones ¢; (j = 0+ n) son linealmente inde-
pendientes, un método especialmente adecuado es el de Cholesky (véase el apartado 2.2.3),
que consiste en factorizar A en la forma LDL"T o LL' con L,L matrices triangulares
inferiores, y que requiere %3 + O(n?) operaciones.

El trabajo preliminar de construccion de las ecuaciones normales requiere generalmente
%p(n + 1)(n + 4) operaciones, donde p es el numero de operaciones necesarias para cada
producto escalar que normalmente serd mayor que n + 1: en el caso de la aproximacién
discreta, p=m+1>n+1, si I consta de m+ 1 elementos; en el caso de la aproximaciéon
continua, es necesario calcular las integrales

y b = (b;) con

[ e
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Destacamos que la mayor parte del calculo correspondera a la formacién de las ecua-
ciones normales (3.15). Ahora bien, esta parte del calculo estd fuertemente condicionada
por la eleccion de las funciones basicas de F,,. En general, deberemos calcular todos los
productos escalares posibles. Conviene también tener en cuenta que la matriz A puede
estar mal condicionada como consecuencia del hecho de que las funciones ¢; (j = 0+ n)
sean “poco independientes" desde un punto de vista numérico.

En caso de usar una base de funciones v; (j = 0=+ n) ortogonales (esto es, (¢;,1;) = 0,
sii# j,y (i, 1) > 0), el sistema (3.15) es diagonal (véase, por ejemplo, el problema 3.15).
Los coeficientes ortogonales ¢j (j = 0+ n) de la aproximaciéon por minimos cuadrados

fi(@) = ()
j=0

se obtienen, de forma inmediata, haciendo

o bi_ Wi ) (j=0=+n).
az; (5, )

Dada la simplicidad de estas expresiones, los métodos de resoluciéon estandar de las
ecuaciones lineales (3.15) estan basados en la ortogonalizaciéon de las funciones basicas ¢;
( = 0+ n); es decir, en la expresion de las ecuaciones normales en una base de funciones
ortogonales.

A continuacién veremos como se realizan estos procesos en cinco tipos de aproximacion
por minimos cuadrados.

e Aproximacion discreta: métodos de ortogonalizacion de Householder y de Gram--
Schmidt.

Sistemas lineales sobredeterminados: se reduce al caso anterior.

e Aproximacion general: ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
e Aproximacion polinomial: polinomios ortogonales.

e Aproximacion trigonométrica: polinomios trigonométricos ortogonales, interpolacion
trigonométrica.

Caso de aproximacién discreta: ortogonalizacion de Householder y de Gram-
Schmidt

Si consideramos una aproximacion por minimos cuadrados ponderada con los pesos wy > 0
(k =0+ m), tenemos:

ai; = (@i p5) = > wrpi(r)p;(zy) (3,5 =0+n)
k=0

bi = (¢i, f) = iwk%(wk)f(ﬂ?k) (i=0+n);
k=0
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entonces podemos escribir la matriz A de las ecuaciones normales en la forma
A=M"WM

v el término independiente b en la forma
b=M"Wy,

donde M = (my;) es una matriz (m+1)x(n+1) con my; = ;(xx) (k= 0+m) (j = 0+n),
W = (wg) es la matriz diagonal (m + 1)x(m + 1) formada por los pesos wy (k=0+m) e
y = (yg) es el vector de m + 1 componentes con y, = f(x) (kK =0+ m).

Las ecuaciones normales se escriben, en forma matricial, como

M"WMa* =M "Wy , (3.16)
sistema, que tiene solucién tnica si los vectores

(pj(0) . @j(zm))" (j=0+n)

son linealmente independientes; esto es, si el rango rgM de la matriz M es n + 1 y nece-
sariamente m > n.

Suponemos primeramente que W = I,,,11; es decir que todos los pesos son la unidad.
Entonces, el sistema (3.16) queda de la forma

M™Ma*=M"y . (3.17)

Se exponen a continuacién dos métodos que, siguiendo las indicaciones del apartado 2.2.4,
permiten encontrar la factorizacion QR (generalizada) de la matriz M y reducir asi las
ecuaciones normales a un sistema triangular superior (véase el problema 3.18).

a) Método de ortogonalizacion de Householder

Se halla una matriz ortogonal (m + 1)x(m + 1) P, formada por composicion de n
matrices de Householder: P = P,P,_1--- P, de manera que

o (R In+1
e () B

con R matriz (n + 1)x(n + 1) triangular superior, regular si rg M = n + 1. En este caso,
RT es regular y, si llamamos Py al vector formado por las n + 1 primeras componentes de
Py, tenemos que el sistema (3.17) es equivalente al sistema triangular (n + 1)x(n + 1)

Ra* = Py . (3.18)

b) Método de ortogonalizacion modificado de Gram-Schmidt

Sirg M = n + 1, se hallan una matriz (m + 1)x(n + 1) Q, tal que Q'Q = D con D
matriz diagonal (n + 1)x(n + 1), y una matriz (n + 1)x(n + 1) R, triangular superior con
elementos diagonales rj; = 1 (j = 0+ n), de manera que M = QR. El sistema (3.17) es
entonces equivalente al sistema triangular (n + 1)x(n + 1)

Ra*=D7'QTy . (3.19)
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Notese que no es necesario construir las ecuaciones normales (3.16), sino que puede
obtenerse directamente uno de los sistemas triangulares superiores (3.18) y (3.19) (véase
el problema 3.18).

Remarcamos la conveniencia de usar pesos no iguales para dar méas importancia a
algunas ecuaciones respecto a las demas. El caso de pesos no iguales a 1 se reduce al caso
que se acaba de ver tomando el sistema Mja = y; con M; = VWM e y1 = VWy, que
equivale a multiplicar la ecuacion k-ésima por el nimero /wy (k = 0= m).

Caso de sistemas lineales sobredeterminados

En el apartado anterior, hemos encontrado a* = (af ... a;ﬁ)T de manera que, para
cualquier otro a = (ag ... ap)', tenemos
2 2
m n m n
Yo flan) =D aGei(an)| <D0 | flaw) =D ajei(xr)
k=0 j=0 k=0 j=0

Recordando que y, = f(zr) (k =0+m)y my; = @j(xr) (K =0+m) (j =0+n),
vemos que a* es la solucién del problema de minimizacién

ly = Malls = min, 1y~ Mallz
ac

Consideramos ahora el problema siguiente: dada una matriz M con mg filas y ng
columnas y un vector y de mg componentes, encontrar a de ng componentes solucién del
sistema,

Ma =y . (3.20)

Si mo > ng, este sistema, en general, no tiene solucion: hay mas ecuaciones (mg) que
incognitas (ng) y recibe el nombre de sistema lineal sobredeterminado. Siguiendo la linea
de este capitulo, podemos intentar encontrar un vector ¢* € R™ que minimice la norma
euclidea de y — Ma:

ly = Ma*||2 = min |[ly — Mall
acR"0

que corresponde al problema (3.19) y equivale, por lo tanto, a resolver las ecuaciones
normales
M"Ma*=M"y .
Estas ecuaciones tienen solucién tnica si y s6lo si rg M = ng < myg y son, en este caso,
equivalentes a (3.18) y (3.19).
Para dar més importancia a algunas ecuaciones de (3.20) respecto a las demas, se puede

introducir una matriz de pesos positivos W diagonal en la norma euclidea, tal como ha
sido tratado al final del apartado anterior.

Caso de aproximacién general: ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Si tenemos una base de funciones ¢; (j = 0+ n) de F,, el método (clasico) de ortog-
onalizacién de Gram-Schmidt proporciona un algoritmo para el cilculo de una base de
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funciones ortogonales v; (j = 0+ n) de F,, planteando sencillamente una factorizacion

QR:

wo(z) = rootpo(x) ,
p1(x) = roro(z) + (),

: (3.21)
Spn(-r) = 7"OTL"#O(:U) + 7"1n¢1 (55) +...+ rnn@bn(l') )
0, equivalentemente,
oo Tol t Ton
i1 - Tin
(po(z) ... enlz)) = (dolz) ... Yn(z)) . 7 (3.22)
T'nn
que se resuelve por substituciéon hacia adelante:
Yo(x) = wo(z) , do= (Yo,%0), 700 =1;
j—1
¥j(x) = @j(@) =Y rijhi(x) , dj = (5, ¢5) (3.23)
i=0
Tij = (%c:l%) (i=0+75-1), rjy=1 (j=0+n).

Notamos que la matriz R = (r;;) asi obtenida es triangular superior con la diagonal
llena de unos, ya que hemos supuesto ¢; (j = 0+ n) linealmente independientes.
Introduciendo ahora

9y =

Vi oo

V (W5, 95) V4

Fij = Vdir; (0<i<j<n),

obtenemos otro sistema triangular. Las funciones ¢; (j = 0 <+ n) forman una base de
funciones ortonormales:

y la matriz triangular superior R = (74;) tiene elementos positivos en la diagonal, no
necesariamente unitarios,

P = \Jdi = /(5. 05) (G=0+n) .

En cualquiera de estas dos bases de funciones ortogonales, las ecuaciones normales (3.16)
son diagonales y, por lo tanto, resolubles inmediatamente.

Este método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se aplica tanto en el caso de aprox-
imacién continua como discreta. En este altimo caso, es matematicamente equivalente al
de ortogonalizaciéon modificado de Gram-Schmidt, aunque no numéricamente.
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En efecto, si tenemos un problema de aproximacién discreta sobre un conjunto I =
{z0,...,2m}, escribiendo el sistema triangular (3.22) para las abscisas del conjunto I,
obtenemos el sistema

M=QR,

donde las matrices M = (my;) = (¢j(zr)) v @ = (qr;) = (¥j(xx)) son de dimension
(m+ 1)x(n + 1) y R es una matriz (n 4+ 1)x(n + 1) triangular superior. Entonces, la
condicion de ortogonalidad

(i, ) = Z wppi () (vr) = d;ds; (4,5 =0+n)

k=0

equivale a

Q'WQ=D,

donde W = diag(wo, ..., w,) y D = diag(do, . .., dmn).

Si los pesos son todos iguales a 1, el método clasico de Gram-Schmidt (3.23) proporciona
una factorizacion QR (generalizada) de la matriz M de dimension (m + 1)x(n + 1) con @
de dimension (m + 1)x(n + 1) tal que Q'Q = D y R triangular superior con unos en la
diagonal. En cambio, la factorizacién con @j; 7i; da lugar a una factorizacion A = Q'R
con QTQ = ntl ¥ R triangular superior con elementos positivos en la diagonal: 7;; > 0.

Este método clasico presenta problemas si las funciones iniciales ¢; (j = 0+ n) son
“poco independientes”. En tal caso, los coeficientes de la matriz R pueden ser grandes y
la férmula

j—1
Ui(x) = @j(z) = > rijti(x)
1=0

puede presentar problemas de cancelacion. Ello puede provocar que la funcion 1); calculada
numéricamente no sea suficientemente ortogonal a las funciones anteriores ¥; (i = 0+j—1)
(j=0+n).

Observando que el valor (¢;, ;) no cambia si ¢; es modificado por

) i—1
P =i =S by (i=0+j-1)
=0

e imponiendo que Hgog-Z)H sea minima, se obtiene by = 15 (I =0+ j — 1) . Para evitar las
cancelaciones se recomienda tomar

. i—1
o =0 =3 by
=0

0, de manera recursiva,
0 .
905):%- (j=0+n),
i+1 j . .
(Pg.““ ) zgpgz) —rijthy (J=i+1+n) (i=0+n).
Se obtiene asi el método de ortogonalizacion modificado de Gram-Schmidt

P = (j=0=+n),
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vilz) = (@), di = (i)

(@5, 4i) S 0

d: v Py @; —rijthi (j=i+1+n) (i=0+n)

Tij =

que fue ya introducido en el apartado 2.2.4.

Caso de aproximaciéon polinomial: polinomios ortogonales

Consideramos ahora el caso en que ¢; es un polinomio de grado j (por ejemplo, p;(x) = 27).
El espacio vectorial F,, generado por las funciones ¢; (j = 0 + n) es ahora el espacio
vectorial P, de polinomios de grado menor o igual que n y el problema de aproximacién
por minimos cuadrados polinomial de grado menor o igual que n toma la forma que se
enuncia a continuacion.

Dada f : I — R, buscamos p} € P, tal que

—pr|| = mi — 3.24

17 =7all = min 1 = pull (3:24)

donde || || = || |2,w es una norma euclidea; recordamos que I puede ser discreto (I =
{z0,...,&m},m < n) o continuo (un intervalo).

Escribiendo p () en la forma
n
pr(z) =D ajp5(x) |
§=0

las ecuaciones normales que resuelven el problema (3.24) de aproximacién por minimos
cuadrados

n
> (i )al = (gi f) (i=0+n) (3.25)
j=0
tienen solucién tunica, a causa de la independencia lineal de ¢o(x), ..., @n(z) sobre I;

notamos que, en el caso discreto, es necesaria la condicién n < m, debido a que los
polinomios satisfacen la propiedad de Haar introducida en el apartado 3.1.2.

La resolucién de las ecuaciones normales puede presentar en general muchos proble-
mas numéricos. Por esto es necesario usar métodos de ortogonalizacién. En el caso de
polinomios, es muy eficiente calcular los polinomios ortogonales a través de relaciones de
recurrencia obtenidas por ortogonalizacion de Gram-Schmidt, tal como se explica a con-
tinuacion.

El primer polinomio (de grado 0) debe ser una constante: g(z) = Ag, con Ay # 0.
Sea ahora j > 0 y supongamos que hemos encontrado ya los j + 1 primeros polinomios
ortogonales ¢;(z) (I = 0+ j). Cada polinomio ¢;(z) = Az’ + ... tiene grado j; esto es,
su coeficiente principal A; es no nulo.

Consideramos la ortogonalidad tanto en el caso discreto como en el continuo; es de-
cir, para los dos productos escalares (3.12) y (3.13). Para los dos se cumple la relacion
(xu,v) = (u,zv) Yu,v. Ademés, como que los polinomios ortogonales ¢;(z) (I = 0+ j)
son linealmente independientes (en el caso discreto, es necesario que j < m), todo poli-
nomio p;(x) de grado i < j se expresa de manera tnica como combinacion lineal de
Go(@), ., Uila):

pi(x) = coto(x) + ... + civbi(x) .
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Usando las relaciones de ortogonalidad, tenemos que
(1j,pi) = 0, para todo p;(x) de grado i < j . (3.26)

Aplicamos ahora el método clasico de Gram-Schmidt (3.23) al conjunto formado por
las funciones %y, ..., %;, ¢j+1, donde escogemos @;i1(x) = ajz1)j(z) (polinomio de grado
j+1, st a;j # 0). Dado que los primeros j + 1 polinomios ya son ortogonales, sélo es
necesario encontrar ¢j41(x) = Aj+1arj+1 + ..., donde prefijamos un valor no nulo para el
coeficiente principal A;i1 de 9j11(x).

Encontramos

j
Yig1(x) = pjpa(x) =D rijrati(z)
=0

donde
Tijel = (@]J;ll" 7!%) = (xwzl’ 7!%) = q (T/Jg;lﬂbz) . d = (wuwz) '

De la relacion (3.26), tenemos

rigbr = 0 (i=0+j—-2)
17[]'71‘7/}'
P = o - D = a8,
J
1/]'73:1/]'—1
Pgn = ag i) i )=y
o

se obtiene, pues, la siguiente recurrencia de los polinomios ortogonales:

Yo(x) = Ao, Yj41(z) = aj(@ — Bj)v;(x) — v¢j-1(z) (= 0), (3.27)
con
A,
o = T4 G20,
o ()
/83 - (¢ja¢j) (] Z 0) )

T(Wi—1, o) o1 (Wi—1, 1)

donde hemos tomado, por convenio, ¥_;(x) = 0.

La ultima relacion para los «; se obtiene a partir de la relacion recurrente (3.27),
substituyendo j + 1 por j, haciendo el producto escalar por 9;(z) y aplicando (3.26).
Obtenemos asi, de manera tnica, ¥;11(x) a partir de () y ¥j—1(x) y el coeficiente
principal escogido Aj11 = a;A; # 0.

Este proceso se puede ir repitiendo indefinidamente en el caso continuo, pero no en
el caso discreto, ya que era necesario que j < m. De hecho, si I = {zg,...,z,}, de la
unicidad de los polinomios ortogonales (una vez fijados los coeficientes principales) tenemos

Ymy1(2) = Apgi(z — o) -+ (. — )
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que es nulo sobre I y
m
[maall? =D withy 1 (k) =0
k=0
COMENTARIOS

1. Si buscamos polinomios ortogonales mdnicos (esto es, con coeficientes principales
A;j =1 (j>0)), entonces tomaremos a; =1 (j > 0).

2. Si los pesos son simétricos respecto a la abscisa media x = ¢, entonces §; = ¢ (j > 0)
y ¥j(c+z) = (—=1)’¢;(c — x). En el caso particular ¢ = 0, tenemos §; = 0 (j > 0);
entonces, si j es par, 1j(x) es par (¢;(—x) =1;(x)) y, si j es impar, ¥;(z) es impar

(Yj(—2) = —;(2)).

Usando ahora la relacion recurrente de los polinomios ortogonales (3.27), la solucion
del problema de aproximacion polinomial por minimos cuadrados (3.24) viene dada por

@) =3 ¢(a) | (3.28)
=0

donde los coeficientes ortogonales ¢} son las componentes de la solucién de las ecuaciones
normales (3.25), que son diagonales. Por lo tanto,

* ("/}jv f) .
T (W4, )
Ademas, la expresion (3.28) juntamente con la recurrencia (3.27) proporcionan un
meétodo eficaz para la evaluacion de p(x), llamado regla de Clenshaw (véase el prob-

lema 3.18):

n+2 = qn+1 =0,
g = aj(r—Bj)g+1 —Vi+1g+2+c; (F=n+0),
pn(z) = Aoqo -

En efecto,

ph(x) = Y i) = lg; — iz — Bj)gjr1 + vir1gj+2lvs(x)
j=0 J=0

= D W) — aj(z — B)vs(x) + %1 (@) gj1 + qoty(x)

=0
= Aoqo -

NotTA
La interpolacion de una funcién f en unas abscisas xx (kK = 0 <+ m) por un polinomio
de grado menor o igual que m,

pm(z) = f(z) (k= 0+m),
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no es mas que un caso particular del problema de aproximacién por minimos cuadrados en
el caso discreto para pesos arbitrarios, en el que buscamos un polinomio p},(x) de manera

que minimice
m

1F = aml30 = D1 (@r) = gm(zr))Pwy,
k=0
entre los polinomios ¢, (x) de grado menor o igual que m. Ahora bien, este minimo se
alcanza para el polinomio de interpolacion p,,(z) debido a que se anula para él.
Por lo tanto, otra manera de resolver el problema de interpolacién, diferente de las
expuestas en el apartado 3.1.3, consiste en buscar una base de polinomios ortogonales
Y;(x) (j = 0+ m) respecto al producto escalar discreto

(u,v) = i wru(xg)v(xg) ,
k=0

y entonces p}, (z) viene dado explicitamente por

- (z —mc*- (z c*-:(wj’f) =0+m
pm()_§]¢]()7 ; (%’%)(J 0m) .

Ejemplos de familias de polinomios ortogonales

1. Los POLINOMIOS DE LEGENDRE P;(t) (j > 0)
SiI=[-1,1] y w(t) = 1, entonces los llamados polinomios de Legendre, definidos por

Ri) =1, Pi(t)= 5y (B = 17] (G21).

son polinomios ortogonales asociados.
En efecto, si ¢ # j, integrando por partes

(P = [ P@OP@,

se ve que esta integral es nula; ademads, por induccién, resulta que

o |
dj = (P, Pj) = (gj,))‘z /_1(1 —)dt = 2j2+ U=0)

Dado que el coeficiente principal es

2j(2j-1)---(G+1)

entonces . .
Aj 2j+1 a;d; )

o, = = - s [ — = -
J Aj 7+ 1 g Oéjfldjfl 7+ 1

(j=0).
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Usando ahora el hecho de que la funcién peso w(t) = 1 es simétrica respecto a la abscisa
media ¢ = 0 del intervalo I, tenemos que 3; =0 (j > 0) y que los polinomios de Legendre
satisfacen ‘

Pi(=t) = (1) F;(t)
v la recurrencia:
Po(t) =1, Pl(t) =1,
25 +1
Jj+1

Praalt) = R0~ =P (2 ).

+1

2. Los POLINOMIOS DE GRAM Pj,(t) (j =0+ m)
Sity =kywr=1(k=0-=m), los polinomios de Gram, definidos por

B N o AN AN (e V(R )
Fin(® =2 1)<i>< ¢ )m(m—1)~-(m—z‘+1)

1=0

son polinomios ortogonales asociados: si j # 1 (j,l =0+ m),

m

(~Pj,m; Pl,m) = Z Pj,m<wk)13l,m($k) =0;
k=0

ademas,
(m+j+1)(m—j) .
d;i = (Pjm, Pim) = - =0+ .
J ( s 5 ) (2]+1)(m')2 (.7 m)

Dado que el coeficiente principal de Pj,(x) es

27 1
Aj = (-1) X ,
3= =1 (] >m(m—1)---(m—j+1)
entonces: )

o — Ajrr _ 2(25+1)

T4 (D)

o Oéjdj B j(m+j+1)

Vi =

aj1dj—r - (j+1)(m—j)

Usando ahora el hecho de que el conjunto de abscisas de aproximacion y la funcién
peso son simétricos respecto a 3 = 3, tenemos que 5; = 5 (j = 0+ m) y los polinomios
de Gram satisfacen la recurrencia:

Pomlt) = 1, Pum{t)=1— % ,
(G+1D)m—=J5)Pisimt) = (2j+1)(m—2t)Pjm(t)

—jm+j+1D)Piam(t) G=1+m—1).

3. Los POLINOMIOS DE LEGENDRE EN EL INTERVALO [a, b]
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SiI=[a,b] y w(z) =1, los polinomios ortogonales asociados vj(x) (j > 0) se obtienen
de los polinomios de Legendre en [—1,1], a través del cambio de variable afin:

2 (x_cH—b
b—a 2

q;:a-|-b_Ta(t+1)€[a,b]<:>t: )€ [-1,1] ;

es decir, ) )
Uil) = Bl ( = “37) (720)

son polinomios ortogonales y satisfacen la recurrencia:
a+b
=1
W@ = 1, i) = (2= 7))

27+1 b
Vi) = jjlb_a( ) vito)

vl G2 ).

Anélogamente, si xx = zo + kh y wy =1 (k =0+ m), entonces

Tr — X

Uim(@) = P (57) (=05 m)

son polinomios ortogonales. Por ejemplo, si zp = —1 + %
polinomios ¥j () = (1) Pj (% (z + 1)) satisfacen

Pjm (=) = (=1)¢hjm(x) (j=0+m)

(k = 0+ m), entonces los

v la recurrencia:

Yom(z) = 1, Pym(x) =2,
(G + 1) (m = §)Yjr1m() (25 + V)matpjm(v)
—jm+j+ DY 1m(x) (j=1+m-1).

Caso de aproximaciéon trigonométrica: ortogonalidad de los polinomios trigonométri-
cos, interpolacién trigonomeétrica

Consideramos el caso en que 1y (6) = %, ¥1(0) = cos b, Pa(0) =sen, ..., Yo,_1(0) = cosnb

y on(0) = sennb.
El espacio vectorial 7, generado por las funciones 1;(0) (j = 0 + 2n) se llama espacio
de las sumas trigonométricas t,, de grado menor o igual que n

tn(0) = + Z ajcos jb + Z bjsenjo , (3.29)
J=1 Jj=1

donde suponemos que los coeficientes ortogonales ag, a; y b; (j = 0+ n) son reales. Es
importante tener en cuenta que, para cualquier n, toda suma trigonométrica t,(6) de grado
menor que n es 2w-periddica; esto es,

tn(0) = tn(0 +27) VOER .
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Usando ahora la funcién exponencial

10 —1i0 0 —1i0
, ) eV +e e —e
e = cosf +isenf, cos=——"—  senf=—"
2 21
donde 2 = —1, juntamente con la férmula de Moivre

cos j0 + isen jO = % = (¢)7 = (cos O + isen )’

se obtiene otra representacion para las sumas trigonomeétricas (3.29), llamada desarrollo
de Fourier de orden n

tn(0) = > ;e (3.30)

Jj=—n
donde
a _ . .
co = ?O , ¢ ==(aj+1ibj), c—j=¢==(a;—1b;) (j=1+n);
inversamente,
ap=2cy, aj = cj+c_;=2Re(c),
bj = ile—j—¢j) = 2Im(cy)
(j=1=+n). (3.31)

Estos coeficientes ortogonales de los desarrollos de Fourier reciben el nombre de coefi-
cientes de Fourier.

Notamos que los coeficientes de Fourier ¢; (j = —n +n) en (3.30) son complejos, pero
satisfacen que c_; = ¢;, si la suma es real; esto es, si proviene de una suma (3.29) con
coeficientes reales.

Las sumas trigonométricas de grado menor o igual que n, en la forma (3.29) y en la
forma (3.30), reciben también el nombre de polinomios trigonométricos de grado menor o
igual que n, ya que pueden escribirse en la forma

tn(0) = pp(cosf,senl) = Z d;(cos 0)’ (sen )"
JH<n

y reciprocamente (basta usar la formula de Moivre).

El problema de aprozimacion trigonométrica de grado menor o igual que n se enuncia,
a continuacién, tanto para el caso continuo como para el discreto.
CASO CONTINUO

Dada F : [0,27] — R continua y tal que F'(0) = F(2x), buscamos ¢} € T, tal que

F—t| = min [|[F —t,| , 3.32
1P =t = in |~ ta] 3.32)
donde || || es la norma euclidea sobre [0, 27]
27
HFH2E/ F2(0)d6 .
0

CASO DISCRETO
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Dado m > 2n y dada F : I, — R sobre m + 1 abscisas equiespaciadas en cualquier

intervalo de la forma [¢, ¢ + 27| con paso hy, = mQ—L:
1, — g™ _ _ 2tk
]ﬁ—wh—%n—¢+Mm—¢+m+1%—07mﬂw
buscamos ty € 7, tal que
1P~ 5l = i [t (3.33)

donde || ||, es la norma euclidea sobre I,

m s 2k
IFIE = Y P = F (o4 7).
k=0 k=0 m+1

La gran ventaja de esta aproximacién es que las funciones
{1j(0)}j>0 = {1,cos0,senf,cos20,sen26,. ..}
forman una base de funciones ortogonales en el caso continuo, y que las funciones
{wj(0)}j=0=2n = {1,cos0,sen b, cos20,sen 26, ..., cos2nb,sen2nd}

forman una base de funciones ortogonales en el caso discreto si 2n < m:

21 0 Sl]#lajvlzo
(V5,11) = Vj(0)th(0)dd = ¢ 5 sij=1=0 ; (3.34)
0 T osij=1>0

m 0 sij#1 jl=0=2n
(W5 )m = > 00 i(O) ={ ™ sij=1=0 . (3.35)

4
k=0 mil sij=1l=1+2n

Para demostrar (3.34), basta usar las formulas trigonomeétricas:
cos Acos B = %[COS(A — B) +cos(A + B)],
sen Asen B = %[COS(A — B) —cos(A+ B)| , (3.36)
senAcos B = %[sen(A — B) +sen(A+ B)] .

La relacion (3.35) se obtiene también de la (3.36) y de la suma de la progresion ge-

ométrica .
6z(m—i—l)A -1

m m m )
ZcoskA+iZsenkA = Ze’kA = AT
k=0 k=0 k=0 e -

cuando e # 1.
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Ahora las ecuaciones normales que resuelven los problemas de aproximacién por min-
imos cuadrados (3.32) y (3.33) son diagonales y, por lo tanto, la solucion ¢ viene dada
por
%

£(0) = %

—I—Za cosy@—l—Zb sen j0 ,
Jj=1 J=1

donde ay, aj y b; (j = 1+mn) vienen dadas por las expresiones siguientes:

Caso continuo Caso discreto (2n < m)
R e IO R > F0)
aj = m =1 0277 F(0) cos jOdo j—l 3 F(Gk)605j0k
b; = m =1 ST F(0) sen j0d6 i—l 3 F(Hk) sen jOy,

Debido a que la aproximacion ¢ () asi obtenida es 2m-periodica, la aproximacion
trigonométrica es especialmente 1til para aproximar funciones F' : R — R 27-peri6dicas
(véase el problema 3.15). En este caso, el intervalo [0, 27| puede substituirse por cualquier
intervalo de la forma [a,a + 27| (por ejemplo, [—m, 7| es muy usual) sin que esto altere la
aproximacion ¢ (0).

Otra base importante de funciones trigonométricas ortogonales es la formada por las
funciones 1j(#) = cos j6 (j > 0). Es ortogonal respecto al producto escalar continuo en el

intervalo I = [0, 7]

_ / F(0)G(0)d6
0
con ||y;]|* = 5, 81 j > 0y [[vol* = .
Las funciones 1;(#) = cos j# (j = 0+m) son también ortogonales respecto al producto
escalar discreto

i 2k + 1)m
F.G)ym =) F0r,)G0r), Op =~
(.Gl =3 FOIGO) 0= 50

con |92, = &L (j=1+m) y [[vo]2, =m+ 1.

(k=0-+m),

3.2.4 Aproximacién minimax
Definicion del problema

Dado un intervalo acotado I = [a,b] y unas funciones ¢; (j = 0 + n), para cada funcién
continua f definida en I, buscamos f,, € F,, (el espacio generado por aquéllas) de manera
que

If = falloo = sup | f(z) — fu()]
zel
sea minima en J, para f, = fn; esto es,

If = folloo = fi%l]r—‘ln |f = falloo -



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 185

Es necesario decir aqui que sélo consideraremos el caso de la norma del maximo sobre
un intervalo, con funcién peso w(x) = 1, entre todas las normas del maximo introducidas
en el apartado 3.2.1, y nos concentraremos en los casos de aproximaciéon polinomial y
trigonométrica, porque tenemos una condicién especial sobre sus ceros, la propiedad de
Haar:

a) Si pp(z) = ap+ a1z + -+ - + a,z™ es un polinomio de grado menor o igual que n, no
puede tener mas de n ceros a menos que sea idénticamente nulo.

Esta propiedad fue deducida en el apartado 3.1.2, usando so6lo la regla de Horner y,
por esto, también es valida para el caso de coeficientes complejos a; (j = 0+ n) y ceros
complejos.

b) Si

n n n
th(0) = % + Z a;cos jO + Z bjsen jO = Z cjeije
Jj=1 Jj=1 j=-n
es un polinomio trigonométrico de grado menor o igual que n, no puede tener mas de 2n
ceros en ningun intervalo [a,a + 27), a menos que sea el polinomio nulo.
Esta propiedad es consecuencia de a) aplicada sobre el polinomio de grado menor o
igual que 2n

n
pon(@) = D gy’
j=0
ya que t,(0) = e "™ py, (e?) = 0 implica po,(e?) = 0.

Caracterizacion

Usando la propiedad de Haar, puede deducirse el teorema de Chebichev que caracteriza las
aproximaciones minimax polinomial y trigonométrica:

e Dada f : I — R continua, sea p,(x) un polinomio de grado menor o igual que n
tal que la funcion e, () = f(x) — pp(x) tenga al menos n+ 2 abscisas de extremo en
(a,b) a <& <& < -+ < &ug1 < b cumpliendo la propiedad de equioscilacion

en(&)] = llenlloo = maxen(@)] (7 =0+n+1).,
con alternancia de signos

en(§0) = —en(&1) = - = (=1)"en(€nra) 5

entonces, la norma del supremo sobre el intervalo I de e, se minimiza dentro del
espacio Py, de polinomios p,(z) de grado menor o igual que n para p, = p,; esto es,

Hf_ﬁnHoo S ||f_pn||oo .

e Dada F : I = [0,21] — R continua con F(0) = F(27), sea t,(f) un polinomio
trigonométrico de grado menor o igual que n tal que la funcion e, (z) = F(z) — t,(z)
tenga al menos 2n+ 2 abscisas de extremoen (0,27) 0 <no <1 < -+ < Nopy1 < 27
cumpliendo la propiedad de equioscilacion

len ()] = llenlloo = max|eq ()] (j=0+2n+1),
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con alternancia de signos

en(no) = —en(m) = -+ = —en(N2n+1) ;

entonces, la norma del méximo sobre el intervalo I de e, se minimiza dentro del
espacio T, de polinomios trigonométricos ¢, de grado menor o igual que n para

t, = tn; esto es,
HF_ thoo < HF _thoo :

Ambos resultados se obtienen por reduccion al absurdo. Por ejemplo, en el primero,
supongamos que existe un polinomio p,(x) tal que

”f_anoo < Hf_ﬁnHoo ;

entonces,
1£(&) = pu(&)] < [£(&) = Pul&)] = llenllos (G =0+n+1).

Por lo tanto, el polinomio p, — pn = (f — pPn) — (f — pn) € Py, tiene el mismo signo en
& (j =0+n+1) que la funcién error e, = f —py,. Asi, p, — Py, tiene al menos n+ 1 ceros
en (a,b), ello contradice la propiedad de Haar y nos lleva a un absurdo.

Se puede demostrar también que los problemas de aproximaciéon minimax presentados
tienen solucién Unica, ésta se caracteriza por la propiedad de oscilacién uniforme para la
funcién error, que hemos dado aqui como condicién suficiente. Ahora bien, el célculo con-
creto de los polinomios p,, () y de los polinomios trigonométricos &, (6) requiere, en general,
el uso de un cierto tipo de métodos iterativos debidos a Remes. No obstante, veremos a
continuacion algunos casos en los que pueden calcularse explicitamente las aproximaciones
minimax.

EJEMPLOS
1. Sea f € C?(a,b) tal que f@(z) # 0 Vz € [a,b]. Sillamamos c a la solucion Gnica de
oy J(0)— fla)
f (C) - b —a

en (a,b), entonces la aproximacion lineal minimax a f sobre el intervalo [a, b] viene dada
por p1(x) = ag + aix, donde

. _ f(b) = f(a)

ay = b—a = f’(c) s 2&0 :f(a)+f(c)+d1(a+c)

(véase el problema 3.19).

2. Sea
n+1 n+1
F(0) =ap+ Zajcosje—l— ijsean
3=1 j=1

un polinomio trigonométrico de grado menor o igual que n + 1; entonces, la aproximacién
minimax trigonométrica, de grado menor o igual que n, a F sobre [0, 27| viene dada por

~

tn(0) = F(0)— apt1cos(n+1)0 — byyisen(n+1)0

n n
= a0+2ajcosj9+ijsenj«9
Jj=1 j=1
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(es decir, se halla simplemente suprimiendo los términos de orden n + 1).
En efecto, notemos que, con esta eleccién de fn(ﬁ), la funcién error es

en(f) = ant1cos(n+1)0 + by ri1sen(n+1)0 = Acos((n+ 1)0 — 6p) ;
donde A y 6y son las coordenadas “polares" del punto (ap+1,bn41):
any1 = Acosby, byr1 = Asendy .

Dado que cos((n + 1)8 — ) tiene exactamente 2n + 2 abscisas de extremo en [0, 27,
en las que toma alternativamente los valores +1, el teorema de Chebichev asegura que

1f = tnlloo < If = tulloo Vtn € T .

3. Sea ahora
n+1

F(0) =ap+ Z a; cos jo
j=1

un polinomio trigonométrico de grado menor o igual que n + 1, que es combinacién lineal
de solo las funciones 1;(6) = cos j6 (j = 0+ n + 1); entonces, el polinomio trigonométrico

n
tn(0) = ag + Z a; cos jO
j=1

da la aproximacién minimax trigonométrica de grado menor o igual que n sobre el intervalo
[0,27]. Al ser F y t,(0) polinomios trigonométricos en cosenos, ambas funciones quedan
totalmente determinadas por sus valores sobre el intervalo [0, 7], ya que F'(7+6) = F(7—0)
y anélogamente para fn; en otras palabras, se trata de funciones simétricas respecto a 8 = .

Polinomios de Chebichev

Este tltimo ejemplo permite encontrar una estrecha relaciéon de los polinomios de Chebichev
con la aproximacién minimax.
Sobre el intervalo [0, 7] tiene sentido pensar en el cambio de variable

x =cosf € [-1,1] & 6§ = arccosz € [0, 7] ,

ya que la funcién coseno es biyectiva entre [0, 7] y [—1, 1]; los polinomios de Chebichev se
encuentran haciendo este cambio sobre las funciones 1;(0) = cos j6 (j > 0):

T;(t) = vj(arccost) = cos(j arccost) Vt e [-1,1].
Observamos que Ty(t) =1y que T1(t) = t.

Recordamos que las funciones 1; (j > 0) forman una base de funciones trigonométricas
ortogonales respecto al producto escalar continuo

(F,G) = /0 " F(6)G(6)do
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v que las m + 1 primeras son también ortogonales respecto al producto escalar discreto

o (k4 1)m
(F, Q) = ’;)F(Hk)G(%) T perar s}

(k=0+m).

Ademas: _
ol =7, llwslE =5 (G >0);

m+1 .
5 (j=1+m).

Usando las relaciones trigonométricas (3.36), las funciones 1; (j > 0) satisfacen la
relacién de recurrencia

Ioll3m=m+1, lell3,m =

Vi1 = 20105 — i1 (j>1) 5

asi resulta que cada T}j(t) es un polinomio de grado menor o igual que j (que puede definirse
para todo ¢t € R) y que se llama polinomio de Chebichev de grado j.
Los polinomios de Chebichev satisfacen, pues, las propiedades siguientes:

e Site[-1,1], Tj(t) = cos(j arccost) (j > 1).

o To(t) =1, Ti(t) =t, Tj41(t) = 2tT;(t) — Tj—1(t) (j > 1). Esta relacion asegura que
los polinomios de Chebichev tienen paridad definida:

Tj(—t) = (~=1)T;(t) (j>0).

e El coeficiente principal de Tj(t) es 2971 Tj(t) =277 + ... (j > 0).

e Los polinomios Tj(t) (j > 0) son ortogonales respecto al producto escalar continuo

(fo)= [ T g

Ademas:
T

ITol3 =7 . |IT5113 = 5 (1>0).

e Los polinomios T}(t) (j = 0-+m) son ortogonales respecto al producto escalar discreto

m
(fr9)m =D f(te)g(tr)
k=0
donde t; = cos %’f—illg (k=0-=m) son los m + 1 ceros de Ty, 11(t).
Ademaés: i
m .
HTOHS,m =m+1, ”T]H%m = 5 (j=1+m).

Esta propiedad y la anterior se deducen de la de ortogonalidad de las funciones v,
mencionadas antes, via el cambio ¢ = cos#.
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e Sea pui1(v) = ao + a1z + - + apy12”

+1 un polinomio de grado menor o igual que

n + 1; entonces,

A a 1
Pn(®) = prr1 (@) = Griy T ()

da la aproximacion minimax de grado menor o igual que n sobre el intervalo [—1, 1],
debido a que p, € Pn y Tnt1(t) = cos((n + 1)arccost) tiene exactamente n + 2
abscisas de extremo § = cos nk—_:l (k =0+ n+ 1) sobre el intervalo [—1,1], donde
toma alternativamente los valores +1.

Otra manera de expresar esta propiedad es la siguiente:

El polinomio ménico de Chebichev de grado n + 1

1
TTH+1 (t)

2
minimiza la norma del maximo en el intervalo [—1,1] sobre todos los polinomios
moénicos de grado n + 1.

En efecto, si ppy1(t) = "1 — p, () es un polinomio moénico de grado n + 1, entonces

Thia
o llee [+ = (" = =) oo

2TL
= Pnlloo = [IPrt1loo -

IN

thJrl

Economizacion de Lanczos

Si podemos aproximar una funcién f por un polinomio en un intervalo [a, b] (por ejemplo,
hallando su polinomio de Taylor de grado n cerca de un punto a) de manera que

f(x):b0+b1(:c—a)+b2(az—a)2+--'—i-bn(x—a)"—i-rn(:p), x € la,b] ;

entonces, haciendo el cambio afin de variables

:L‘fa_t+1
b—a 2

(xz € [a,b] & t € [-1,1]),

podemos trasladarlo todo al intervalo [—1,1]

g(t) =ag +ait+ -+ apt" +su(t), te[-1,1],

donde

at+b b—a . a+b b-—a

gt = (57 +

y aproximar

por

gn(t) = ap + a1t + - - + apt”

ga1(6) = ga(t) = 55 T0)

Tenemos asi

g(t) = gnfl(t) + en(t) + Sn(t) , te [_la 1} »
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con le,(t)| < spvr, t € [—1,1].
Este proceso puede repetirse sobre g,—1

9(t) = gn—2a(t) + en—1(t) + en(t) + sp(t)

y asi sucesivamente, siempre que los errores e;(t) (j < n) sean suficientemente pequenos
respecto a la precisiéon exigida en los calculos. La ventaja de estas nuevas expresiones es
que no requieren tantos calculos como gy (t).

El proceso anterior puede expresarse, de forma equivalente, escribiendo g, (t) en la base
ortogonal de polinomios de Chebichev

g(t) = a0+ ar1Ti(t) + aeTo(t) + - - - 4+ apn T (t) + sn(t) ;
entonces, e;(t) = a;Tj(t) (j < n). y, si|sp(t)] < C Vt € [-1,1],
g(t) = ap+aTh (t) + -+ an_zTn_g(t)

+ (';;‘:;' + 2’Zﬁ|l +C) Vi e [~1,1] .

Interpolacion de Chebichev

La interpolacion de Chebichev de grado menor o igual que m en el intervalo [—1, 1] consiste
en interpolar una funcién g : [—1,1] — R por un polinomio de grado menor o igual que
m en m+ 1 abscisas de Chebichev; esto es, en los ceros de T,11(t):

(2k+ )7

Smr 1) (k=0+m) .

tp = cos
El error cometido es asi

g(t) — pm(t)

m+1 ( (t)
)

(m+1' (¢ —to)(t —t1) -+ (t — t)

9"V (E(2)) T ()
(m+1)! 2m

donde {(x) € (—1,1).
Este error puede acotarse por

19"+ Voo

— < 4 0
o=l < e

Observamos que, en la interpolacién de Chebichev se hace minima la norma del maximo
de la funcion (t — tg)--- (¢t — t,,) entre todas las posibles elecciones de m + 1 abscisas de
interpolacion en el intervalo [—1, 1].

Ademas, dado que los polinomios Tj(t) (j = 0--m) son ortogonales respecto al producto

escalar discreto
m

(fr9)m = f(te)g(ts) ,

k=0
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los polinomios de aproximacién discreta por minimos cuadrados vienen dados directamente
por

pr(t) =D Ti(t)
j=0

con

T
c; = L) (j=0+n).
(T5, Tj)m
El caso limite n = m da lugar a la interpolaciéon de Chebichev de grado menor o igual
que m, que se expresa ahora como

con

Si la funcion que queremos interpolar esta definida en un intervalo [a, b], el cambio afin
de variables
r—a t+1

b—a 2
da las m 4 1 abscisas de Chebichev sobre el intervalo [a, b]:
a+b b—-a a+b b-a 2k + 1)m

ty = k=0-+ ;
s Ty T T Sy m);

T =

ahora, los polinomios ortogonales respecto al producto escalar

B = Flan)glen)
k=0

vienen dados por
Ty(~1+

——(e—a) (j=0+m)

La interpolacion de Chebichev en el intervalo [a, b] puede obtenerse también usando la
misma técnica de aproximacion discreta por minimos cuadrados (véase el problema 3.22).
Conviene destacar la eficiencia de este método de minimos cuadrados, cuando quieren hal-
larse polinomios de interpolaciéon de Chebichev, respecto a otros métodos de interpolacion.

COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS

Una de las referencias més completas para aproximacion e interpolacion es [Dav75] y
también [Che66|, [Ham73|, [Hil74]|, [IK66], [RR78]. Una buena introduccién a la interpo-
lacion se encuentra en [Hen64]. En muchos libros clésicos, el enfoque dado del célculo del
polinomio interpolador estd basado en el uso de las diferencias finitas y también de los
operadores lineales, conceptos que son introducidos en el capitulo siguiente. Una refer-
encia bésica sobre polinomios ortogonales es [Sze59]. Varias tablas y métodos numéricos
para su célculo se muestran en [AS65], uno de los manuales mas completos sobre funciones
matemadticas. Los algoritmos de Remes pueden encontrarse detallados en [Ral65].
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 3.1 a) Calcular f(3) por interpolacion cuadritica de la tabla

|1 2 4 5
fr]0 2 12 21

i) utilizando los valores en x = 1, 2, 4;

ii) utilizando los valores en x = 2, 4, 5.

b) Calcular f(3) por interpolacion cibica.

SOLUCION:

Usaremos el método de Lagrange.
a) i) En este caso, m = 2:

ro=1, fo=0; z1=2, f1 =2; x9=4, fo =12

Los polinomios de Lagrange asociados a las abscisas de la tabla son:

(x — 1) (x — x2) 1. o g2
lo() (xg — x1)(z0 — x2) 3(8 0 )

(x — z)(x — x2) 1 ot
h(@) (x1 —xo)(x1 — 22) —2 (4-5 )

(x — z)(x — 21) 1. ot g
l2() (g — x0)(x2 — 1) 6<2 3 )

y el polinomio interpolador es

p2(z) = folo(x) + fili(z) + folo(x) = —x + 2.

El polinomio interpolador en z = 3 vale 6.
ii) En este caso, también m = 2:

ro=2, fo=2 z1=4, =12 x2=5, fo =21

Los polinomios de Lagrange asociados a las abscisas de la tabla son:

1

lo(x) = 6(2079x+1:2),
1

ll(ﬂ?) = 3(10 — 7:6 +1172) y
1

L(z) = =(8—6x+2?),

3

192
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v el polinomio interpolador es
1 2
p2(x) = 5(8 — 9z + 4x*) .

Fl polinomio interpolador en x = 3 vale %7 = 5.666...
b) En este caso, m = 3:

.’130:1, f():O; 1’1:2, f1:2; 1‘2:4, f2:12; .1'3:5, f3:21.

Los polinomios de Lagrange asociados a las abscisas de la tabla son:

lo(x) = _%2(—40 + 38z — 112% + 2%)
hiz) = é(—20 + 29z — 1022 + 2%) |
b(z) = %6(_10 + 17z — 822 + 23) |
l3(x) = %(fS + 14z — T2? 4 2°) |

y el polinomio interpolador es

p3(x) —8 + 2z + 5% + 2%) .

:ﬁ(

El polinomio interpolador en z = 3 vale %5 = 5.8333...

xT

Problema 3.2 Dada la siguiente tabla de la funcién f(x) = e*:

x | 00 02 04 06
f(z) ] 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221

a) Hallar valores aproximados de /e por interpolacion lineal y cubica, usando los
métodos de Lagrange y de Newton.

b) Dar cotas respectivas de los errores debidos a la interpolacién. Comparar dichas
cotas con el error exacto, sabiendo que /e = 1.395612425 . ..

SOLUCION:

a) Tomaremos todos los puntos para hacer la interpolacion cibica y s6lo los puntos
centrales de la tabla para la lineal.

INTERPOLACION LINEAL POR EL METODO DE LAGRANGE
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20 =02, fo=1.2214; z; =04, f; = 1.4918.

Los polinomios de Lagrange asociados a las abscisas de la tabla son:

1
1
li(z) = 07(—0.2—}—:10) =br—1,

v el polinomio interpolador es
p1(z) = 0.9510 + 1.3520z .

El polinomio interpolador en = = 1 vale p1(3) = 4'2% = 1.401666...

INTERPOLACION CUBICA POR EL METODO DE LAGRANGE

20=0, fo=1, 21 =02, f; = 1.2214;
29 = 0.4, fo = 1.4918; x5 = 0.6, f3 = 1.8221.

Los polinomios de Lagrange asociados a las abscisas de la tabla son:

lo(z) = 70'1048(—0.048 +0.442 — 1.22% + 2°) |
Li(x) = 0.0%6(0.24:10 — 22 a3,

l(z) = _0.1016(0.1% —0.822 +23) |

I3(z) = ﬁ(o.o&r —0.622 + 23) ,

v el polinomio interpolador es
1
48

El polinomio interpolador en z = % vale pg(%) = H?’é% ~ 1.395549.

p3(x) (48 4 48.128x + 22.862% + 10.92°) .

194

INTERPOLACIONES LINEAL Y CUBICA POR EL METODO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS

DE NEWTON

La tabla de diferencias divididas de Newton es:

0.0 | 1.0000
1.107
0.2 | 1.2214 0.6125
1.352 9.68125
0.4 | 1.4918 0.74875
1.6515
0.6 | 1.8221
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Los polinomios interpoladores seran entonces:

pi(z) = 12214+ 1.352(x —0.2) ,
p3(z) = 14 1.107x + 0.6125z(x — 0.2)
0.68125

z(z —0.2)(z —04),

que, en T = %, valen 4':23& y 113?.3%’ respectivamente, igual que antes.

b) La expresion para el error de interpolacion puede acotarse por

el, 1 1 e
—(z—-02)(z—-04) = — ~0.012
2 (3 0 )(3 0 )‘ 225 0.012,
en la interpolacién lineal, y por
e |, 1 1 1 1 e
— (= —=0.0)(z—-02)(z—-04)(= —0.6)| = —— ~ 0.000089
24 (3 )(3 )(3 )(3 )’ 30375 ’

en la cabica.
Comparando con el resultado exacto dado 1.395612425.. ., los errores en las interpola-

ciones lineal y cubica son, respectivamente:

pi(g)— Ve = 00061,
1
ps(z) — Ve = 0.000063 .

Las cotas halladas son, pues, aproximadamente el doble y una vez y media de los valores
de los errores exactos, respectivamente.

Problema 3.3 Hallar los polinomios de interpolacién en abscisas equidistantes de grados 1, 2,
3 y 4 a las funciones:
a) e”, en [0, 1];
b) senx, en [0,7/2];
¢) e”, en [0,1];
d) cos(cosx), en [0,7/2];
usando los métodos de interpolacién de Lagrange y de las diferencias divididas de Newton.
Acotar el error cometido en cualquier punto de los intervalos respectivos.

SOLUCION:

METODO DE LAGRANGE
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a) Para la funcion f(z) = e*, que suponemos conocida en cada punto del intervalo [0, 1]
con 6 decimales, obtendremos los polinomios de interpolacion.
En el caso m = 1, los valores de la funcién en las abscisas x; = 1 (¢ =0+ 1) son:

fo=1, f1 =2.718282,
v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

lo(z) = 1—=x,

lhix) = =x.
El polinomio interpolador es
pi(z) =1+ 1.718282x .
En el caso m = 2, los valores de la funcién en las abscisas z; = 5 (i = 0 + 2) son:
fo=1, f1 =1.648721, fo = 2.718282,

v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

lo(x) = 1—3z+22?%,
Liz) = 4z —42?,
lo(z) = —x+22%.

El polinomio interpolador es
p2(z) = 1+ 0.8766033z + 0.8416786x2 .
En el caso m = 3, los valores de la funcién en las abscisas ; = & (i = 0 + 3) son:
fo=1, f1 = 1.395612, fo = 1.947734, f3 = 2.718282,

v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

lo(x) 1 — 5.5z 4 92% — 4.52° |
L(z) = 9z—2252°+13.52%,
lh(z) = —4.5z+18z% —13.52%,
I3(x) = x—4.52% +4.523 .

El polinomio interpolador es
p3(x) = 14 1.01399z + 0.42566492° + 0.27862642° .
En el caso m = 4, los valores de la funcion en las abscisas z; = £ (i = 0 + 4) son:

fo=1, fi = 1.284025, fo = 1.648721, f3 = 2.117, f1 = 2.718282,
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v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

(x) = 1—8.3333332 + 23.333332% — 26.666672> + 10.66667x"
() = 16z —69.333332% + 962> — 42.66667x"
lo(z) = —12z+ 762 — 1282% + 64a* |
() = b5.333333z — 37.3333322 + 74.666672> — 42.666672"
(r) = —ax+7.3333332% — 162> + 10.66667x" .

El polinomio interpolador es
pa(z) = 1+ 0.998803z 4 0.5097871x% + 0.1402762> + 0.06941567z* .

b) Para la funcién f(z) = senx, calculada con 7 decimales en el intervalo [0, 5], obten-
dremos los polinomios interpoladores.
En el caso m = 1, los valores de la funcion en las abscisas z; = 42+ (i = 0=+ 1) son:

2
fo=0, fi=1,
v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

lo(x) = 1-0.6366198z
li(x) = 0.6366198z .

Fl polinomio interpolador es
p1(z) = 0.6366198x .
En el caso m = 2, los valores de la funcién en las abscisas z; = & (i = 0 + 2) son:
fo=0, f1 =0.7071068, fy =1,

v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

lo(z) = 1—1.909859z + 0.8105695x2
L(z) = 2546479z —1.621139z2 ,
lo(z) = —0.6366198z + 0.810569522 .

El polinomio interpolador es

p2(x) = 1.164013x — 0.3357489z% .

En el caso m = 3, los valores de la funcién en las abscisas x; = F (i = 0 + 3) son:

fo=0, fi =0.5, fo =0.8660254, f3 =1,
v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

(r) = 1—3.501409z + 3.6475632% — 1.1610552>
() = 5.729578z — 9.118907z2 + 3.4831662°
lo(z) = —2.864789z + 7.29512522 — 3.4831662°
(x)

8

= 0.6366198z — 1.82378122 4 1.161055x .

3

I3
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El polinomio interpolador es

p3(x) = 1.0204292 — 0.0654708z% — 0.11387192° .

En el caso m = 4, los valores de la funcién en las abscisas ; = 2 (i = 0 + 4) son:

fo=0, f1 =0.3826834, f» =0.7071068, f3 = 0.9238795, f1 =1,

v los polinomios de Lagrange asociados a dichas abscisas vienen dados por:

= 1-—5.3051652 + 9.4566442> — 6.8803272> + 1.752061z* |

lo(z)

Li(z) = 10.185922 — 28.099742? + 24.76918x3 — 7.008244z" |,
lo(x) = —7.639437z + 30.80164z% — 33.02557x> + 10.51237z* |
I3(x) = 3.395305z — 15.1306322 4 19.26492x> — 7.008244z" |
li(z) = —0.6366198z + 2.972088z2 — 4.1281962> + 1.752061z* .

El polinomio interpolador es
pa(z) = 0.9963172 4+ 0.0199514322 — 0.20358552° 4 0.028714232% .

Noétese que todos los polinomios de Lagrange de este apartado se obtienen substituyendo
T por %x ~ (0.636619772x en las expresiones de los respectivos polinomios de Lagrange del
apartado a).

¢) Para la funcion f(x) = exp(2?) en el intervalo [0, 1], calculada con 6 cifras decimales
exactas, ya no escribimos los polinomios de Lagrange debido a que son los mismos que en
el apartado a).

En el caso m = 1, los valores de la funcién en las abscisas z; = (i = 0+ 1) son:

I

fo=1, fi =2.718282.
El polinomio interpolador es
pi(z) =14 1.718282z .

En el caso m = 2, los valores de la funcién en las abscisas x; = % (i = 0 + 2) son:

ol

fo=1, f1 =1.284025, fy = 2.718282.
El polinomio interpolador es

po(x) = 1 — 0.5821802x + 2.300462x2 .

[SVN

En el caso m = 3, los valores de la funciéon en las abscisas z; = + (i = 0+ 3) son:
fo=1, f1 =1.117519, fo =1.559623, f3 = 2.718282.
El polinomio interpolador es

p3(x) = 1 +0.25764772 — 0.30322432% 4 1.7638582° .
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En el caso m = 4, los valores de la funcién en las abscisas ; = % (i = 0 + 4) son:
fo=1, fi = 1.064494, f, = 1.284025,

f3 = 1.755055, f4 = 2.718282.
El polinomio interpolador es

pa(x) =1 — 0.06771732z + 1.5263422% — 1.27888z> + 1.5385372% .

d) Para la funcién f(x) = cos(cos(x)), calculada con 6 cifras decimales exactas en el
intervalo [0, 5], tampoco escribiremos los polinomios de Lagrange, debido a que aparecen
en el apartado b).

En el caso m = 1, los valores de la funcién en las abscisas x; = %5 (1 = 0 + 1) son:

fo =0.5403023, f; =1.
FEl polinomio interpolador es
p1(z) = 0.5403023 + 0.29265262 .
En el caso m = 2, los valores de la funcién en las abscisas z; = %T (1 =0+2) son:
fo =0.5403023, f; = 0.7602446, f, = 1.
El polinomio interpolador es
po(x) = 0.5403023 + 0.2674258x + 0.016059922 .
En el caso m = 3 los valores de la funcién en las abscisas z; = %r (1 =0+ 3) son:
fo =0.5403023, f1 = 0.6478593, fo = 0.8775826, f3 =1.
FEl polinomio interpolador es
p3(x) = 0.5403023 — 0.05732768z + 0.64131112> — 0.26642962> .
En el caso m = 4, los valores de la funcién en las abscisas z; = %’T (t=0=+4) son:

fo =0.5403023, f1 = 0.602729, fo = 0.7602446,

f3 = 0.927666, fy = 1.

El polinomio interpolador es

pa(x) = 0.5403023 — 0.02179655z + 0.5256142:>
—0.1526548z3 — 0.0347085x* .
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METODO DE LAS DIFERENCIAS DIVIDIDAS DE NEWTON

a) Las tablas de diferencias divididas para la funcién f(z) = e” en el intervalo [0, 1] se
dan a continuacién para los valores de m = 1, 2, 3, 4, asf como los polinomios interpoladores
resultantes:

0 | 1.000000
1.718282
11]2.718282
pr(x) =1+ 1.718282z .
0 | 1.000000
1.297443
0.5 | 1.648721 0.841679
2.139121
1 | 2.718282

1
p2(x) =1+ 1.297443z + 0.841679x(z — 5) .

0 1.000000

1.186837

0.333333 | 1.395612 0.704291

1.656365 0.278626
0.666666 | 1.947734 0.982918

2.311643

1 2.718282

2

1 1
p3(x) =14 1.186837x + 0.704291z(z — §) +0.278626x(z — g)(:c - g) .

0 1.000000

1.136102

0.25 | 1.284025 0.645363

1.458783 0.244400

0.5 | 1.648721 0.828663 0.069416
1.873115 0.313815

0.75 | 2.117000 1.064025

2.405127

1 2.718282

1
pa(x) = 14 1.136102z + 0.645363x(x — Z)

1 1
+0.244400z(x — 1)(33 - 5)

1 1 3
+0.0694162(x — Z)(m — 5)(96 - Z) .
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b) Las tablas de diferencias divididas para la funcién f(x) = senz en el intervalo

[0, 3] se dan a continuacion para los valores de m = 1,2,3,4, asi como los polinomios
interpoladores resultantes:

0

ool

0 | 0.000000
0.636620
1.000000

p1(x) = 0.636620z .

0 | 0.000000
0.900316

—0.335749
0.372923

B

0.707107

ISR

1.000000

vl

pa(z) = 0.9003162 — 0.3357492(z — %) .

0 | 0.000000
0.954930
& | 0.500000 —0.244340
0.699057 —0.113872
7 | 0.866025 —0.423210
0.255873
= | 1.000000
T T T
p3(x) = 0.954930x — 0.244340z(x — 6) —0.113872z(x — g)(m -3
0.000000
0.974495
0.382683 —0.188895
0.826137 —0.135929
0.707107 —0.349033 0.028714
0.552007 —0.090825
0.923880 —0.456034
0.193839
1.000000

palz) = 0.974495z — 0.188895x(z — g)

T T
—0.1359292(z — “)(z — =
0.135929z (z 8)(:U 4)
m us 3T
028714z (z — ) (z — ) (z — 22 .
+0.028714z(z 8)(m 4)(:1: 8)

).

¢) Las tablas de diferencias divididas para la funcién f(x) = exp(x?) en el intervalo
[0,1] se dan a continuacién para los valores de m = 1,2,3,4, asi como los polinomios
interpoladores resultantes:

0 | 1.000000
1.718282
11]2.718282
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p1(x) =1+ 1.718282z .

0 | 1.000000
0.568051

0.5 | 1.284025 2.300462
2.868513

1 | 2.718282

1
p2() = 1+ 0.568051x + 2.300462(x — 5) -

0 1.000000
0.352557
0.333333 | 1.117519 1.460634
1.326313 1.763858
0.666666 | 1.559623 3924493
3475975
1 2.718282
1 1 2
pa() = 1+ 0.352557z + 1460634 (x — 3) + L7638582(x — 3)( — 2)
0 | 1.000000
0.257978
0.25 | 1.064494 1.240292
0.878124 1.028926
05 | 1.284025 2.011986 1.538537
1.884117 2567463
0.75 | 1.755055 3.937583
3.852909
1 2.718282
1
pa(x) = 140.257978z + 1.240292x(x — Z)
+1.0289262:(x — i)(ﬂf - %)
1538537 (2 — %)(m _ %)(:c - z) .

d) Las tablas de diferencias divididas para la funcion f(z) = cos(cosz) en el intervalo
[0, 7] se dan a continuacion para los valores de m = 1,2,3,4, asi como los polinomios
interpoladores resultantes:
0 | 0.540302
0.292653
5 | 1.000000
)

p1(x) = 0.540302 + 0.292653z .

0 | 0.540302
0.280039

0.760245 0.016060
0.305266

INE

1.000000

ME]
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pa(z) = 0.545302 + 0.280039z + 0.016060z(z — ) .

4
0 | 0.540302

0.205419
1 0.647859 0.222804

0.438739 —0.266430
| 0.877583 ~0.195702

0.233800
7 | 1.000000

p3(z) = 0.540302 + 0.205419z + 0.222804x (z — g)

™ ™
—0.266430z(x — 6)(3: — 3) .
0 | 0.540302
0.158968
Z 10.602729 0.308304
0.401110 —0.234435
T 10.760245 0.032117 —0.034708
0.426335 —0.288955
37 10.927666 —0.308299
0.184197
Z | 1.000000

pa(z) = 0.540302 + 0.158968z + 0.308304z(z — %)

™ T
—0.234435z(x — g)(a: - Z)

T T 3m
—0.034708z(x — g)(x — Z)(:c - g) .

ERRORES COMETIDOS

Seguidamente pasamos a acotar los errores en todos los casos usando la formula del
error de interpolacién.

Acotamos en un intervalo cualquiera [a, b] el factor del error para abscisas equidistantes
wm(x) = (x —x0)(x —21) -+ (T — Ty -

Lo podemos considerar escrito, si hacemos el cambio de variable x = ¢ + h,,,u, como

hﬂ“(u—i—;)(u—l—;—l)---(u—g)

en el intervalo [, ], donde hemos hecho h,, = b_Wa (m=1,2,3,4) y ¢ = &b,
Definiendo

(Dm(u)E(u+%)(u+%_1)...(u_7>7
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su valor absoluto, en el intervalo [, %], presenta maximos en las abscisas:

3 5 15 + /145

los valores respectivos de estos méaximos resultan ser:

Bt

1 1 950 + 58145
4’ 9 ) ) 5\/5

(m=1,2,3,4) .

Asf pues, el factor wy,(z) queda acotado por h+1Q,,; de manera que, si My, 1 es una
cota de la funcion £+ en todo el intervalo, el error de interpolacién en cualquier punto
del intervalo esta acotado por

Mm+1 hm+1Q )
(m+1)r ™ ="

a) Para la funcion f(x) = €” en el intervalo [0, 1] puede tomarse M,,+1 = e, para todos

los valores de m, y h,, = %

Las cotas de los errores para los diferentes valores de m seran, pues:

m =3 | 5h3Qs ~ 0.0014

m=4 ﬁhi@l ~ 0.000080

b) Para f(z) =senz en [0, 5] , Myi1 =1y by = 3

2m”

m =2 | $h3Qy ~ 0.031

m =3 | 37h3Q3 ~ 0.0031

m =4 | 135h50 ~ 0.00028
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c) Para f(z) = exp(z?) en [0,1] , hy, = L y tenemos:

@) = 2ze™,
£ () (2+ 43:2)ex2 < 6e = Mo,
7O () (12z + 81‘3)6I2 < 20e = M3,
FD(2) = (12 + 4822 + 162h)e®” < T6e = My,
fOz) = (1202 + 160z° + 322%)e*” < 312e = Ms;

asi,

m=1| Myzh3 ~ 2.04

m =2 | M3gh3Qy ~ 0.44

m =3 | Myz;h3Qs ~0.11

m =4 | M5135h39Q4 ~ 0.025

d) Para f(z) = cos(cosz) en [0, 5], hpm = 5~ ¥
fl@) = s(e)s,
fO@) = —ele)s* +s(c)e,
FO ) = =3c(c)sc — s(e)(s® + s) = —3c(c)sc — s(e)s(s® + 1) |
F9 () cle)(s* + 4s% — 3¢%) — s(c)(65%c + ¢)
= cle)(s* +7s% — 3) — 65(c)(sc)s — s(c)c ,
O z) = e(e) (1053 + 15s¢) + s(c)(s® + 105> — 155¢? + s)
= c(c)sc(10s* + 15) + s(c)(s” + 255 — 14s) ;

donde se ha usado s(c) = sen(cosx), ¢(c) = cos(cosx), s =senx y ¢ = cos .

205

Acotando s(c) por sen 1, ¢(c) por 1y sc por %, y acotando correctamente los polinomios

en s, podemos tomar:

2
My =1+senl, M3:g+2sen1, My=5+4senl , M5:55—|—1256n1.
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Asi,

m=1| Mazhi ~ 0.57

m =2 | MzLn3Q, ~ 0.099

m=3 M4ih§93 ~ (0.026

m =4 | MsishiQq = 0.0064

Problema 3.4 Disponemos de la tabla siguiente:

z | 20 21 22 23 24 2.5
Jo(z) | 0.2239 0.1666 0.1104 0.0555 0.0025 —0.0484

de la funcién de Bessel de orden 0
1 T
Jo(z) = —/ cos(zsent)dt ;
0

s

usar el método de las diferencias divididas de Newton para hallar los valores de Jy(2.15),
Jo(2.25) y Jo(2.35) con errores menores que 31073

SOLUCION:

Se propone hacer la siguiente eleccién de abscisas para los cilculos pedidos: si se quiere
calcular Jy(x) para x = 2.15,2.25,2.35, tomamos las abscisas consecutivas de la tabla o,
1, ..., Tym de manera que xo < x < 1.

La expresién del error en la interpolacién

+1
HIE@D), o
(m+1) ™
nos permitird hallar el valor de m para el que puede asegurarse que este error sea menor
que %10_3.
Una cota de este error, para x = 2.15,2.25,2.35, se halla haciendo

| (€ () |
W |Wm($)’

M1 jmrll3  2m—1
(m+1)! 222 2

JO(x) - pm(x) =

| Jo(z) = pm(z)| <
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Hallemos seguidamente cotas para las derivadas de la funcion Jy:

1 ™
Ji(z) = ——/ sen(xsent)sent dt ,
™ Jo
1 /™ 2
| Jo(x)| < —/ sent dt = — ;
7 Jo T
1 ™
J(EQ)(.T) = —/ cos(zsent)sen’®t dt
™ Jo
1 /™ 1
\Jo(z)(:zr)| < —/ sen’t dt = - ;
T Jo 2
1 ™
Jég)(a:) = ——/ sen(xsent)sen’t dt
™ Jo

1 /7 4
T @)| < f/ sen’t dt — — |
0 3T

s

Asi, tomando My = % y M3 = %, tenemos:

1 11
_ < (012 =
Io(@) ~ ()| < 5o (017 = oo
4 301 . 1.
Jo(z) — 0135 = —102 < -1073;
[ Jo(@) = pa(a)| 3r 60 g T e l0 T <10

por lo tanto, no parece suficiente hacer una interpolacion lineal. En cambio, una interpo-
lacién cuadrética produce un error sensiblemente inferior a la cota pedida.

Construimos la tabla de diferencias divididas hasta diferencias de segundo orden usando
todas las abscisas excepto la primera, que no se necesita,

2.1 0.1666
—0.562

2.2 0.1104 0.065
—0.549

2.3 | 0.0555 0.095
—0.530

241 0.0025 0.105
—0.509

2.5 | —0.0484

Las aproximaciones pedidas, halladas por interpolacién de segundo grado segiin se ha
indicado, son:

Jo(2.15) ~ 0.1666 — 0.562(2.15 — 2.1) + 0.065(2.15 — 2.1)(2.15 — 2.2)
= 0.1383,

Jo(2.25) ~ 0.1104 — 0.549(2.25 — 2.2) + 0.095(2.25 — 2.2)(2.25 — 2.3)
= 0.0827,

Jo(2.35) ~ 0.0555 — 0.530(2.35 — 2.3) + 0.105(2.35 — 2.3)(2.35 — 2.4)
0.0287 .
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Problema 3.5 Disponemos de una grafica dey = f(x). Una tabla digitalizadora da las coorde-
nadas de los puntos de la curva con un error absoluto (en x, y) menor que 0.02 dm. Cinco
puntos de aquella grafica dados por la tabla son:

zp(en dm) | 0.20 0.50 1.00 1.20 1.80
yr(en dm) [0.80 0.80 0.60 0.40 0.60

Hallar una cota del error absoluto del valor de y, correspondiente a la abscisa x = 1.50,
dado por el polinomio interpolador en los puntos de la grafica, debido tinicamente a los
errores de las medidas.

SOLUCION:

Para encontrar la cota pedida haremos un estudio aproximado de la propagacién de los
errores de los datos en el valor del polinomio interpolador en la abscisa x = 1.50, supuesto
exacto, y sin tener en cuenta los errores en las operaciones.

Se elige la formula de interpolaciéon de Lagrange para su céalculo,

4

4
ple) =Y yilie) =Yy [ —— .

i=0 i=0 ki VP Tk

Usando las formulas aproximadas para el error en sumas, productos y divisiones, hal-
laremos una cota para el error absoluto en p(z) en funcion de la cota del error absoluto en
la medida de las coordenadas de los puntos € = 0.02dm:

4 4
cap(@)) = 3 1li(@) | ealy) + 3 |wil ol [ ——2)
i=0 i=0 ki Ti — Tk
4
= > li(@)] ealy)
=0
- (o . Ea(xk) Ea(mi) Ea(xk)
. 1 2
S LC] 1+|yz-|kzﬂ(|x_xk|+|xi_%)}e

Substituyendo las coordenadas por los valores de la tabla, tenemos

Una vez realizados los calculos resulta
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€a(p(x)) ~ 7le ~0.35 ,

una cota de error extremadamente grande si observamos que el valor aproximado encon-
trado para p(1.50) es 0.198.

Este error tan grande es debido principalmente al error en las abscisas. Si éstas fuesen
exactas, puede comprobarse facilmente que

4

ca(p(1.5)) < e>  |lk(1.5)|=5e =25-10"7,
k=0

apreciablemente menor que el resultado obtenido anteriormente.

Problema 3.6 Queremos tabular la funcién error

2 xT
erf(fL') = ﬁ/o\ €7t2dt

en abscisas equidistantes en el intervalo [0, 1] con paso h = 0.01. Hallar el nimero méximo
t de cifras decimales redondeadas con las que han de darse los valores de la tabla para que
el error debido a la interpolacion por polinomios de grados 1, 3 y 5 (usando los puntos mas
cercanos) no exceda del error propagado en el calculo del polinomio interpolador debido al
error de redondeo de los datos.

SOLUCION:

Acotaremos primero las derivadas sucesivas de la funcion f(x) = erf(z) para poder
acotar después las expresiones de los errores de interpolacion para z € [0, 1]:

@) @] < 2oz,

2
@) = pa(@)] < 0010,
F) ~psla)| < SR (0.01)°0;

donde M,, 41 es una cota del valor absoluto de f(™*1) en el intervalo [0,1] y los Q,
(m =1,3,5) estan definidos de forma anéloga a los del problema 3.3. Notemos que aqui
el méximo de wy, se busca en el subintervalo central [—1, 1] en la variable u, definida en
aquel problema.
En el caso de interpolacion de grado m = 2s+1 a f en x, escogeremos las abscisas g,
.., Tasr1 de forma que = esté en el subintervalo central x4, 511 de centro ¢ = m#
La variable u cumple, pues, © — ¢ = hu, con h = 0.01.
Debido a la simetria, el maximo se alcanza ahora en el punto central u = 0 correspon-

diente a x = c. Resultan asi: 2; = i, Q3 = %, Qs = 26%.
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Las primeras derivadas de f(x) son:

flx) = ;%e—”,
() = —\;17?936_:52,
O ) - \3%(_2+4x2)e%
FO ) = _;E(—12:c+8:1:3)ex ,
O (z) = ;7?(12 — 482% 4 162" )e ™",
fOz) = _;%(1203; — 16023 + 322°)e ™"

Los polinomios Hj(z) (j > 0) que cumplen

. .2 g2
FU (@) = (-1) e
o equivalentemente
H. o 1 ] 22 d] _1,2
i) =(=1)e di € )

se llaman polinomios de Hermite y se tratan en los problemas propuestos.

Asi las cotas Mo, My y Mg de las derivadas segunda, cuarta y sexta, requeridas en
el calculo, pueden hallarse buscando los maximos y minimos locales de estas funciones
derivadas en el intervalo [0, 1]; éstos se dan en los ceros de las funciones derivadas de éstas y,

por lo tanto, en los ceros de Ho(x), Hy(z) v Hg(x), que son respectivament g =0.7071...,

/3=v6 _
== 0.5246... y 0.4361...

Las cotas resultantes para los errores e/ debidos a la interpolacién seran:

2)(0.7071 1
e~ [F2(0.7071)] )|10*47:o.12-10*4,
2 4
;o 1fW05246) g9 g
e~ o 10785~ 0621077,
I |£(0.4361)[, 1,225 12
~ 0122 ~ 019 -1 .
5 720 0 g = 01910

En el caso de interpolacion lineal, el error el propagado en

p1(z) = f(wo)lo(x) + f(z1)l(z)

estard acotado por
[lo(2) | e+ |l(2)| e < 2e =€t

si los datos tienen un error absoluto acotado por €, de acuerdo con el problema 3.5.
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En el caso de interpolacion de grado m = 3,5, el error propagado e? en

m

pm(z) =D flzi)li(z)

=0

debido al error de redondeo en f(z;) (i = 0+ m), estara acotado por

que puede demostrarse que es menor que 2.5¢, si x pertenece al subintervalo central.
Parece, pues, adecuado dar los valores de la funcién con t = 4,8, 12 cifras decimales
redondeadas, respectivamente; entonces, una cota del error de redondeo de los datos es

€= %10_t y las cotas eﬁ no son sobrepasadas por las cotas e,In encontradas param = 1, 3, 5.

Problema 3.7 a) Dar, de forma explicita, los polinomios de Taylor en el punto x = 0 de las
funciones siguientes:

ef+e” " e "

. T __
i) coshx = 75—, senhx = “=—;

i) (14 2)* (@=2,3,-1,1 1)

b) Hallar expresiones de los errores y cotas de éstos.
¢) Estudiar la convergencia de los desarrollos de Taylor de las funciones del apartado

a).
d) Evaluar en xz = 0.001 las funciones dadas en el apartado a), con un error menor que
10720,

SOLUCION:

a) i) Tomamos primero f(x) = coshz. Las derivadas sucesivas de esta funcién son
f'(z) = senhz, f®(z) = coshz, ...: las derivadas pares son f*7)(z) = coshz y las
impares, f("*1(z) = senhx (r > 0). En el punto z = zg = 0, tendremos, pues,

f(27‘) (O) =1, f(27‘+1) (0) =0 (7‘ > O) .

Ello permite ya escribir los polinomios de Taylor pedidos

2s

15 1 4 x
p2s(x) = past1(z) = 1+§:B +ﬂx + -+ (29)! .

Para f(z) = senhz, es facil observar que los polinomios de Taylor son

x28+1

1 3
p25+1(x):p23+2($):$+6$ ++m (SZO) .
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ii) Ahora f(z) = (14 )%, la derivada j-ésima es

Fla)=ala—1)...(a—j+1)(1+z)*

y los coeficientes del polinomio de Taylor,
7(0)  ala=1)...(a—j+1)

. . 8]
J! J! Jj )
n
(9)#.
—o \ J

Los polinomios de Taylor resultan ser

pn(T) = Z

J

Para el caso a = 2 tenemos:

po(z) =1, pr(x) =142z, pu(z)=1+2z+2% (n>2).

Para el caso a = %, tenemos que los coeficientes del polinomio de Taylor son

<) I G S BIPEWE R B B CT
J

N[

4! 2.4-6---(27)

= o B G,

v los polinomios de Taylor,

1 1 1 5 _1(2n—=3)!
-1 T T2 -3 Y 4 1) 1711.
Po(@) =14 50 = a7 4 g627 = g+ (CUT g
Para el caso a = —%, tenemos que los coeficientes del polinomio de Taylor son
5} L ERED B 185 i)
j 41 2-4-6---(25)
(25 — 1!
— (—1V >0
v los polinomios de Taylor,
1 3 5 35 (2n — )N
—1-= 22 Y3 ©Y 4 _ynsr St n
Pal2) A T U e A oo T

Para el caso a = %, tenemos que los coeficientes del polinomio de Taylor son

(;) 3R M) 258 38— )
i jl 3.6.9...(3]')

(35—
(=1 ! Zaj)!!)!

Lol—=

>0),
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v los polinomios de Taylor,

11 1 3n — 4)!
pn((p):lﬁ-fx—fx + —2° — —=x ++(_1)n—1u n

3 9 81 243 (3n)!M!
Para el caso a = —%, tenemos que los coeficientes del polinomio de Taylor son
352 .
S DI (G IR G BUPNE R B SN
J 4! 3-6-9---(37)
(35 —2)!!
1)y =7 >0 ,
U g =0
v los polinomios de Taylor,
1 2 14 35 (3n —2)!N
:1_7 72_73 74 _1%771
Pal) R T Ve S T

b) i) La expresion de Lagrange para los errores de los polinomios de Taylor

— f(n+1)(€(x))l,n+l
(n+1)!

permite encontrar las cotas

M1
|Rn(2)] < (ni 1)!$n+1 :

siendo M,,4+1 una cota del valor absoluto de la derivada (n + 1)-ésima de f en el intervalo
<0,z >.

En el caso de que f(z) = coshz, tomando n = 2s + 1, a los polinomios de Taylor
p2s(x) = past1(x) les corresponde la expresion siguiente del error:

Rys(x) = Rosy1(x) = mm%—m

v la cota
coshz 5.9

—x
(25 +2)! ’
debido a que sus derivadas pares coinciden con la funcién, que es par y creciente para

valores positivos de x y, por lo tanto, puede acotarse por cosh x.
En el otro caso, f(z) = senh x, tenemos analogamente

cosh 5(90) 2543

R25+1(33) = R28+2(x) = (25 + 3)!

que puede acotarse, en valor absoluto, por

coshz 2543
(25 +3)!

ii) Para f(z) = (1 + x)“, la expresion de Lagrange para los errores

1 o n
Bu(z) = (14 &(x))ntl-o ( n+1 )x "
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puede acotarse por

para valores de z > 0 y por

1 « xn+1
(- [e)rH=a \ n+1

para valores de z en (—1,0). Esta ultima expresion toma valores arbitrariamente grandes
a medida que x tiende a —1, para cada n fijo.

c¢) i) La convergencia de los polinomios de Taylor a la funcion esté asegurada aqui en
ambos casos, para cualquier valor de z: es facil comprobar que las cotas encontradas para
los errores tienden a cero cuando s tiende a infinito.

ii) La convergencia en este caso es obvia cuando « es natural, debido a que se trata de
una suma finita. Si z € (0,1), es también facil demostrar que la cota del error encontrada
tiende a cero, cuando n tiende a infinito. No se puede llegar directamente al mismo
resultado para todos los valores de (—1,0) (aunque pueda hacerse de manera andloga
en el intervalo (—%,0)), asi pues, es necesario seguir otro camino para decidir sobre la
convergencia.

La formula integral es mejor en este caso; tomando y = —x, tenemos

(n+1)<nii:)Aﬂ<iﬁ;:>na+¢w—wt
= (D" n+1) < n(—li—l )/:un <1:Z>a 16?u

— (—1)”+1(n—|—1)< @ )M/Oyu”du

R, (x)

n+1 ) (1—n)etl
- @ (1 —i—x)o‘ Tl
— \n+1 1+¢) 1+¢7
donde se ha usado la variable u = %, O<n<y,z<&=—-n<0.

Claramente, la misma expresion es vélida también para z > 0, y tenemos asi

Rn(a:):< « )<1+x>a$n+l £e<0,x> .

n+1 1+¢) 1+¢7

La expresion hallada puede acotarse ahora para x € (—1,1),
xn—l—l

« ‘1%—:5
n+1 1+&1 [1+¢
_ a (1+|$|)a ’x|n+1
< st =) 1=

De esta cota se infiere la convergencia de los polinomios de Taylor a la funcién para
todo valor de z € (—1,1).

[0}

| R ()]




CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 215

d) i) Los calculos de cosh 0.001 y senh 0.001, aproximando amb polinomios de Taylor
adecuados, dan:

1076 10712 10~18
cosh0.001 = 1+ 5 + 2 4+ cosh 0.001 20
= 1.00000050000004166667 + 0.5 - 10720
1072 1071 10721
h0.001 = 1073+ —— + cosh 0.001
sen T T 10 T 5040

0.001000000166666675000000 + 0.2 - 10724 .

ii) El calculo de (1 4 x)® se realiza de la misma manera para los diferentes valores de
a pedidos. Mostramos aqui sélo los célculos para o = %:

1 1073 1006 10° 5-.10712
1+0.00)2 = 1 - -
(1+ )2 T3 s 16 128
+7-10—15 21-10718 33.10°2!
256 1024 2048

1.0005001250625390898642 + 1022 .

Problema 3.8 Calcular ¢!, In1.1, 1.173/2 y sen0.1 con error absoluto acotado por 10710,
usando desarrollos de Taylor en xg = 0.

SOLUCION:

Partiremos del conocimiento de los desarrollos de Taylor de las funciones e*, In(1 + x),

(1+ x)_% y senx dados en la tabla 3.5. Los evaluaremos en = 0.1 para hallar los valores
pedidos, cuidando efectuar las operaciones con suficientes decimales (por ejemplo, 12), y
acotaremos el error cometido:

1072 10% 10* 105 1076

0.1 -1
e +O+2+6+24+120+720

01 1077
5040
= 1.10517091805 £ 2- 10~ .

1072 102 107* 105 10°©

In1.1 = 107! - —
n 5 T3 1 s 6
10°7 1078 1072 10710
- + +
7 8 9 10

= 0.09531017989 + 10~ .
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35 3:5:7
2 2.4 246

Nl
w
Ju
w
ot

1.1~ 1073

. 2.4...22
_ 10! L 15 1072 35-107° L 315 1074
2 8 16 128
693-10~° 3003-107% 6435-107"7
T 256 T 1024 2048
109395 -107% 230945 - 1079
32768 65536
969969 - 10~ 202811710~
262144 524288
= 0.86678417276 +4 - 10711 .

1073 N 107° 1077
6 120 ~ 5040
= 0.099833416667 + 2 - 10~ .

sen0.1 = 107! —

Problema 3.9 Hallar, como minimo, los cinco primeros términos no nulos de los desarrollos de
Taylor en xg = 0 de las funciones siguientes:

a) €%, e®senz?, i1+ ZL‘2)%, tan(3z), sen®x;
b) sem:n7 cosx—l7 senx—:v—x?’/ﬁ7 1n<1+m>i;
x x? xd 1—x
) 0 x(cosx — 1) (1—&—96)%—(1—33)%
c 9 ) ;
sendz’ senz —sendx’ (14 2)5 + (1—2)3
d) e eVST In(cosx).
SOLUCION:
a) Usando el desarrollo de la exponencial, tenemos
3222 3323 3t 3%a°
31 prm— CEEEEY
e = 1+3z+ 51 + 3 + 1 + 5l +
9 9 27 81
= 1+3z+-2?+ -3+ ot + =P+

2 27 TR T
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Haciendo el producto de los desarrollos de e* y de sen 22, hallamos

2 3 4 6
@ 2 _ T T 2
e“senz® = (1+x+2!+3!+4!+ )(x T )
N 2 6 8
De manera similar se tiene
1 1 1-3
o1+ x2)% = 21+ z2? - zt + 20

8" T2.4.6.8-10"

2.4.-6-
1 1 1
= '+ 53:6 - gmg + Exlo
5 12 7 14
1287 T a56”

Para obtener el desarrollo de tan3z, hallamos primero el de tanz, partiendo del
conocimiento de los de senx y de cosx. Notese que la funcidon tangente es impar y, por lo
tanto, su desarrollo estd formado sélo por monomios con exponente impar

tanx = a1 + ag:c3 + a5:c5 + a7:c7 + agxg + a11x11 N

El desarrollo anterior cumple la relacién

1’2 .T4 $6 xS :L‘IO
( —gﬁ‘m—@“‘g_liol—‘r )tanx
333 1,5 $7 .%‘9 J}ll
= -4+ -t T+

3t 5 7t 9 11!

y, por lo tanto, sus coeficientes satisfacen el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

1 = al

1 - aq

T3 T BTy

1 as aq

ST R TR

1 - as as al

BT TR TR

1 _ ay as as a1

o T Tyt T w e

r ag a7y as  as al
ST R TR TR TR

que puede escribirse en la forma:

ay = 1
6a3 = 3a1—1
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120as = 60a3 —5a; +1
5040a7 = 2520a5 — 210a3 + 7a; — 1
362880a9 = 181440a7 — 15120as5 + 504a3 — 9a; + 1
39916800a1; = 19958400ag — 1663200a7 + 55440as

—990a3 + 11ay — 1

Asi obtenemos el desarrollo

tanx =

1 2
4+ 2P+ =2 +

17 62
2T 9

1382 4,
+ T T
315 2835

155925

3 15

El desarrollo pedido es, pues,

Para el célculo del desarrollo de f(z) = sen

tan3x =

1.. 2 17
3y 2338 4 2355 Al ar7
:1:—1—3 £C+15 m+315 x
62 1382
39,9 111,
28357 ¥ T 155925°
162 . 4131
= 3x 4923+ 2%+ ——a7

5 35
15066 o 3022434 |,

z
35 1925

_|_

3, usaremos una formula trigonométrica

que se deduce de la formula de Moivre

Sen3 r =

3 1
Zsenx—isen?)x
3 a3 20 27z ol
P T T IR TTI
1(3 33.7)3 N 35.%'5 37.%'7 N 39]}9 3111.11 N )
— — l’_ — — “ e
4 3! 5! 7! 9! 11
38 5 33 -1, 33-1,
43! 4 5 4 7
333-1 4 330-1,
9 P _
4 9 4 9!
1 13 41 671
3 -,.5 e 9 11
T T 190" T 30247 T 60ag00”

b) Los tres primeros desarrollos pedidos se hallan facilmente si se parte de los desarrollos

conocidos de senz y cosx.

Asi, directamente:

senxr - 1 .’EQ ZL‘4 376
6 120 5040
l‘8 xlO
*3628%0 39916800
cosx — 1 1 22 xt a0
22 = "3 9% 720 " 10320
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1,8 xlO
3628800 | 479001600
Senx—x—&—%g - 1 22 n x4 26
5 120 5040 ' 362880 39916800
1,8 :CIO

16227020800 1307674368000 )

La altima funcién de este apartado puede escribirse como
1
—[n(l+z)—In(l —2)];
x

dicha funcién tiene el desarrollo

1
14+2\= $2 1:4 .1'6 .'L'S ZElO

que se deduce directamente del de In(1 + z).
¢) Notamos primero que el desarrollo buscado para la funcion f(z) =
de la forma

5
—Z-— ha de ser
senv T

f(x) = 2% + agz* + agz® + agz® + a102'® + appr'® + -+

partiendo del conocimiento del desarrollo de sen® x hallado en a), estableceremos un sistema
de ecuaciones lineales para sus coeficientes imponiendo

5 7 9 11
@5 1132:% - 3(1):;4 * ggigoo - =2
Resulta:
ag — L =0
132
ag — % + 120 =0
as — ag n 13a4 41 _ 0

2 " 120 3024

a _%+13a6_41a4 671 — 0
1079 7720 " 3024 " 604800

El desarrollo hallado es entonces

® 2, zt N 1728 N 45728 N 328710 N
f— €T —_— e
sen3 x 2 120 15120 = 604800

cosz—1 . . .
Para f(z) = % el desarrollo tiene la misma forma que en el caso anterior

flz) = 22 + agxt + aga® + aga® + 1020 + a4+ - -

Los coeficientes ahora se hallan imponiendo

senxr — sen3 T

. f(z) =cosx —1;
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esto es,
7e2 61zt 54725 70328 44287410
(1-—+ — - — + o) f(2)
6 120 5040 51840 39916800
x2 1.4 xG xS xlO

R T TR

La resolucién del sistema lineal correspondiente da el desarrollo buscado. Los detalles

del proceso se dejan al lector.
El desarrollo de

—_
8
wl
|
—
—_
|
&
~—
W= W=

que es de la forma
f(l‘) = a1+ a3x3 + a5x5 + a7x7 + agl’g + anxn +--

se encontrard partiendo del desarrollo

. 1 2 2.5 2.5-8

1 53 o= 14 -0— —2a? 3

(L+2)3 T3 356" T3.69° 3.6.9-12
_ 14 x  x? n 513 1024 n 2245 15429 n 37427
- 30 ' 81 243 " 720 6561 ' 19683

93528 N 2150527 223652210 N 14740721
59049 = 1594323 4782969 14398907

y entonces

222 20z*  308z%  1870x% 111826z

( 9 243 6561 59049 4782969 (@)

2¢ 1023 442° 75827  430102°  294814x!!
3781 T 729 T 10683 T 1504323 T 14398007 |

La resolucién del sistema lineal correspondiente también se deja al lector.

d) El desarrollo de f(z) = """ podria hallarse por composicién de los desarrollos del
seno y de la exponencial; otra manera de operar consiste en derivar y hallar después el
desarrollo

f(z)=a1x + az:BQ + a3x3 + a4:c4 + a5x5 + aﬁxﬁ' N

imponiendo la relacién resultante

v usando el desarrollo de cos x.
El sistema lineal correspondiente es:

al = 1
200 = a1
3a3 = ag — 1
2
4&4 = asz — ﬂ
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. as 1
Sas = a4 2 + Y
as ai
6 = -+ =
a6 BT Ty
y el desarrollo buscado
2 4 5 6

X o X X
Senwzl 777777 —_ PR
¢ Tt S TS T 20

De manera similar, derivando ahora g(z) = /cos x, hallamos

1 senx

reoy L .
g (@)= 2 /cosz ’

esto es,
2¢'(z) = —g(z) tanz .
Esta relacion permite hallar el desarrollo de la funcion exponente g(x) = /cosx de
f(z) = evs® partiendo del desarrollo conocido de tanz; una vez conocido éste, el de

f(z) se encuentra imponiendo la relacion entre las derivadas f'(z) = ¢'(z) f(x).
Derivando f(x) = In(cosz), tenemos

f(z) = —tanx ;
el desarrollo buscado se halla simplemente integrando, término a término, el desarrollo
conocido de tan x e imponiendo f(0) = 0:

1, 1, 1 17 ¢ 62 , 691

— — _ J— J— 12 )
2 127 T 17 T 9520 283507 935550

Problema 3.10 Consideramos la funcii
fo(n) = [(¥V2—=1)n — In2]n.

Calcularla directamente para n = 10* (k = 1 + 10), explicar los resultados y hallar
f0(10%°) con 15 cifras significativas.
Hacer lo mismo con las funciones

fl(n):<1+;)"—e, fj(n)Z\]/n—i—iL—(/ —% (j=2.3.4).

Usar e = 2.718281828459045..., In2 = 0.6931471805599453...
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fo(107)
0.2458744
0.2407825
0.2402820
0.2402321
0.2402271
0.2402265
0.2402252
0.2406785
0.2600646
0.3449082

@OO\ICDU‘&QJ[\’)I—“F

—_
o

Tabla 3.8: Clculo directo de fo(10%) (k =1 = 10).

SOLUCION:

En la tabla 3.8 se muestran los resultados obtenidos trabajando con doble precisii (con
aproximadamente 16 cifras significativas). Se observa que, a medida que aumenta k, los
resultados obtenidos van distorsionndose por el efecto de la cancelacii que se observa en la
expresii de fy usada; notamos, por ejemplo, que /2 ~ 1 cuando n = 10* tiende a infinito.
Una forma de evitar la cancelacii consiste en desarrollar {/2 para valores de n grandes.

En efecto,
m2 o In? 2 In2 In?2 In32
V2=¢n = g I e B
Va=c jz%j!ni + n + 2n? + 6n3
y entonces
In?2 1In®2
e

se puede usar para el cleulo de fo(10°) con 20 cifras decimales exactas, haciendo

In?2  In32
fo101) = 224 nTm—10 +10722

2
1
0.240226506964651 (1 + 510*15) :

La cota dada para el error se deduce del hecho que

3 j 4

In? 2 In*2
Y — - - 57

R3(n) = \/5 ]EZO ]'n] =e€ 4'n4 3

con 0 < €< % y, por lo tanto,

3 j 4
_ In’ 2 In*2
p— J— f— é‘
Ra(n) = fo(n) ;:2: jlni—2 =€ 4102

se puede acotar por

In2 1114 2

D, L= —22
|Rofn)|< ¥ 2 <1072,
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f1(10%) f2(10%) f3(107) , f1(107)

O © 00 O Utk WN =T

—

—1.245394 - 101 [ 3.162317 - 102 [ 1.436316 - 10~ 8.891592 - 103
—1.346800 - 1072 | 1.000000 - 10~2 | 3.094393 -10~% | 1.581139-10~*
—1.357896 - 1073 | 3.162278 - 10~° | 6.666667 - 10~° | 2.811707-10~°
—1.359016 - 10~* | 1.000000 - 10~ | 1.436290-10~7 | 5.000000 - 108
—1.359127-107° | 3.162278 - 10~ | 3.094393-107° | 8.891398-101°
—1.359363 - 107° | 1.000089 - 10~° | 6.670222- 10~ | 1.581279 - 10~ !
—1.343270- 1077 | 3.370437 - 107! | 1.530873 - 1072 | 2.996804 - 10~ '3

—3.011169-1078 | 1.776534- 107 | 0 8.882478 - 10714
2.406785-1077 | 0 0 0
—1.103034-1077 | 0 0 0

Tabla 3.9: Clculo directo de f;(10%) (j = 1= 4) (k =1+ 10).

sin = 1019.
Para los dems casos pedidos, se obtienen los valores de la tabla 3.9.
El uso de desarrollos permitir tambii hacer los clculos evitando el efecto causado por
las cancelaciones producidas que se observa claramente en la tabla para los valores mayores

de k.
Asl

fi(n)

f2(10")

f3(1010)

f4(10"°)

1 1
14+ =) —e= In(1+-)) -
(+n) e exp(nn( +n)> e

1 1 1

PP g, tgm ) memeamlg g m ) e
_f L .
2n = 24n? ’
€. n—10 € 1 1—20 —30
——1 —10 + 10
20 +24

1
= —1.359140914218197 - 10~ 10(1 & §10—15) :

al(eo ) <o)

VIR SR

jn2 3j3n6

1
10°(107% & £107%)

—15 1 —-30
= 1.000000000000000 - 10~ & 107 .
2
10?(510—20 +10760)
1
= 1.43628979335459 - 107 17(1 + 510—15) :
5.1 a0 —60
102 (5107 £ 107%)

1
= 1.58113883008419 - 10 18(1 + 510*15) :
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tx

Problema 3.11 Dadas las funciones f;(x) = Z*, se definen los polinomios de Bernoulli B;(t)
(> 0) por Bj(t) = £ (0); ast,

fi(x) = Bo(t) + Bllgt)x + Bzgt) x? 4 B:;Et) z® +

Los valores B; = B;(0) (j > 0) reciben el nombre de ntimeros de Bernoulli y cumplen:

r By By o Bs 4

a) Probar la recurrencia

b) Probar que
Byt h)=Y ( / ) BW ™ (= 0); Bi(1)=B,(0) (j=2) .

=0

c¢) Establecer la recurrencia
By(t)=1, Bi(t)=t— -,

B(t) = jBj1(¢)

que, juntamente con B;(1) = B;j(0) (j > 2), determina completamente los B;(t) (j > 0);
probar también que B;(t) es un polinomio ménico de grado j que cumple

(~1YB;(1—t) = Bj(t) (j>0).

d) Probar, parar > 1, que

1
Bory1 =0; (=1)"Bo_1(t) >0, t € (0, 5) ;

(=1)""' By, >0, (=1)"(Ba(t) — Ba,) >0, t€(0,1).

SOLUCION:

a) De la definicion de los polinomios de Bernoulli, tenemos

r—1 Bs(t
el = € o (B()(t) +Bl(t).7j+ ;E)$2 +) ;

es decir,

t2 2 2 Bo(t
(1+tx+2—f+---):(1+§+%+---)(Bo(t)+31(t)x+ 225)362—1—---).
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Igualando los coeficientes de /=1 (j > 1), obtenemos

gt 1 Bt
G- Z G-

(j=1);

esto es, . .
= ( ‘Z )Bl(t) G=1). (%
1=0

Tomando j = 1, obtenemos By(t) = 1y, tomando j > 2 y t = 0, obtenemos
=1/ .
§j<{>&:o,
=0
donde B; = By(0) (I > 1) y By = By(t) = 1. Sumando Bj a los dos miembros de la

igualdad, obtenemos la relacién pedida. Dicha relacion suele escribir se para recordarla
como (B +1); = Bj, ya que, si B es un ntmero cualquiera, la formula del binomio de

Newton da ‘
J .
Jj_ J l
(B+1) _§<z )B

y la expresion hallada para los B; se obtiene “bajando los indices" de ésta.
b) Usando ahora que Bj(t+h) = ft(i)h(()), tenemos

(t+h)x Byt +h
.T:xi :(-B[)(t—Fh)—|-Bl(t—|—h,)gj-+-2(2')‘7:24_7
pero,
xe(t+h)x B xetl‘ e
et —1 o el — 16
Bz(t) 9 h2

(Bo(t) + Bi(t)z + T +-~)(1+hx+§x2+-~) .

2!
Por la unicidad de los polinomios de interpolacién de Taylor de un grado dado, podemos
igualar los coeficientes de 2/ en ambas expresiones y se obtiene la recurrencia. De (x),
tenemos B;(t + 1) = B;(t) + jt’ 1y, si j > 2y t = 0, resulta B;(1) = B;(0).
c¢) De b), se deduce

Bj(t + h) — Bj(t = :
]( + }1 J( ) :ij—l(t) _i_hZBl(t)hjflfQ :
=0

por lo tanto, pasando al limite cuando h tiende a 0, se obtiene
Bj(t) = jBj-1(t) (j>2).

Es claro que By(t) = 1. De la relacion By(t)+2B(t) = 2t (obtenida de (%) para j = 2),
se obtiene ahora Bi(t) =t — 3. Ademds, Ba(t) = t? —t 4+ Cs satisface By(1) = B»(0) ya
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que fol Bi(s)ds = 0 y la constante C3 se determina de manera que fol Bs(s)ds = 0y, por
lo tanto, B3(1) = Bs(0). Es decir, la recurrencia:

1 .
5 ’

Bj(t) = jBj-1(t) , Bj(1) =B;(0) (j=2),
también determina univocamente los polinomios de Bernoulli.

Notamos que Bj(1) = B;(0) (j > 2) es equivalente a fol B;_1(t) = 0, debido a la
relacion B}(t) = jB;-1(t). Por induccion, se deduce inmediatamente de esta relacion que
los polinomios Bj(t) sén monicos.

Finalmente,

Bo(t)=1, Bi(t)=t—

Ba(t) o _ we ()00
2! er —1 e % —1

= B -+ B - i)+ 20 e

By(t) + Bi(t)x +

de donde, igualando términos, B;j(t) = (—1)’B;(1—t) (j > 0). En particular, para conocer
B;(t) en [0, 1], basta conocer Bj(t) parat € [0, 3): si j es impar, B;j(t) = —Bj(1 —t) y, si
j es par, Bj(t) = B;(1 —1t).

d)Sij=2r+1, By41(t) = —Baoy+1(1 — t) implica la relaciéon

Boy+1(0) = —Bar1(1) ;

ya sabemos que se cumple Bg,41(0) = Bo,41(1) si 7 > 1, entonces
Bory1 = B2r41(0) = Bopy1(1) =0 (r > 1) .

Probaremos ahora, por induccién sobre r > 1:

(_I)TBQT—I(t) > 07 te (07 %)7

(=1)"(Bar(t) — Bay) >0, t € (0,1);

(=) 1By, > 0.

Sir=1yte(0,3), (—1)"By_1(t) = 3—t > 0. Suponemos ahora que (—1)" By, _1(t) >
0 para t € (0, %), entonces

(—1)"(Bay(t) — Bay) = (2r — 1) /()t(—l)ngr_l(s)ds >0, site (0, %]
y, usando ¢), (—1)"(Bar(t) — Boy) = (—1)"(Bar(1 —t) — Ba,) > 0, s t € (3, 1).
Debido a que fol B, (s)ds =0,

1
0< (—1)7”/0 (Bay(t) — Boy)dt = (—1) ' Ba .

Basta probar ahora (—1)""1 By, 41(¢) > 0, para t € (0, 3).
Si Bori1(t1) = 0 para tq € (0, 3), querrfa decir que Ba,41(t) se anularfa en 0,¢y, ; por
el teorema de Rolle, By, (t) se anularia en tg,t3, cumpliéndose la ordenacion 0 < to <

t1 < t3 < 3y, de nuevo, Bg)ﬂ(t) se anularfa en una abscisa t3 € (0,3); pero, si r > 1,

B3, (1) = (2r + 1) B, (t) = (2r + 1)(2r) Ba,—1 (1)
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y, por lo tanto, Be,_1(t3) = 0, t3 € (0, %), que entra en contradiccion con la suposicion
hecha. Asi pues, el polinomio Ba,4+1(t) no se anula en (0, %) y, como que es continuo, no
cambia de signo en el intervalo; su signo sera asi igual al signo de Bj,., 1(0) = (2r+1)B2,.(0),
que es el de (—1)"T1. En definitiva, tenemos (—1)"*!By,11(t) > 0 para t € (0, 3).

Como ilustracion y para facilitar su uso en el capitulo siguiente, damos a continuaciéon
una tabla de los primeros nimeros de Bernoulli By, By, B, By, B, ..., B3y (recuérdese
que, por d), Ba,41 =0 (r > 1)):

BO = 1 B16 = —356711(’)7
Bo= o) |Be =

By, = % By = _12436011
Bi = -3 |Bn = 57

B = 4 Byy = —28300001
A L
By = % Bog = —%
By = ¢

Problema 3.12 Calcular tan 22.5° usando interpolacién de Hermite en 0° y 45°. Acotar el error
cometido y comparar la cota encontrada con el error exacto.

SOLUCION:

Si definimos f(z) = tan 7 y trabajamos con radianes, se pide el calculo de f(§) = tan %
por interpolacién de Hermite en g =0y 1 = %.

Usaremos el método de las diferencias divididas generalizadas repitiendo las abscisas
x, 1 y aplicando la definicion de aquéllas haciendo f|xg, zo] = f'(z0) v flx1, 1] = f'(21).

Recogemos primero la informacién requerida:

flo) =0, flxr)=1, fl(wo)=m, fl(z1)=2m,

debido a que f'(x) = (1 + f2(z))r.
El esquema resultante es el dado en la tabla
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00
7'('
0|0 4(4 — )
4 16(3m — 8)
11 8(m —2)
2
1
11

El polinomio interpolador de Hermite es, pues,

p3(x) = 7z + 4(4 — m)2® + 16(37 — 8)2? (x — i)

v permite hallar la aproximacion

T 1
t —) ~ —) = 0.4018...
an(g) = ps(g) = 0.4018

La formula trigonométrica tang = I_ng)g g permite hallar el valor exacto

1
tan(T) = —V2 !

_ = =2 —1=0.4142213562...
8 1+ 1+V2

228

El error cometido puede acotarse usando la expresién del error en la interpolacién de

Hermite @
£@) —pote) = L 2w - 17, 0<e<
que, en T = %, vale
1 INARI(9
f(g) —P3(§) = gt

My

Daremos como cota del error g, donde My es una cota de f® en el intervalo [0, 1]

que buscamos a continuacién. Tenemos
f=r@+ >0, fO=2rff >0, f&=2r(fPf+f? >0,

fO =2r(fOf 432 >0, fO>0;
1

4

asi f®, al ser creciente, toma el valor maximo sobre [0, %] en x = 7. Para calcularlo,

1
hallamos f(%) =1, f’(%) = 2, f(Q)(%) = 472, f(3)(%) = 1673; entonces,

= 807t

v la cota del error da 0.079, que es sensiblemente mayor que el error real 0.0124.



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 229

Problema 3.13 (Interpolacion hermitiana generalizada).
a) Demostrar la existencia y unicidad del polinomio py(z) de grado menor o igual que
N cumpliendo:
I !
P () =P (1=0+np) (k=0+m),

con N =m+ Y 1 qng.

b) Hallar una expresién para los errores f(x) — pn(z) en [a,b], si la funcién f €
CN+L(a,b).

¢) Explicar, con detalle, como se generaliza el método de las diferencias divididas a este
caso.

d) Hallar el polinomio p11(x) de grado 11 cumpliendo:

(-1 = fO(-1) (1=0+3),
fO0) 1=0+2),
() = fO1) 1=0+4)

para f(x) = 2'2. Hallar el error de interpolacién en el intervalo [—1,1].

SOLUCION:

a) Las condiciones de interpolacion de Hermite generalizada imponen un sistema de
ecuaciones a los coeficientes del polinomio py(x). La existencia y unicidad de la solucion
equivale a la existencia y unicidad de la solucién del sistema homogéneo; esto es, que el
dnico polinomio que cumpla

P (@) =0 (1=0+ng) (k=0+m),

sea el polinomio 0.

Veamos que esto es cierto por reduccién al absurdo: La condicién pg\l,) () =0 (I =
0 +ny) equivale a que py(x) tenga el cero xj, de multiplicidad ng +1 v a que (z — )™+
sea un factor de py(z) (k = 0+ m). Si el polinomio py(z) no fuese nulo, el polinomio
(x — zg)"t (2 — 2)™m T (2 — 2)" ! (de grado N + 1) seria un factor de py(z) (de
grado méaximo N); de donde se deduce que py(z) ha de ser nulo.

b) Para cada x € (a,b), v # z) (kK = 0+ m), consideramos la funciéon

®(2) = f(2) = pn(2) = a(@)(z — 20)" T (z — )" T (2 = @)

donde a(x) se elige de forma que ®(x) = 0. Asi la funcion ® tiene los siguientes ceros: x,
(de multiplicidad ng +1) (kK = 0+m); esto es, N +1 ceros (contados con su multiplicidad).
Una generalizaciéon simple del teorema de Rolle nos permite afirmar que la derivada N + 1
se anula en una abscissa ¢ del intervalo (a, b)

() = FAH(E) —a(@)(N + DI =0;

de donde, despejando a(x) y substituyéndolo en la expresion inicial, tenemos la formula
del error en la interpolacién de Hermite generalizada

FATD(E)

m(x — :Eo)no—i-l(gp — 271)”1+1 .. (CL‘ _ xm)"m"'l ‘

f(z) —pn(z) =
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¢) El proceso a seguir es casi el mismo que en el caso de interpolacion usual (en el que
nr =0 (k= 0-+m)). Recordemos primero que la interpolacion de Taylor puede entenderse
como una interpolacién normal en la que todas las abscisas de interpolacién se han hecho
coincidir en una misma abscisa xg y que pueden generalizarse asi las diferencias divididas
al caso de que haya abscisas repetidas haciendo

[ (o
flzo, zo, xo, - .., xo] = ;,' )
NGB A !

J

La interpolaciéon de Hermite generalizada es una extensiéon de la de Taylor a varias
abscisas; asi, poniendo ny + 1 veces cada abscisa xp (kK = 0+ m), puede construirse una
tabla de diferencias divididas (generalizadas) basandonos en la expresion anterior para
todas las abscisas ( )

J? (@
flag, o, 2, x| = ——— (k=0+m) .

%.’_/ ]!
J

La obtencién del polinomio interpolador se hace entonces de manera anéloga:

pn(x) = flxo] + -+ flxo, ... xo)(x — x0)™ + ...

—i—f[acg,...,wo,a:l,...,xl](x—xo)”0+1(m—x1)"1 + ...
+...
o L TR ) P Ty s T (2 — o)™ (2 — )

d) Construimos la tabla de diferencias divididas generalizadas partiendo de la informa-
cion siguiente:

f(=1)=1 fl(=1)=-12 f@(-1)=132 fO(-1)=-1320
f(0)=0 f(0)=0 fE0)=0
f=1 (1) =12 A =132  fO(1)=1320

El resultado es el siguiente:



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 231

-1 1
—-12
-1 1 66
—12 —220
-1 1 66 165
—12 —55 —120
-1 1 11 45 84
-1 —10 —36 —34
0 0 1 9 16 14
0 -1 —4 —6 —4
0 0 0 1 4 6 4
0 1 4 6 4 1
0 0 1 9 16 14 6
1 10 36 34 16
1 1 11 45 84 46
12 55 120 126
11 66 165 210
12 220 330
1 1 66 495
12 220
1 1 66
12
11

El polinomio interpolador pedido es

pii(z) = 1—12(x+1)+66(x+ 1)% —220(z + 1)
+165(z 4+ 1)* — 120(x + 1)z + 84(x + 1)%2?
—34(z + 1) + 14(z + )23z — 1)
4z + D32 - D2 + 4z + D32 - 1)3
+(z+ D23z — 1)L,

La formula del error hallada en b) nos dice que
22 —pii(z) = (z — D2z +1)°

exactamente. Asi, el polinomio interpolador también se escribe

pr(z) =22 — (z — D423 (x +1)5 .

El polinomio de error (22 —1)(z+1)[(z —1)z(z+1)]? puede acotarse por el producto de

las cotas de cada factor; esto es, usando el problema 3.3 sobre [—1, 1], por 1-2- % = %.
La mejor cota se hallaria buscando el valor absoluto méaximo del error en los maximos y
minimos relativos de éste.

Problema 3.14 Hallar la constante que aproxima mejor f(x) = e en [0, 1], segiin las normas:

DA s i) [ 2, i) ] oo
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SOLUCION:

La aproximaciéon por una constante es el caso més sencillo de aproximacién; puede
tratarse a partir de la misma definicién del problema como la minimizacién de la funcién

@(c) = min |/ — ¢

ce

Esto es lo que haremos para las tres normas sugeridas.
i) La funcion ®;(c) = || f — ¢||1 esta definida por

1
®(c) :/0 le* —c|dz .

Tenemos, asi,

1
®i(c) = /(ex—c)dx:e—l—c,sicgl;
0
Inc 1
®i(c) = / (¢ —e*)dx + (¥ —¢)dr =2clnc—3c+e+1,
0 Inc

sil<c<e;
1
®i(c) = /O(C—em)dx:c—e+1,siCZe.

Dicha funcién es decreciente en el tramo ¢ < 1 y creciente en ¢ > 1; tiene, por lo tanto,
una abscisa de minimo ¢ en [1, ¢] que puede hallarse por anulaciéon de la derivada:

P1(c)=2lnée—1=0, é¢=+e.

Dicha abscisa de minimo ¢ es la constante éptima en esta norma.
ii) Anéalogamente, tenemos

Dy(c) = /(;1(635 —¢)%dx = %( 1) —2(e—1)ec+?;

se trata de una pardbola en la variable c. El valor de ¢ = ¢* correspondiente al minimo de
la misma nos da la constante éptima buscada
cF=e—-1,

que, al ser || ||2 una norma euclidea, también se obtiene de la resoluciéon de la ecuacion

normal asociada .
X
oo Jo 1-e%dx

fol 12dx

iii) En este caso, la funcion que es necesario minimizar

=e—1.

Do (c) = |le* — ¢||oo = max{c —1,e — ¢}
resulta ser
O(c) = e—c,sic< 6;1 ;
D (c) = c—l,sic>%
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La grafica de la funcién estd formada por dos rectas: la primera con pendiente -1, la
segunda con pendiente 1 que coinciden para
e+1
5
éste es, pues, el valor para el que se da el minimo buscado de la funcién ®.

c=¢=

Problema 3.15 Hallar la mejor aproximacién por minimos cuadrados, en los puntos

); (m: 1),

T T 1

(_57 1)7 (an)a (5? 5

que sea del tipo
t1(0) =a+rsen(d + ) ,

con a, r reales y a € [0, 27].

SOLUCION:
Primero, usamos la expresiéon del seno de la suma
t1(0) = a+ rsenacosf + r cos asen

v denotamos ag = a, a1 = rsena, by = r cos .
Se trata de una aproximacién discreta por minimos cuadrados en las abscisas angulares

Oy = —5 +kh (k =0+ 3) con h = §: es necesario encontrar los coeficientes af, aj y b]
para que
3
1f = tall3 = D_[f(6r) — t2(00))?
k=0

sea minima para ag = ag, a1 = aj y by = b.
La solucién del problema es la solucién de las ecuaciones normales

(1,1) (1,cos ) (1,sen ) ay (1, 1)
(cos ,1) (cos,cos) (cos,sen ) ai | = (cos,f)
(sen ,1) (sen ,cos ) (sen ,sen ) b} (sen , f)

halladas usando el producto escalar asociado a la norma euclidea definida antes.
Las componentes diagonales de la matriz son:

3
(1L,1) = > 1-1=4,
k=0

3

(cos ,cos ) = Zcos2ﬁk:0+l+0+1:2,
k=0
3

(sen ,sen ) = ZsenQGk:1+0+l+0:2;

k=0
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las componentes no diagonales resultan ser todas nulas. Se trata de una aproximacién
trigonométrica equidistante, con 0 = —75 + ’%r (k=0=+3).
Por lo que se refiere a las componentes del término independiente, tomando

fOEf(HO):17 flEf(el):07 f2£f(92)237 f3Ef(03>:17
tenemos
3 1
(1,f):2fk:1+0+§+1:2,
k=0
3
(cos,f):ZCOSkakzo—i—O—i—O—l:—l,
k=0

3
1 1
(sen , f) = E senfpfr=—-14+0+=-4+0=—=
P 2 2

La resolucién de las ecuaciones normales es inmediata y da:

a0:§,a1:f§,b1:f7.

Los valores 6ptimos, en el sentido de la aproximacion por minimos cuadrados, de los
coeficientes a, r y « seran, pues:

5
af=ah ==, r"=/a2+b?= \4[ = 0.559017... ,

o = arctan % 4+ 7 =arctan2 + m = 4.24874...
1

Problema 3.16 Hallar la familia de polinomios ortogonales ménicos vj(x) (j = 0+ 4) corre-
spondiente a la funcién peso w(z) = 22 + 1 en el intervalo [—1, 1].

SOLUCION:

Los polinomios ortogonales respecto al producto escalar asociado

(h9)= [ @+ )@

se pueden hallar usando la féormula recurrente de los polinomios ortogonales con A4; =1
(j > 0):
7/1—1(35) =0 ’ ¢0($) =1 )
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Yiv1(z) = aj(z — B¢ (z) — vvi-1(x) (5 > 0),

donde
= AZI =1,
b= ey 0
aj (Y5 (y,)

7] = Oljfl (¢j71a¢j71) (’ijfla’(/}j*l) '

235

La anulacién de los coeficientes 8; (j > 0) se deduce del hecho de que los polinomios
ortogonales tienen paridad v¢;(—x) = (—=1)7¢;(z) (j > 0), debido a que la funcién peso

w(z) = 2% + 1 es par en el intervalo simétrico [—1,1].
La férmula recurrente queda, asi, reducida a la forma

Yir1(z) = 2j(x) — jeh-1(2) (42 0) .
Efectuando los calculos correspondientes v definiendo

1 2
I, = / 7 dr =
-1

2r+1

(r=0),

tenemos

Yi(z) = ao(z) =1 ;

- (¢1,%0) _ Li+1I 2
! (Yo,%0)  L4+1p 5

Yale) = @a(a) ~ mvolr) = 2>~ 2 ;
(xpo, 1)  To+ 31— 2L 17

T ) L+ L 707
9
Ps(x) = ao(x) — Yt (x) = 2° — el
_ (s, ) Is— 215 — 551y + o1 _ 185
” (Y2,2) Io+ I — 8+ 5+ 7147
4
da() = wa(r) —3ia(z) = 2 - £m2 + % .
Los polinomios ortogonales moénicos buscados son, pues,
2 . 9 46 37
1 2 _“ 3 < 4 FV 2 o
, L, T 5 , X 1433, X 51$ 357
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Problema 3.17 a) Demostrar que la familia de polinomios

Qi(y) =T;(2y—1) (j >0)

1

es ortogonal respecto al peso w(y) = (y(1 —y))~2 en [0,1], donde los polinomios T}(x)
(7 > 0) son los polinomios de Chebichev.

b) Aproximar y'° en el intervalo [0, 1] por un polinomio pj(y) de grado menor o igual
que 4, de manera que el error de aproximacién por minimos cuadrados

/‘1 (y* — p4(y)l)2 d
0 (y(1-y))2

sea minimo para p4 = pj.

SOLUCION:

a) Sabemos que los polinomios de Chebichev T}(z) (j > 0), dados por
Tj(x) = cos(jarccosz) Va € [—1,1]

o también por la recurrencia

To(z) =1, Ti(z) =z, Tji(z)=22Tj(z) - Tj—1(z) (j=1),

son ortogonales respecto al peso w(z) = ——=— en [—1,1].
En efecto, de

! s(1
(T, 7)) = / cos(j arccos ) co (arccosx)dx
V1—22
= / cos(j6) cos(10)db ,
0
tenemos
0 sij#l
(jjjajjl): s Slj:l:O
T osij=1#0
Para el caso que nos ocupa y haciendo el cambio x = 2y — 1,
Q;(y LT(2y — )T (2y — 1
(@1 Q1) = / LWAW,, _ 1T Gy - DTy -1,
0 y(1—y)
TJ( )Tz( )
= | T = (1T,
VT T

de donde se desprende la relacion de ortogonalidad enunciada.

b) La aproximacion polinomial por minimos cuadrados pedida se escribe como una
combinacién lineal de los polinomios ortogonales @;(y) hasta grado 4

4
y) = cQ;(y)
=0
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Los coeficientes ortogonales correspondientes son

()

C.

7 ((Q4,9y))

A continuacion, los calculamos.

(j=0=4).

Usando los cambios y = H—‘” y & = cosf, tenemos primero

1 10 ; 1 1 (1 gglOzj
R = ol e e

1
= ﬁ/o (1 + cos )9 cos 76 db

= / cosQOQcosz de .
Jo 2

La integral resultante puede evaluarse facilmente, después de desarrollar el término

20 6 ‘.
os™ 3, asi:

. 1\ 20
0520 o _ (exp(zg) + exp(—zé))
2

1 (2 1 <& 20 10 4 i
= + =3 e Te
220 | 1 219 £\ 10 +1 2

1 {20 1 & 2
_22<m>%1;<m+JmW

Tenemos, pues,

. 1 (20
“© = 20\ 10 )
1 20
* — — -
97 10—j>(]1 4
De
1 (20 46189
220\ 10 | 8192’
resulta:
., 1 (20 46189
“© = 220 10 )~ 8102 °
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. _ L (20)_10,, 20995
A T 9\ 9 )T 11707 10240
.1 (20Y) 9, 62985
“2 T 9\ 8 )T 1277 40060 °
o L (20) _ 8 . 4845

% =T 9w\ 7 )T 13927 5120
.1 () 7. 4885
“ = o9\ 6 )T 1427 10240 °

Problema 3.18 Ajustar por minimos cuadrados la tabla de datos:

z[025 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
y|0.40 050 0.90 1.28 1.60 1.66 2.02

a funciones de los tipos siguientes:
a)y=ao+ax,
b)y = ag + a1z + asx?,
c)y = ao+ a1z + asx? + azx® + asz?,
d) y = ax®.

SOLUCION:
a) La tabla considerada (xg, yx) (k = 0+6) conduce al sistema lineal sobredeterminado

apg + Tpa1 = Yg (k:0+6);

esto es,
1 0.25 0.40
1 0.50 0.50
1 0.75 0.90
1 1.00 <“°>: 128 |,
1 1.25 “ 1.60
1 1.50 1.66
1 1.75 2.02

que, en notacién matricial, escribimos como Ma = y.

El método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt permite factorizar la matriz M =
(m(l) m(2)) del sistema en la forma QR, donde @) es una matriz 7x2 con columnas ortog-
onales (D = Q' Q es diagonal), y R es una matriz 2x2 triangular superior con unos en la
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diagonal:
1
1
1
¢V = mM=|1 ’
1
1
1
di = [l¢M3=17;
¢ITm@ 7
T2 = T:§:1,
—0.75
—0.50
—-0.25
q(2) — m(2)—7“12q(1): 0.00 ’
0.25
0.50
0.75
dy = [q®3=175.
Asi pues, resulta
1 —0.75
1 —0.50
1 —-0.25
w=an=| 1 o (3 1) 0=(F,%)
1 025 ’
1 0.50
1 075

Fl sistema de ecuaciones normales asociado al sistema QRa = y es entonces M ' Ma* =
M Ty, equivalente a Ra* = D1QTy:

11 aj \ _ [ 1.194285714
01 ai )\ 1.125714286 |’

ap = 0.0685714282 , a] = 1.125714286 .

de solucion

Como ilustracion, usaremos a continuaciéon el método de ortogonalizacién de House-
holder para hallar otro tipo de factorizacion QR de la matriz M.

Si w es un vector no nulo, la matriz de Householder P = P(u) = [ —auu' con a = ﬁ
es una matriz ortogonal simétrica: P = P' = P! y, para cualquier vector a de norma
euclidea s, se cumple

Pla+seM)a = —seV | P(a—seM)a = seV) |
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donde e =(1 0 --- 0)T.

En nuestro caso, si escribimos M = (m(l) m(2)) y tomamos a = m), se cumple
s =[|mM]|y = V7. Siu = mP+seM) | tenemos P(u)mV) = Fse(V; es decir, la matriz P, =
P(u) envia el vector m®) a un vector con so6lo la primera componente no nula. Dado que la
primera componente de m® es positiva, escogemos el vector u = m1) + se) para evitar
cancelaciones y podemos proceder a calcular la matriz My = PLM = (le(l) le(Q)) y el
vector Piy:

s = [[mWls= V7,
1+7

u = m(l) + \ﬁe(l) =

—_ = = =

Pm® = m® _awTm@)y = m® —

—8\ﬁ
—5+ 7
—34+7
—1+V7 |,

147
3+VT
547

T 199 139

Py = y—oa(u y)u—y—(ﬁ—m u

—1254V/7
—868 + 139/7
—448 4+ 1397
= — —49 + 1397
287 + 1397
350 + 139v/7
728 + 139v/7

o =
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Tenemos, asi,

VT V7
—5+V7

fs«Zxﬁ -7 ‘ —7

—1+v7 | _

1+8\ﬁ 0 M; 7
3+8ﬁ
5+8xﬁ
8

My = PM =

o O O O o O

donde M es ahora una matriz 6x1; es decir, un vector de 6 filas que llamamos m()

—5+V7
—3+V7
- 1| =147
Mo =m = =
N I AN
34+V7
547

y que queremos transformar en un vector con sélo la primera componente no nula, mediante
otra transformacién Py tal que

P, =
Hacemos, asi,
o = 0l =YL
—5—3V7
—3+V7
_ _ _ Ll —1+V7
— ) e = 1
U m se 3 1—|—\ﬁ ,
3+VT
54+V7
S 1 168 —40V/7
- == R :
u'u 3(3+5T\ﬁ) 133
Vi
2
0
Pym) = ﬂgmz 0
2 0o |’
0
0
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_ - o 10304 + 6887
Py Py = Fﬁy——a(quﬁy)u::fﬁy——(4444§§?544—*)u
VT

350

donde las cinco tltimas componentes de Py Py no han sido calculadas porque no se usaran.
Tenemos, pues,

-1 -1 .
0 3 R
0 0 0 0
M3=PPM=vV7| 0 0]|=]0 0.
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1254
L —
350 V7 PPy
P2P1y = . =
y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones normales M TMa* = M'"y es equivalente a
Ra* = PQPly:
-1 -1 ar _ 1254
V7 | O )=vTl W,
0 3 a e
2 1 350
de solucién:
12 197
0= == = 0.06857142857... 1= -—- =1.125714286...
W= 175 T

b) y ¢) Estamos en el caso de aproximacion polinomial. De hecho, el caso del apartado
anterior era también de aproximacién polinomial y podriamos aplicar los mismos méto-
dos que alli. Resulta, pero, mas conveniente generar polinomios ortogonales asociados al
producto escalar discreto

(f.9) = ,éf(xk)g(xk) ,
de norma euclidea asociada || f||2 = v/(7, f_), a traves de la recurrencia;
Yo1(z) =0, ¢o(z)=1,
Yi1(@) = (& = Bj)vi(x) — vii-1(z) (5 2 0);



CAPITULO 3. INTERPOLACION Y APROXIMACION DE FUNCIONES 243

donde
g = W) (5 gy gy o (0 ¥s)
(5, %5) (thj—1,j-1)

Tendremos en cuenta las observaciones siguientes:

1. Por comodidad, se ha escogido que los polinomios ortogonales sean moénicos: ;(x) =
4. (j>0).

2. Fl conjunto de abscisas de aproximacién consta de 7 abscisas equidistantes con paso
h=1% z =13+kh = (k+1)h (k= 0+6); por lo tanto, la familia de polinomios
ortogonales sobre esta particion se compone de los 7 polinomios ¥g(x), ¥1(z),. .., Ye(z).

3. Al ser el conjunto de abscisas de aproximacion simétrico respecto a la abscisa central
z3 =1, se tiene B; = 1y ¢j(1 +u) = (—1)7¢;(1 —u) (j = 0+ 6). Asi, si expresamos
los polinomios 1j(x) en la variable u = x — 1, éstos seran impares (pares) en esta variable
x — 1, si j es impar (par) (j =0 = 6).

4. Usando estos polinomios ortogonales () (j = 0+6), la solucién p; (x) del problema
de aproximacién polinomial por minimos cuadrados

(G=1).

=

_ — 1 —
ILf —pnll fgﬂf pall2 ,

n

donde P,, denota el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n, viene
dada por

() = zn:c;fqu(x) , ¢ = Wirl) (o).
=0 (%,%)
Por lo tanto, s6lo es necesario conocer los polinomios ortogonales ¥gy(x),..., ¥,(x) (en

nuestro caso, paran = 2,4); tampoco es necesario conocerlos explicitamente: basta conocer
los valores 1j(z) (k= 0+6) (j = 0+n) que, ademas, se hallan sucesivamente, usando la
férmula recurrente.

Calculamos en la tabla siguiente los valores ¥;(zy) (k = 0+ 6), asi como d; = (¢;,;),
¢j v vj, empezando con ¢o(z) = 1, ¢1(z) =  — 1, y haciendo ¢;41(z) = (z — 1)¢;(z) —
Vibj—1(x) (j=1+3):

k 0 1 2 3 4 5 6 d; S
Tk 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75

Yk 040 0.50 090 1.28 1.60 1.66 2.02

Yo(zr) | 1 1 1 1 1 1 1 7 2
bm)|[ 3 7 T o 1z @ T
Y2 (k) % 0 _1% _% _1% 0 1 % _50225 1%
Us(ow) [ =55 3 om0 —a - o | gn -3 g
Ya(er) | 745 —das aus a5 mum  —aas 15 | Tasss  mon

Podemos decir asi que las mejores aproximaciones por minimos cuadrados de f por
polinomios de grado 2 y de grado 4, respectivamente, son

pa(x) = co+cyn(e) + ()
pi(x) = co+avi(e) + Ge(r) + s(r) + ()

donde
Yo(z) =1, i(z)=z—1, () = (z - D1(z) — nvo() ,
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¥3(x) = (= Dha(x) —y2th1(x) , halw) = (& = Dha(x) — 31a(2)

con

RER
y Y2 = , V3= 56

Una manera eficaz de evaluar p5(z) y pj(z) consiste en aplicar la regla de Clenshaw.
Por ejemplo, para el célculo de p3(x) ésta da:

"=

@ | =

p=c¢, q=@&-1)g+c, p3(x)=q=@—-1)g —7¢+c .

Notemos ahora que la solucion del apartado a) también la tenemos resuelta aqui y viene

dada por
209 197
(@) =c5+ =—+——(z-1).
pi(z) 0 1%1() 175 175( )
Ademas, los calculos efectuados para obtener una aproximacion p}(x) son muy utiles
si quiere calcularse después una aproximacion p,(x), con n' > n.
Finalmente, calculemos los errores e; = || f — pj[|2 de las aproximaciones pj(z) (j =

0 = 4). Para ello, obtendremos primero

6

g =I1f = p5ll3 =D (fzx) — ¢)* = 2.2701714... ;
k=0

usando ahora que f — p] es ortogonal a p] — pj, el teorema de Pit4goras da

eg = If —p5ll3 = IIf — pill3 + llpt — p5ll3 = ef + ot — p5ll3 ;

6% = 6(2) —[lp1 — p()”? = 60 - 012W1H2 = 0.052514...
e% = e% — |lp3 - p1||2 = 61 - 022H¢2H2 = 0.049295...
e% = 6’% — |lp3 — p2||2 = 62 —c3 \|¢3H2 = 0.039695..
i = e~ |pi—pil3=ei—cillvall = 0-0047445-~-

Observamos que las aproximaciones de grados 2 y 3 no hacen bajar substancialmente
el error de la aproximacién por minimos cuadrados. Esto muestra que la aproximacion
de grado 1 es ya bastante buena en este caso, sobre todo si tenemos en cuenta los pocos
célculos que requiere.

d) Con el fin de hallar una expresion lineal de aproximacion, tomamos las variables Y =
Iny, X = Inz y entonces hacemos ag = In A y a1 = «; resulta la relacion Y = ag + a1 X.

Consideramos ahora la tabla en las variables (X,Y):

X Y
—1.386294 | —0.916290
—0.693147 | —0.693147
—0.287682 | —0.105361

0.000000 | 0.246860
0.223144 | 0.470004
0.405465 | 0.506817
0.559616 | 0.703098
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Haciendo los mismos célculos del apartado a), utilizando el método de Gram-Schmidst,
tenemos

—1.217880
—0.524733
—0.119268 (

1
1
1
A=QR=| 1 0.168414
1
1
1

1 —0.168414
0 1 ’

0.391558
0.573879
0.728030

7 0
b= ( 0 2.813847552 ) ’

El sistema de ecuaciones normales tiene entonces la solucion:
ap = 0.18114 , aj =0.89577 ;
asi, los valores correspondientes de A y « serén:

A* =exp(ap) = 1.19859 , o =a] = 0.89577 .

Problema 3.19 Hallar la aproximacién minimax de la forma x* + a1z + a¢ a la funcién senx
en el intervalo [0, 1].

SOLUCION:

El problema equivale a obtener la aproximacién minimax polinomial de grado menor o

igual que 1 a la funcién f(z) = senz — 2%

pi1(x) = ap + arx .

El teorema de caracterizaciéon de Chebichev permite hallar la aproximacién buscada,
imponiendo la propiedad de equioscilacion que asegura que la funcion error e1(z) = f(x) —
ap — a1x presenta 3 abscisas §p, &1 y &2 en las cuales alcanza valores extremos /e ||oo con
alternancia de signos:

e1(§o) = —e1(&1) = e1(&2) = *fle1 ;

ademas, dado que f®)(z) = —senx — 2 no cambia de signo sobre [0,1], & y & coinciden
con los extremos del intervalo, a = 0, b = 1. La otra abscisa & se caracteriza por la
anulacién de la derivada primera del error

e1(&) = f(€1) —a1=0.
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De la propiedad de equioscilacion en los extremos ej(a) = eq(b), sale la formula para
la pendiente de la recta de aproximacién minimax

y, de la propiedad de equioscilacién en & y a,

o = 31f(@) + 1(&) — @+ &)an]

Para el caso propuesto, tenemos que
a1 =senl —1= —0.158529 ;
la abscisa & cumple la ecuacién
cosé —26+1—senl=0

que, usando los métodos del capftulo 5, tiene la solucién & = 0.5145272...
Asi,

1
Gy = 5 (sen &) — £ — a161) = 0.154476...

Problema 3.20 Hallar el polinomio de aproximacién minimax de grado 3 a la funcién f(x) = z*

en el intervalo [0,10]. Acotar el error cometido en todo el intervalo.

SOLUCION:

La obtenciéon de este polinomio es muy simple si nos basamos en el hecho de que el
polinomio ménico de grado n+ 1 con norma del méximo minima en [—1, 1] es el polinomio
moénico de Chebichev

~ 1
Tnta(t) = 27Tn+1(t) :

En el intervalo [0, 10], el polinomio de Chebichev puede hallarse aplicando la transfor-
macion afin

te[-1,1] — xz=5(t+1)€]0,10],
de inversa
z—95
5

al anterior polinomio T},41(¢); obtenemos asi el polinomio

T—5
Tn+1( 5 ) .

r€0,10] — t= e-1,1],
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El polinomio ménico asociado

. x—5 5t r—5

Tot1 (5 ) = Tot1 (5 )
serd consecuentemente el polinomio moénico de norma minima en [0, 10]; por lo tanto, el
polinomio

2" T (2)

es el polinomio de aproximacién minimax de grado menor o igual que n a 2"
En el caso en cuestién, basta tomar n = 3.

Tenemos:
Ti(t) = 8t'—8t>+1,
T (:c - 5) _ 8(z* — 202® + 15022 — 500z + 625)
s - 625
2 _
~ 8(2® — 10z 4 25) 1
25

_ 8x* —1602® + 10002* — 2000z + 625

B 625 ’
- (x5 625
Ty (‘T = > = 21— (2023 — 1252% + 250z — ?)

El polinomio de aproximaciéon minimax buscado es, pues,

625
p3(z) = 2023 — 12522 + 250z — =

El error cometido estara acotado por || T4|le en [0, 10], que resulta ser

625 -5 625 625
fHT4( 5 Moc,0,10 = f||T4( Moo, —1,1] = =

Problema 3.21 Utilizar la economizacién de Lanczos para calcular un polinomio de cuarto
grado que aproxime, con un error de magnitud menor que 2 -10™*, a la funcién

f(:z:):/oxett_ldt, Ve [-1,1] .
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SOLUCION:

Hallamos primero el desarrollo de Taylor de f cerca de xg = 0.
Tenemos f(0) =0y

L CL_F@) 1 et
fi(x) = —=— —x(x+2!+ —l—n!—i-Rn(ac)),
donde (n1) (o)
FUTIE(@) e
Rn _ n+l _ n+1 0
Asi,
2 n—1 &(x)
o) — r, . ... 7 € n :
f(;v)—1—|-2!—|—3!—|- + o +(n+1)!$ , &(x) e< 0,2 >
por lo tanto,
22 x3 z"
fo) = et oo tgagt o
T e ecot
dt , e<0,t> .
+/0 (n+1)! £)

Usando el teorema del valor medio para integrales el resto del desarrollo puede escribirse
también como

(n+1)!Jo (n+1)(n+1)! ’ ’ '

Para el célculo de f podemos escoger una primera posibilidad que consiste en aproxi-
marla por su desarrollo de Taylor hasta un cierto orden n de manera que produzca unos
errores acotados por 2 - 1074

El resto del desarrollo hallado hasta orden n puede acotarse por < ; en el in-

(n+1)(n+1)!
tervalo [—1,1]. n = 6 es el valor menor para el que dicha cota sea menor que el error
permitido y se tiene
z? 3 20
f(x):x+ﬁ+ﬁ+-~-+mi7.7~10 Loxe-1,1].

La segunda posibilidad intenta economizar los cdlculos, tratando de hallar un polinomio
de aproximacion a la funcién de grado mas bajo que 6 que permita calcularla con un error
menor que el permitido. Se usa a continuacién la economizaciéon de Lanczos para obtenerlo.

Se reduce primero el desarrollo de grado 6 hallado a un polinomio de grado 5, restandole
un polinomio de grado 6 que lo pueda conseguir y que sea de norma minima: el multiplo
del polinomio de Chebixev Tg(x) = 3225 — 4821 + 1822 — 1 que tenga el mismo coeficiente
principal.

Dado que el coeficiente principal de 6?—2! es ﬁ, serd necesario restarle

1 1
. Ty(x) = T
55 4320 18(*) = T3g040 16() -
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que produce un error acotado por 0.072 - 104 en todo el intervalo.

Notamos que esta modificacién no alterara el coeficiente de 2° del desarrollo f, debido a
la paridad de los polinomios de Chebichev. Asi, si de manera analoga le restamos también
un multiplo adecuado del polinomio de grado 5 de Chebichev Ty(z) = 162° — 2023 + 5z a
f(z) — mTﬁ (z), conseguiremos un polinomio de grado 4 que quizas todavia permitira
hacer el calculo de la funciéon f con un error menor que el permitido.

Tenemos, asi,

x? 3 zt
2.2 +3~3! Jr3-4!
ab — £T5(x) 2 — 55T6(w)

flx) = =+

5.5 6 - 6!
1 1
T — Ty(z)+0.77-107* -1,1].
+16 600 @)+ 35 gag T6(@) £0.77-1077, @ € [-1,1]

Acotamos ahora los errores de economizacién, teniendo en cuenta que se cumple || Tj||o =

1 1
T -
'16-600 3@+ 55 1330
dado que el error del desarrollo de Taylor inicial era menor que 0.77 - 1074, el error total

todavia es menor que el error permitido.
Utilizando las expresiones de T5(z) v Ts(x), resulta el desarrollo economizado buscado

Ts(z)| < 1.12-107%;

t 138240
+2.107%, ze[-1,1].

T et —1 1
/ €St = ———(1+ 138168z + 3454222 + 105623 + 14882)
0

Notamos que con otro paso de economizacién no seria posible asegurar que los errores
estuviesen todavia dentro de los limites permitidos.

Problema 3.22 a) La funcién wy,(z) = (x — z9)(z — x1) -+ (x — xp,) es un factor del error en
la interpolacion polinomial en las abscisas xy (k = 0 <+ m). Si hacemos interpolacién de
Chebichev en un intervalo [a,b] cualquiera, hallar ||wn, ||~ en funcién de m, a y b.

b) Queremos interpolar la funcion f(z) = H%x en el intervalo [4,5]. Dar una estimacion
del nimero de abscisas de interpolacion que se necesitan para que el error de interpolacién
sea menor que 1075 en todo el intervalo.

¢) Comparar este error con el que se produciria con interpolacién equidistante con el

mismo ntimero de abscisas que el hallado en b).

SOLUCION:
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a) La interpolacion de Chebichev de grado m en el intervalo [—1, 1] tiene lugar en las
llamadas abscisas de Chebichev: los ceros del polinomio de grado m + 1 de Chebichev

Tont1(t) = cos((m + 1) arccost) ;

es decir, en las abscisas
2k + 1)m
08 —F———
2(m+1)
En otro intervalo [a,b], consideraremos como interpolacién de Chebichev la que tiene

lugar en las abscisas de Chebichev que se obtienen por la transformacion de las del intervalo
[—1,1] mediante el cambio afin

tr = (k:0+m).

b—a a+b
TE Tyt
esto es, en las abscisas
b— 2k +1 b
Tp = acos( i )7r+a+ (k=0=+m).

2 2(m+1) 2

El factor (t —tg)(t —t1) - - (t —t;) del error en la interpolacion de Chebichev en [—1,1]
tiene, pues, los mismos ceros que T,,+1(t); debido a que el coeficiente principal de Ty, 41 ()
es 2™, tenemos

(1= o)t~ t1) (£ — tm) = 5T (1)

Ademas, )
_ g\t
wm(t) = (b 5 ) (t—to)(t—t1) - (t—1tm) .

Notamos finalmente que la relacion ||T),+1||cc = 1 nos permite hallar la norma de wy,:

ontesen = (52) " =2 ()"
m|loo,[a,b] — 9 om - A .

b) La expresién anterior nos permite dar una foérmula de acotacion del error en la
interpolacion de Chebichev en un intervalo [a,b] cualquiera a una funcién f, supuesta
m + 1 veces diferenciable con continuidad

[f (@) = pm(2)] <2

Mm+1 (b _ a)erl

(m+1)I'\ 4
donde M,,,4+1 es una cota superior de ’f(mﬂ)‘ en [a,b].
La derivada m + 1 de la funcién f(z) = ﬁ es
1
(m+1) — (_1)mtlgm+l 1) .
su valor absoluto, al ser decreciente en el intervalo [a,b] = [4,5], puede acotarse por su

valor en el extremo inferior = 4; asi, para x € [4, 5],

1 1 4
+1 _
F(@) = pm(@)] < 22" S T = Tgmer
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Para m = 3, esta cota vale aproximadamente 2.1 - 1076 y, para m = 4, 1.17-10".
Resulta asi que, haciendo una interpolacion de Chebichev en 5 abscisas (m = 4), podemos
estar seguros que el error de ésta serd menor que 1076 en todo el intervalo [4, 5].

¢) Sillevasemos a término una interpolacion equidistante en las 5 abscisas xp = —4+khy
(k=0-=4), con hy = i, el error de interpolacién seria menor que

M,
571511294 ~213-1077,

donde

950 + 58v/145
Q4 = \/7 ~ 3.63
5v/5

estd introducida en el problema 3.3.

Tendriamos asi un error de interpolacion menor que 1079, aunque dos veces mayor que
el error de interpolaciéon de Chebichev en 5 abscisas. La gran ventaja de la interpolaciéon
de Chebichev es que, ademaés, requiere menos calculo que la equidistante.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Hallar el polinomio de interpolacién a la tabla

|01 2 4
fr|1 5 10 247

usando los métodos de: a) Lagrange, b) las diferencias divididas de Newton, ¢) Aitken
y d) Neville.

2. Repetir el ejercicio anterior con la tabla

|01 2 4 8
S|l 5 10 24 50

.,Se pueden aprovechar los célculos hechos con los cuatro métodos del problema an-
terior? ;Cudles de los cuatro métodos permiten aprovechar los cilculos hechos en el
ejercicio anterior?

3. Queremos tabular la funcidn de Bessel de orden 0

™
Jo(z) = l/ cos(zsent)dt
™ Jo

en abscisas equidistantes del intervalo [0,1]. ;Qué paso de tabulacion ha de usarse
para que todos los valores de Jo(z) (x € [0,1]) obtenidos por interpolacién lineal
(usando los dos puntos de la tabla més proximos) tengan un error debido a la inter-
polaciéon menor que %10_6? .Y si hacemos interpolacion cabica (usando los cuatro
puntos mas proximos)?

4. Interpolamos la funcion e® en [0, 1] por un polinomio de grado n en abscisas equidis-
tantes. Dar el valor de n minimo para que el error de interpolacién sea menor que
1079 en cualquier punto de [0, 1]. Hacer lo mismo tomando como cota de error 10712,

5. Sea f € C®(R) con | f@(z) |< 4! (1 >0), Va € [0,1]. Queremos construir polinomios
de interpolacion p,,(x) (m > 0) en abscisas equidistantes. Sabemos que, debido a
los errores de redondeo, f se evalua con un error menor que 10~° y llamamos Py, ()
al polinomio obtenido. ;Qué valor de m hace que la cota del error

Jnax, | f(z) = pm(z) |

sea minima?
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6.

10.

Consideramos la funcién

1
y sea p,(x) el polinomio de interpolacién a f en las abscisas 1, a, a2, ..., a™ con
0 <a<1(m>0); demostrar que

Jim pr(0) = £(0) -

Sea py,(x) el polinomio interpolador a la funcion

1

@) =1

en las abscisas equidistantes x,(vm) = -5+ % (k =0-+m) m > 0. Verificar la

divergencia de la sucesion (pm,(4))m>0 (fendmeno de Runge).

. a) Hallar el polinomio de Taylor p,(z) de grado n de la funciéon f(x) = e® para

cualquier n.
b) Dar expresiones para los errores f(z) — pn(z) y acotarlas.

c¢) ;Para qué valores de n puede asegurarse que el polinomio de Taylor dara f(z) con
8 cifras decimales correctas, para todo = € [—1,1]7

Repetir los tres apartados para f(x) = senx en [0, 7/2].

. Considerar los desarrollos de Taylor de las funciones siguientes en g = 0 en los

intervalos que se indican:

i) In(1+z)en (—1,1);

i) (1+2)"ten (—1,1);

iii) cosz en (—m/2,7/2).

Responder, para cada funcién ,a las cuestiones siguientes:

a) ;Cuéntos términos deberiamos tomar para asegurar una precision en la aprox-
imacién de 8 cifras decimales correctas, para cualquier valor de x en el intervalo

dado?

b) ;Para qué valores de = tenemos aquella precision, si tomamos s6lo los tres primeros
términos no nulos del desarrollo?

a) Hallar los desarrollos de Taylor de las funciones siguientes en cualquier xg:
i) e, coshz, senhz, a® (a > 0);

ii) senx, cosw;
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11.

12.

13.

14.

iii) Inz, log z, z®.

b) Hacer explicitos estos desarrollos para xog =2y xg = 7.

Mediante el uso de desarrollos de Taylor en g = 0, hallar los limites, cuando « tiende
a 0, de las funciones siguientes:

sen x:2 xd 14z

G,
cost—1" (e2—=1)27 *"1—a’ =

Queremos calcular la funcién

—223% 4+ 3z — 3senx cosx

flz) = :

33

en z =0.1.
a) ;Con qué precision ha de conocerse z cerca de T para que el error propagado a

f(x) sea menor que 10737
)

b) Dar otra férmula para calcular f(Z) que sea mejor desde el punto de vista numeérico,
sl se tienen en cuenta también los errores en los calculos.

Hallar los desarrollos de Taylor de grado n en xg = 0 de las funciones siguientes,
expresandolos en términos de los niimeros de Bernoulli:

e2iT
a) cotz (=1 mi}) ;

b) tanz (= cotx — 2i(1 + ﬁ)) ;

o

) senx (: egjfl - 6232&:—1);

d) ln sen SC

Los numeros de Euler (Ej);>0 se definen por

- F,— =2
CcoS T 0 2' 4!:r +

a) Probar que se cumplen las relaciones

Ey=1, Z(;:)E%:O (s>1).

r=0

b) Calcular el desarrollo de Taylor en zp = 0 de In(cos ).
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15.

16.

17.

18.

Probar que los coeficientes ¢; (j > 0) del desarrollo de Taylor
1—z—zHt=co+crz+cox?® +---

verifican la relacion ¢j41 = ¢j+¢j—1 (j > 1); son los llamados ndmeros de Fibonacci.

Los polinomios de Legendre (Pj(t))j>0 pueden definirse a partir de su funcion gener-
atriz F(t,x) = (1 — 2tz + 2?)~!. Dichos polinomios son entonces los coeficientes del
desarrollo de Taylor de F(t,x) respecto a z en x = 0:

F(t,z) = Py(t) + P(t)z + Py(t)2® +--- | |z| <1, |t|<1.

a) Comprobar que

A%@zl,Fﬂﬂ:m<&M:%B¥—D,}Mﬂ:%®§—&y

b) Demostrar que Pj(—t) = (—=1)7P;(t) (j > 0).
c¢) Para j > 1, hallar las relaciones de recurrencia:
(G +DPj1(t) = (25 + DtF;(t) = 5P (1)
2P;(t) = Pl (t) = 26P}(t) + PL_, ,
(27 + 1)Pj(t) = Pi(t) — Pj_4(t) .

Los polinomios de Chebichev (T}(t))j>0 pueden definirse también por la funcidn
generatriz

L;;ﬁﬂ:ﬂﬂHTmm+Bwﬁ+~wxKL|HSL
a) Hallar T}(t) (7 =0,1,2,3,4).
b) Demostrar que T;(—t) = (=1)T;(t) (j > 0).
¢) Probar que Tj1(t) = 2tT;(t) — Tj_1(t) (j >1) .
d) Demostrar que Tj(t) = cos(jarccost) , |t|<1 (j >0)

Los polinomios de Hermite (H;(t));>0 pueden definirse por la funciéon generatriz

Hy(t)  Hylt
(e3> _ [ o) + ig)ﬁ ;'(>$2+..., lz|<1, teR.

a) Hallar H;(t) (j =0,1,2,3,4).
b) Demostrar que H,;(—t) = (—1)7H,(t) (j > 0).
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19.

20.

¢) Probar las relaciones de recurrencia:

Hjy1(t) = 2tH;(t) — 25 H; 1 (t) , Hi(t) =2jH; 1(t) (j>1).

d) Probar que ‘
t?dijefﬁ

Hj(t) = (~1pe

Sea )
f(:z:):a:9sen5 , sizx#0; f(0)=0.

a) Probar que el polinomio de Taylor de grado n (0 < n < 8) es idénticamente nulo.
b) Si

1 A
R4(x):xgsenx—<:r8—3!—|—5!> ,

probar que | R4(z)|< ”;—? y que la formula aproximada

6 4
Psent s L LT
x 3! 5!
es especialmente apropiada para x cumpliendo % <z |< %; es decir, que es
mejor que las férmulas
1 0 1 20 2t 22
9 & 8T Qe ~ 8 T
T’ sen — ~ x° — , x'sen — ~x° — + — , etc
x 3! x 31 5 7

(Interpolacion de Hermite) a) Demostrar que el polinomio pa,+1, de grado menor o
igual que 2m + 1, cumpliendo:

p2m+l($k) = fk ) p/2m+1(xk) = fllc (k =0+ m) ’

existe siempre y es tnico.

b) Demostrar que
m m

Pomyr(x) =Y fi®i(x) + > fiUi(x) ,
=0 =0
con
®i(2) = (1= 20(x)(@ — 2) (2) , Wilz) = (v — 2)f(2) |
siendo [;(x) el polinomio de Lagrange asociado a la abscisa z; (i =0+ m).

¢) Demostrar también:
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21.

22.

23.

24.

=0 1=0
m m
Z ¢7, 2m+2 2m + 2 Z \Ill 2m+1
=0 i=0
= 2?2 — (z = x0)? - (2 — x)”

d) Hallar el polinomio interpolador de Hermite p5(z) a f(z) = e” en las abscisas z¢ =
—1, 21 = 0y o = 1, usando las formulas de a) y diferencias divididas generalizadas.
Acotar el error | f(x) — ps(x)| en el intervalo [—1,1].

a) Dada la funcion f(x) = H% en el intervalo [0, 1], calcular las normas

A If(w)lp>;dw (= 1)

Y [ flloo-
b) Comprobar que

L Jlfllp = 1fllx > Jim £l = (1F oo -

Sea w una funcién peso en [a,b] normalizada por f;w(w)daz = 1. Considerar las
normas |[flleo ¥ [|.fll2.w en [a,0].

a) ;Existe alguna funcion f tal que || floo < || fll2.w?

b) ;Existe alguna funcion f tal que || f|loc > || fll2,w?

En caso de existencia, dar un ejemplo.

Hallar a, r reales y a € [0, 2] tales que la expresion
y(z) = a + rsen(x + )

aproxime de manera 6ptima, en el sentido de los minimos cuadrados, a los puntos:

T T 1

(_571)7 (070)7 (575)7 (7‘(’,1).

Resolver por minimos cuadrados los siguientes sistemas lineales sobredeterminados:

1 1|5 1 1 1|5
1 219 11 219
1 3|12 ’ 11 3|12
1 4116 1 1 4|16
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25.

26.

27.

28.

Sabemos que los pesos atémicos del oxigeno y del nitréogeno son aproximadamente
O =16 y N = 14; utilizar los pesos moleculares de los seis 6xidos de nitrogeno dados
a continuacién para ajustarlos por minimos cuadrados

Compuesto ‘ NO N2O NO-> N2O3 N2Os N2Oy
Peso molecular‘30.006 44.013 46.006 76.012 108.010 92.011

En los procesos termodinamicos adiabaticos de los gases, la presién P y el volumen
V siguen una ley del tipo PV = C, donde C es constante a lo largo del proceso.
Ajustar por minimos cuadrados los valores de C' y de v en un proceso adiabatico
segun la tabla de medidas experimentales siguiente:

P (atm) [1.62 1.00 0.75 0.62 0.52 0.46
V (litros) |05 1.0 15 20 25 3.0

Se supone que el cometa Tentax, descubierto en el ano 1968, es un objeto del Sistema
Solar. En cierto sistema de coordenadas polares (r, ), centrado en el Sol, se han
medido experimentalmente las siguientes posiciones del cometa:

r 270 2.00 1.61 1.20 1.02
@ |48° 67° 83° 108° 126°

Las leyes de Kepler garantizan que el cometa se moverid en una Orbita eliptica,
parabolica o hiperbolica (si se desprecian las perturbaciones de los planetas), que, en
dichas coordenadas polares, tendri por ecuacion

__r
1+ecosp’

donde p es un parametro y e la excentricidad. Ajustar por minimos cuadrados los
valores de p y e, a partir de las medidas hechas.

Consideremos un vector y = (y; --- ym)? y una matriz M de dimension mxn con
m >n > 2,y rango n. Denotamos las columnas de M por m\) (j = 1 +n). Para
resolver el sistema Ma = y, se considera el método iterativo
1 m
gD — 1
S

donde b*9) es 1a proyeccion del vector a®) sobre el hiperplano de ecuacion m@W7Tq =

a) Demostrar que los valores propios de la matriz MT M pertenecen al intervalo
(0,m).
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29.

30.

31.

b) Escribir el método iterativo anterior en la forma a*+Y = Ba® + ¢ y demostrar
que converge a la solucién del sistema de ecuaciones normales correspondiente al
sistema Ma = vy, partiendo de cualquier aproximacion a() inicial.

c) Si a'® no es ya solucién del sistema de ecuaciones normales, jse puede dar la
convergencia del método en un ntmero finito de iteraciones?

Determinar las rectas que aproximan la curva y(z) = sen(nz) haciendo que:

i) la norma euclidea discreta del error en el conjunto de abscisas
{-0.5,-0.25,0,0.25,0.5}

sea minima;

ii) la norma euclidea del error en el intervalo [—0.5,0.5] sea minima.

Dada una tabla de la funcién f en abscisas equidistantes xy = xg+kh (k = —2+2),
queremos aproximar la derivada de la funcién f en la abscisa xg por la derivada en
esta abscisa de la funcion f* de la forma

4
£@) = Y ajo — w0)!

Jj=0

tal que
2

> (flar) = f* ()

k=—2
sea minima, entre todas las funciones de aquel tipo.

Dar la expresion de esta derivada aproximada en funciéon de los valores f(xy) (k =
—2+2)ydeh.

Sea w una funcion peso en el intervalo [a,b]. Su momento de orden j se define por
b .
I :/ w(z)x!dx .
a

Demostrar que el sistema de ecuaciones

o [ N T do Hn
M1 M2 e dy | e
Hn—1 fn - H2n—2 dp—1 H2n—1

tiene como solucién los coeficientes del polinomio moénico de grado n

n—1
on(x) =2™ + Z djxj
§=0
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32.

33.

34.

35.

de la familia de polinomios ortogonales asociada al peso w en [a,b]. La matriz del
sistema anterior recibe el nombre de matriz de Hankel.

En el espacio vectorial de los polinomios a coeficientes reales se define el producto
escalar
<p,q>= Zajbj ,
720
siendo

p(z) =) aja’, qlz) =) b’ .

Jj=0 J=0
(Existe algtn intervalo [a,b] y algin peso w en dicho intervalo tales que

<pa>= [ s ?

Consideramos la norma euclidea asociada al peso w en [a,b]. Demostrar que, entre
todos los polinomios moénicos de grado n, el polinomio moénico de grado n de la familia
de polinomios ortogonales respecto al producto escalar asociado es el que tiene norma
minima.

Los polinomios de Hermite quedan definidos por la recurrencia:

H()(.I) =1 ,H1<.ZL') =T, Hj+1(ac) = 2xHj(m) — QjHj_l((L') .

a) Calcular los diez primeros.
b) Escribir los polinomios 1, z, ..., 2° en funcién de ellos.

¢) Demostrar que los polinomios de Hermite pueden definirse también segun la for-
mula

, dJ _
Hj(x) = (~1 exp(—2) 7 (exp(~2%)) , (j 2 0) .
d) Ver que son ortogonales respecto al producto escalar correspondiente al peso

w(z) = exp(—z?) en R.

a) Demostrar que los polinomios de Laguerre, definidos por

—x

son ortogonales respecto al producto escalar de peso w(x) = e~ * en el intervalo

[0, 00).

b) Calcular los 6 primeros.
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36.

37.

38.

39.

40.

¢) Demostrar la relacion de recurrencia:
Lo(z) =1, Li(z)=1—=x,

Liwi(z) = (25 + 1 —2)Lj(x) — j*Lja(z) (j > 1) .

a) Determinar los polinomios ortogonales 1;(z) (j = 0 + 4) correspondientes a la
funcion peso 22 + z* en el intervalo [—1, 1].

b) Dada f(z) = sen(mz), hallar el polinomio p}(z) que hace minima
1
[ @+ (@) = pale)?do

entre los polinomios p4(z) de grado menor o igual que 4.

a) Sea f(x) = cosz, obtener la combinacion de polinomios de Legendre Pj(x) (j > 0)
de la forma

4
pa(x) =D c; Pj(x)
§=0

que hace que sea minimo el error cuadratico

[ @)~ pate)

-1

b) {Cuanto vale este minimo?

Hallar el polinomio de primer grado obtenido por interpolacion de Chebichev de la

funcion f(z) = Hﬁ en el intervalo (—1,1). ;Cudl es la norma del maximo del error

en dicho intervalo?

Hallar el polinomio de interpolacién de Chebichev de grado 4 a la funcion f(z) =
In(1+ x) en el intervalo [2,4],

i) usando el método de las diferencias divididas de Newton,
ii) hallando los coeficientes ortogonales de Chebichev.

;,Cudl de los dos métodos parece mas eficiente?

Dada la funcion f(0) = 6(m — 0) en [0, 7], determinar el polinomio en cosenos

fr(0) = ¢ cos(0)
j=0
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41.

42.

43.

44.

que minimiza la norma euclidea del error

If = full2 = </07r(f(9) _ fn(e))2d0> :

a) Sea la funcion f definida en el intervalo [—m, 7] por

-1 (—mr<6<0)
(o) = 1 (0<O<m)
0

0=—m0,m

Calcular los coeficientes ag, aj, b; (j = 1+ n) de la funcion

2n—1 2n—1
t5, 1(0) =ao+ Y ajcos(j) + > bjsen(jh)
J=1 j=1

que minimizan la norma euclidea del error.

b) Demostrar, por induccién, que

dp

2 /9 sen 2np
™Jo

o (0)= - [P0

y deducir que 5, ; tiene el primer maximo local positivo en 5.

. N ™\ 2 [Tsengp

¢) Ver también que

Hallar el polinomio de aproximacién minimax de grado 4 a f(z) = 2° — 323 en el
intervalo [—3, 3] y acotar el error cometido en todo el intervalo.

Hallar la aproximacion minimax polinomial de grado 1 a f(xz) = e” en el intervalo
[0,1] y acotar el error cometido en todo el intervalo.

a) Aproximar la funcion f(z) = %H en el intervalo [—1, 1] por un polinomio de grado
1 de las maneras siguientes:

i) por interpolaciéon en los extremos,

ii) por interpolacion de Chebichev,

iii) minimizando la norma del méximo del error.

b) Dar cotas para los errores cometidos en todos los casos y comparar los resultados
hallados, justificAndolos teéricamente.
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4

45. Hallar la aproximacién minimax de la forma ax? a la funcién f(z) = x* en el intervalo

[0,1].

46. Utilizar el desarrollo de Taylor de

fla) = [ Har

hasta grado 9 para hallar un polinomio de grado minimo que aproxime a la funciéon
dada sobre el intervalo [—7, 5] con un error menor que 10~*, utilizando economizacion
de Lanczos.




CAPITULO 4

DERIVACION, INTEGRACION Y
SUMACION

La derivacién, integracién y sumacién de funciones son las operaciones esenciales
del Analisis Matematico. Su aproximacién numérica constituye un Gtil de gran
importancia en la realizacién de dichas operaciones, cuando no puedan llevarse a
cabo de manera exacta, analiticamente. Los métodos presentados en este capitulo
estan basados en técnicas de aproximacion de funciones, fundamentalmente en las
de interpolacion.

4.1 DERIVACION NUMERICA

4.1.1 Introducciéon

Aunque haya reglas bien conocidas para derivar las funciones mas usuales, no siempre
pueden ser utilizadas (por ejemplo, en funciones dadas por tablas de valores o numeérica-
mente), o no es conveniente hacerlo (por ejemplo, en funciones con expresiones analiticas
demasiado complicadas). En estos casos deberemos recurrir a técnicas numeéricas que,
partiendo de los valores de la funcién en diversas abscisas, nos permitiran calcular una
aproximacién al valor de alguna de sus derivadas en una abscisa proxima.

4.1.2 Derivadas primeras
Foérmulas de derivacion interpolatoria y errores

La derivacion numérica de una funciéon f diferenciable en a € R consta de dos etapas:

e Construccion del polinomio interpolador p,,(z) a la funcién f en una familia de
abscisas g, 1, ..., Zn (que convendra tomar proximas a a).

e Derivacion del polinomio pp,(x) y evaluacion en a, segin la formula de derivacion
numeérica:

264
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Las férmulas asi obtenidas reciben el nombre de férmulas de derivacion interpolatorias
(véase el problema 4.1).

Si denotamos por e, () la funcion de error de interpolacion f(z) — pp(z) de la funcion
f por el polinomio p,,(x) y suponemos que f es m+1 veces diferenciable con continuidad en
un intervalo I que contiene las abscisas zj (k = 0=+ m), entonces, para x € I, disponemos
de la siguiente expresiéon para el error de interpolacién:

em(z) = Fn1(2)wm(x) ,

con )
Fm_l,_l(.%') = W = f[x()a s 7xm7x] ;
donde wy,(z) = (x —z0) - (x —xm) ¥ &(z) € < x0,...,Tm,z > (véanse las formulas (3.2)

y (3.6)). Resulta asi que el error en la derivacion numérica viene dado por

em(a) = f'(a) = prla) = Fy, 1 (a)wm(a) + Fnsa(a)w),(a) ;

esta formula presenta el problema del célculo de F}, (a), si a es arbitrario, debido a que
la funcién Fj,+1 no es conocida en general (véase un ejemplo en el problema 4.2).

Ahora bien, si a pertenece al conjunto de abscisas xg, ..., T, (es decir, si a = xj, para
algtin k = 0+ m), entonces se tiene

/ Fm (e
m (k) = (m+(1)]7) g(mk - i),

donde & = &(xk) € < o, ..., Ty >.

Ejemplos
Sim=1,z0=a,r1=a+hy fecC*[a,a+ h]):

_ (2)
- Haxh = 1@ | 10©,

h 2
Sim=2x9=a—h,z1=a,xo=a+hy fecC¥la—h,a+h|):
flath) -~ fla—h) 99,
2h 6 ’

fe<a,a+h> .

f(a) = fe<a—ha+h> .

4.1.3 Derivadas de orden superior
Foérmulas de derivaciéon interpolatoria

El procedimiento anterior puede repetirse para calcular f®(a), ..., f(¥(a), siempre que
d < m. Asi, si conocemos la funcién f en las abscisas xg, ..., &, proximas a a, derivando
d veces el polinomio interpolador p,,(x) y evaluando en a, tenemos

f(d)(a) ~d flxg, x1,...,24] .

Para obtener expresiones del error es conveniente usar los errores de interpolacién de
Taylor para la férmula hallada.
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Ejemplo
Sim=2z9g=a—h,x1 =a,x0=a+h,

fla+h)=2f(a) + fla—h)

F®(a) = 2f[xo, 21, 72) = % ;

si suponemos f € C4([a — h,a + h]), obtenemos una expresién del error usando

b+ f@)(a)hg + f(3)(a)h3 4 Mh‘l ,

fla+h) = f(a)+ f'(a)

2 3! 41
(2) )
fla—h) = f(a) = f'(a)h + ! 22(a)h2 - f(33|(a) h + JC(Z@M :

donde &1 €< a,a+h >y & e<a—h,h >.
Sumandolas se obtiene

fla+h)—2f(a) + fla—h)

f®(a) = =

+ R(h) ,

con
FOE) + 1D (&)
24

y asi, | R(h)|< %h? si | f#(2)|[< M para €< a — h,a + h >; es decir,

R(h) = — h?,

R(h) = O(h?) (h —0) . (4.1)
Ahora consideraremos el resultado general siguiente que serd utilizado a menudo:

e Si F' es una funcién real y continua sobre un intervalo I, dadas las abscisas de
1, &1,&,...,&, v los coeficientes positivos aq, g, ..., o, existe una abscisa £ €<

5175%" . 7£m > tal que

S o F(E) = F©) S o
k=1 k=1

(teorema del valor medio para sumas).

Aplicando esta propiedad general a la funcion f®), se obtiene la siguiente expresion
para el error
A
12
No siempre podremos obtener una expresion explicita para R(h) como en (4.2) y, a
menudo, tendremos que conformarnos con una expresion asintotica como en (4.1).
Suponiendo f € C%([a — h,a + h]), podriamos obtener

R, te<a—hyat+h> . (4.2)

R(h) = —

(4)
RM):—fif%F+Owﬂ(h%O%
() (6)

R(h) = —f412(a)h2— 2f2'(€)h4 , £e<a—h,a+h>,

y también desarrollos andlogos, si f fuese todavia méas derivable.
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Observaciones

1. El error de las férmulas de derivacién numérica halladas depende de términos en h, h?,
etc., donde h = max |a — xg |; por lo tanto, decrece al decrecer h. Esto no quiere decir que
convenga escoger h muy pequeno, ya que en las férmulas mencionadas se produce entonces
una notable cancelacion de términos (véase el problema 4.15). En esta situacién conven-
dra tomar h prudencialmente pequeno y emplear el método de extrapolacién repetida de
Richardson, tal como veremos en el apartado 4.4.2.

2. La idea fundamental usada aqui es que si p(z) es cercana a f(z) en a, entonces
p(x) sera proxima a f(9(z) en a. Desgraciadamente con mucha frecuencia esto no es
cierto, ya que dos funciones pueden ser proximas y tener pendientes muy diferentes (véase
la figura 4.1).

3. En el apartado 4.5.3, mediante el uso de operadores, se expondrid una manera
sistematica de generacion de férmulas generales de derivaciéon numeérica.

Figura 4.1: Funciones préximas con derivadas alejadas.

4.2 INTEGRACION NUMERICA

4.2.1 Introducciéon

Dada una funcion f definida sobre un intervalo acotado [a, b], queremos calcular

J(f) = /  f(@)da

suponiendo que esta integral tenga sentido para la funcion f (por ejemplo, si f es continua
sobre [a,b]). La cuadratura o integracion numérica consiste en dar formulas aproximadas
para el célculo de la integral J(f) de f; estas formulas pueden ser de gran utilidad cuando
la integral no pueda calcularse por métodos analiticos (por ejemplo, usando la regla de Bar-
row), o bien, cuando no conviene usarlos porque resultan complicados, y nos conformamos
con conocer J(f) con una precision finita dada.

Para ello, aproximaremos f por un polinomio interpolador p(z) y calcularemos exac-
tamente J(p), obteniendo asi formulas de integracion numérica.



CAPITULO 4. DERIVACION, INTEGRACION Y SUMACION 268

4.2.2 Integracién con abscisas dadas
Formulas de integracion interpolatoria

Sean a < xp < x1 < -+ < Ty, < b una particién en m + 1 abscisas del segmento [a,b] y
consideremos el polinomio p,,(x) de grado menor o igual que m verificando

pm(z) = f(x) (k= 0m) ;

entonces, aproximamos J(f) por J(pp):

/ab f(z)dx ~ /abpm(a:)dx .

Asi, integrando la formula de interpolacion de Lagrange

ple) = 3 filule)
k=0

donde

(z) =11 —

itk Tk T i

hallamos la férmula de integracién numeérica
b m b
/ f@)de = S Wifi, Wi = / le(z)de (k= 0+ m) . (4.3)
a k=0 a

Debido a que la formula anterior se halla por integracién de un polinomio interpolador,
recibe el nombre de férmula de integracion interpolatoria de m + 1 abscisas.

Los coeficientes Wy, (k = 0-+-m), llamados pesos de la formula de integracion, dependen
del intervalo [a, b] y de las abscisas o, ..., T, pero no de f. Por la unicidad del polinomio
interpolador, la formula (4.3) es exacta para cualquier polinomio de grado menor o igual
que m, ello nos proporciona una manera de calcular los pesos Wy, (k = 0-+m) sin necesidad
de integrar l;(z) (k = 0+m): se impone que la férmula (4.3) sea exacta para los monomios
1, z, 2%, ..., ™ (por ejemplo), y se resuelve el sistema lineal resultante (método de los

coeficientes indeterminados).

Ejemplo: férmula de Simpson

Se quieren calcular los pesos de integracion W_1, Wy v W para que la férmula de inte-
gracién numérica

1
/ ) g(t)dt ~ W_19_1 + Wogo + Wigi

sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 2, donde se ha tomado g =
g(k) (k= —1,0,1); después, se quiere evaluar el error cometido al aplicarla a polinomios
de grado menor o igual que 4.

Imponiendo la exactitud de la formula para g(t) = 1, t, t2, se obtiene el sistema

W1 + Wo + W1 =
-W_4 + W
Ww_ 1 + Wl

Il
wo O N
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de solucion W1 = W_; = %, Wy = % y, como consecuencia, la férmula de integraciéon
numérica

[ ot~ Lo+ a0+ ) (4.9

Esta formula puede trasladarse a cualquier intervalo [a, b], a través del cambio de vari-
ables

t=22"% 4 0, equivalentemente, x = b- 4 + ath ,
b— 2 2
dando lugar a la formula de Simpson
b a a+b
[t = 250 1@ v ar (57) + 1) | (4.5
que también se escribe como
ct+h h
| H@yda = 15(e =)+ 45(0)+ Fle+ b (46)

dondec:“TH’ yh:bfTa.

Sobre los polinomios de grado 3, las formulas de Simpson (4.5) y (4.6) resultan ser
también exactas: si g(t) = t®, ambos miembros de (4.4) son nulos.

Si tomamos g(t) = t* en (4.4), obtenemos

2 2 4 24 gD (&)

1 1
/_19() 3(9 1+490+ g1) £ 3 15 %0 90 (4.7)

y, tomando andlogamente f(x) = z% en (4.5),

¢ 4)
[ty =2 pte -+ as s sermy - Lo )

Las abscisas £ que aparecen en (4.7) y (4.8) son arbitrarias, ya que ¢ y f* son
funciones constantes.

Error de las férmulas de integracion interpolatoria

Volviendo a la formula (4.3), observamos que el error de la aproximacion que expresa es la
integral del error de interpolacién; asi pues, si f € C™"([a,b]), tomando la expresion del
error de interpolacion (3.2), se obtiene

b m
Ba = | fa)da =3 Wife

f m+1

= m—|—1 ( —xg) - (z — xp)dz

con &(x) € (a,b).
Esta férmula da la expresion general para el error de la formula de integracion inter-
polatoria de m + 1 abscisas.
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Si | fm*tD(z)|< My,41 para todo z € [a,b], podremos escribir

Mm+1 b
E <7/ xr—x9) - (z—2 dx .
| m’_(m—i—l)' o ‘( 0) ( m)’
Una manera de obtener cotas méas precisas consiste en desarrollar por Taylor las for-
mulas de cuadratura dadas, tal como se hace en el apartado que sigue.
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Error de la formula de Simpson

Continuamos con la férmula de Simpson y definimos

c+h h
Bs(h) = [ @)z —Z[fe=h)+4£(0) + fle+h)

—h
entonces se cumple que Eg(0) = E5(0) = Eg?) 0)=0y
: h
B (h) = 5[V (et h) — fP (e —n).
Si f € C*([c — h,c+ h]), tomamos

[ L0ttt (g )
F(h) _{ f@(c) (si h=0).

Resulta que F' es continua, ya que F(h) — F(0) (cuando h — 0); ademas, por el
teorema del valor medio, para cualquier & € (0,h], F(§) = f*¥(n), para algin n € (¢ —
h,c+ h).

Usando la expresion integral del error de interpolacion de Taylor (3.8), se tiene

2/ ES 3/ F(tydt .

Dado que G(t) = (h — t)?t? es una funcién continua que no cambia de signo en (0, h),
el teorema del valor medio para integrales nos permite extraer F(t) fuera del signo integral
y asi,

1 h (4)
Bsh) = 3 F(©) [ (h—0pPar =L e e nevn,
3 0 90
que justamente coincide con la expresion (4.8).
Y4 Y4
T v = (@) y=f(z)
l /’
I

a »b T Q- b T

Figura 4.2: Aproximacién de la integral J por la férmula del rectdngulo R
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Formulas del rectangulo y del trapecio

Tomando h = b—a y haciendo un proceso analogo al explicado para la férmula de Simpson,
obtenemos la férmula del rectdngulo

b (2)
[ s@ie =g (50 + I e

v la formula del trapecio

' B e
[ #wde = 2@ + 5] - T ge o), (4.9)
a 2 12
usando interpolacién tinicamente en la abscisa media y en las abscisas extremas, respecti-
vamente.
Para una representacion grafica, véanse las figuras 4.2 y 4.2.2.

Y Y4
v = (%)

Figura 4.3: Aproximaciones por las formulas del trapecio T y de Simpson S

Formulas de Newton-Cotes

Las formulas del trapecio y de Simpson son un caso particular de dichas férmulas (cerradas)
de Newton-Cotes que se comentan seguidamente.
Si, en la formula (4.3), tomamos m + 1 abscisas equidistantes sobre el intervalo [a, 0]

b—
cy=a+kh(k=0+m), h=-—"

m

obtenemos la férmula de Newton-Cotes de m + 1 abscisas

b - mort—i
z)dr ~ h « , « :/ dt (k=0+m) ,
[ =n e o = )

donde se ha usado la notacion fr, = f(a+ kh) (k. =0+ m).

Los coeficientes ay (k = 0+ m) no dependen ni del intervalo [a, b] ni de la funcion f;
s6lo dependen del grado m. La ezpresion del error de la formula de Newton-Cotes de m+1
abscisas viene dada por

’ u (p+1)
B :/a f(z)dx — hl;)akfk = Kthp“ , €€ (a,b), (4.10)
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donde
m
K, = / Tm(t)dt , p=m (sim esimpar ),
Om
K, = / tmm(t)dt , p=m+1 (simespar);
0

siendo 7, (t) =t(t —1)--- (t — m).

Asi pues, las formulas de Newton-Cotes de m + 1 abscisas son exactas para todos los
polinomios de grado m + 1, cuando m es par (o equivalentemente, cuando el nimero de
abscisas es impar) tal como sucedia con la formula de Simpson (m = 2) en el ejemplo
anterior.

Notese que K,, puede obtenerse también aplicando (4.10) a un polinomio de grado
m+1 (resp. m + 2) si m es impar (resp. par), ya que fP+1) es constante en tales casos.

Otras férmulas de integracion interpolatorias

Las férmulas interpolatorias que acaban de presentarse utilizan tnicamente el polinomio
interpolador a la funcion que se integra. Otras formulas de integraciéon numérica pueden
deducirse usando tipos diferentes de interpolacion; esto es, interpolaciéon de Taylor, inter-
polacion de Hermite e, incluso, interpolaciéon de Hermite generalizada. Algunos ejemplos
de estas férmulas y sus aplicaciones pueden encontrarse en los problemas 4.4 y 4.5.

4.2.3 Reglas (compuestas) de integracién numérica

Las férmulas de integracién numérica no se aplican normalmente sobre todo el intervalo
[a, b], sino sobre subintervalos de [a,b], dando lugar asi a las reglas (compuestas) de inte-
gracion numeérica.

Regla de los trapecios

Si dividimos [a,b] en M partes iguales y, en cada una de ellas, aplicamos la formula del
trapecio, obtenemos la regla de los trapecios

h
T(h) = 5[]‘(@) +2f(a+h)+2f(a+2h)+---+2f(b—h)+ f(D)] , (4.11)
que aparece al descomponer la integral inicial como la suma de las integrales en las M

partes de longitud h = b_wa en las que se ha dividido el intervalo [a, b]:

b M=1 g M—1
I = [ t@de= Y [ f@)de = 30 (f).
@ k=0 * Tk k=0

con xy =a+kh (k=0=+M).
Dado que

Tht1 2)
5p = [ e = §iren) + pewe) - 550
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con & € (rg, Tp41), entonces

1 M-1 ) b—aM_1
J() =T(h) = =15 > [P’ = —5557 > F@ &,
k=0 k=0

donde suponemos que f € C%([a,b]); finalmente, teniendo en cuenta el teorema del valor
medio para sumas, existe £ € (a,b) tal que

[ sty = P e (112)

Regla de Simpson

Dividiendo ahora [a,b] en 2M partes iguales y aplicando, en cada intervalo de longitud

1’77“ = 2h, la férmula de Simpson, obtenemos la regla de Simpson,

S(h) = S[7(a)+4f(ath) +2f(at2h) +4f(a+3h) + -

+2f(b—2h) +4f(b—h) + f(b)] -
Suponiendo f € C*([a, b)), se dispone de la siguiente expresion para el error asociado:
b b —a (4) 4
[ty = sy = =2 r0nt (+13)
Ja 180
donde ¢ € (a,b).

Formula de Euler-Maclaurin

Una manera bastante util de generar férmulas de integracién numérica es mediante la
integracién por partes. Asi, por ejemplo, escribimos la integral

b
ﬂﬂzlfwm

b
quwmm%

donde by (z) es un polinomio de grado 1 tal que V) (xz) =1 (b1(x) = x + ¢1); entonces

b b
I =@h@| [ Fabhed.

(z+e1)?

Si ahora introducimos ba(z) tal que bhy(x) = byi(x) (bo(x) = 5= + c2), resulta
b b ,
I =F@h@ |~ @h@| + [ 1@ (414
a a “
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N2
Si tomamos ¢; = —“T‘H), cp =L Sa) , entonces by(z) = 1(z — a)(z — b) se anula sobre

a y by obtenemos

b
1) = "5 @+ f0)+ 5 [ 1@ - a)(a - bys

Dado que (z—a)(x—b) < 0 sobre (a,b), si f € C*([a,b]), aparece la ya conocida formula
del trapecio con su error correspondiente (4.12):

10 - @ 0] = 5 [ @6 - o - b

2
2
12

(b—a)d.

El procedimiento de (4.14) puede iterarse para obtener una expresion asintotica del
error de la regla de los trapecios. Para simplificar, podemos considerar que el intervalo [a, b]
sea el intervalo [0, 1]; mas concretamente, haciendo el cambio x = a + th e introduciendo

g(t) = f(a+th), tenemos
b 1
/a f@)ds =h /0 g(t)dt
con h=>5b—a.

Tomamos by(t) = t — 3 como antes (ahora la abscisa media es 3) y definimos by(#),
bs(t), ..., de manera que

() =0;(t) (> 1), (4.15)

v con las constantes adecuadas para que

/ by G>1) (4.16)

0, equivalentemente, b;11(0) = bj41(1) (j > 1).
Repetidas integraciones por partes dan lugar a

[ ottt = S(6(0) + (1)
520)6(1) =4 0) 1O 1) V(0 .
1) <><g< - g<”*1><o>>
(—1)tm*? / g™ (t) (4.17)

para g € C™(]0, 1]).
En el problema 3.11, se demuestra que

(=1)" by, (0) > 0, b2 1(0) =0 (r>1), (4.18)

(—1)" (bar () — b3r(0)) > 0 YVt e (0,1) (r>1) . (4.19)
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Tomando ahora n = 2s + 1 e integrando por partes el ultimo sumando de (4.17) de
signo negativo, se obtiene

1

1
/0 gE D () basy1(t)dt = [basra(t) — basi2(0)]g* (1)
0

1
_/0 (bast2(t) — bas42(0))g® D (¢)dt
= basi2(0)g*T (), £€(0,1),

donde se ha usado (4.15), (4.16) y (4.19).

A continuacion, ponemos la formula (4.17) en términos de los polinomios mdnicos
Bo(t) = 1, Bj(t) = jbj(t) = t +--- (j > 1) (es decir, polinomios con coeficientes
principales unitarios). Estos reciben el nombre de polinomios de Bernoulli y los valores
Bj = B;(0) (j > 0) se denominan nimeros de Bernoulli (véase de nuevo el problema 3.11
para generarlos):

2
_Z B2r [ (2r—1) 1)_9(27’—1)(0)}

_M (25+2)
@sro? O, £, (4.21)

[ ot = 3a0)+ 90 (420

valida para toda g € C?572([0, 1]).
Deshaciendo el cambio ¢g(t) = f(a + th) y reordenando los términos, obtenemos la
expresion asintdtica del error de la formula del trapecio

a+h
U fla ] = | @ (4.22)
_|_Z B2 B2r [f(Qr 1) (a—l—h) f(2r71)(a)]
+<2€2-S:22>!f C2(n>+3 | ¢ € (a,a+h)

valida para f € C**2([a,a + h)).

Haciendo una subdivisién del intervalo [a, b] en M partes iguales, y aplicando en cada
segmento [T, Tr+1] la formula del trapecio con h = * (k = 0+ M — 1), se obtiene, de
manera analoga al procedimiento de (4.12), la ezpreszon asintotica del error de la regla de
los trapecios

T(h) - /ab f )z + Z B2 Biv)”' [f(Qr—l)(b) _ f(2r—1)(a)}
+(£ﬁ+§)! (b= a)fEFOR*T2 £ e (a,d), (4.23)

valida para f € C%*2([a, b]).
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Las formulas (4.21), (4.22) y (4.23) reciben el nombre de férmulas de Euler-Maclaurin.
Al aplicarlas, conviene saber acotar el resto. Por ejemplo, en la (4.23),

T @?fzzw —a)[ET (R, € € (a,0)

y, claramente,

| Bosi2 | (25+2) 2542
| Rs| < oo (b—a) sup [f=7(z)[ h*75
’ (25 + 2)! z€[a,b]
Ahora bien, segun (4.18) los numeros de Bernoulli alternan el signo (esto es, BasBasyo <
0 (s > 0)). Si f2s+2) y 244 no se anulan en (a,b) y tienen el mismo signo, entonces
RsRsy1 < 0y, por lo tanto, | Rs | es menor que el valor absoluto del primer término
despreciado, segtin el criterio de alternancia de los restos expuesto en el apartado 3.1.4,

| Basy2 | 2s+1 25+1 2542
Ry| < 225421 | £@st1)(p) — £@2s41) ()| p2s+2
[Ba] < o B 7O (0) - 7O a)

Es necesario advertir que los niimeros de Bernoulli crecen rapidamente y, por lo tanto,
no ha de esperarse que R; — 0 cuando s — oco. En la practica, conviene tomar el namero
de términos s en (4.23) de manera que | R | sea menor que la tolerancia e pedida, siempre
que ello sea posible.

4.2.4 Integracién gaussiana

Las formulas de integracién interpolatoria de m + 1 abscisas zg, =1, ..., T, obtenidas
integrando el polinomio interpolador en estas abscisas, son exactas para los polinomios de
grado menor o igual que m; esto ocurre para cualquier eleccién que se haga de las abscisas
dentro del intervalo de integracion. Veremos ahora que una eleccién adecuada de estas
m + 1 abscisas nos proporcionari férmulas de integracion numérica de m + 1 abscisas,
exactas para polinomios de grado menor o igual que 2m + 1, que recibirdn el nombre de
formulas gaussianas.

Ejemplo motivador

La regla de los trapecios nos proporcionaréd el primer ejemplo de estas férmulas, al ser
aplicada convenientemente sobre polinomios trigonométricos.
Asi, sea

n n n
tn(0) = % +) ajcosjf+ Y bjsenjd = > cjed?
i=1 =1

j=—n

un polinomio trigonométrico de grado menor o igual que n, y calculamos
2m
J(tn) = / 1 (0)d0 = mag = 2mcp |
0

usando la regla de los trapecios con paso h = QM“ para M > n.
Debido a la periodicidad de ¢, (0),

tn(0+2m) =1t,(0) VO ER;
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para cualquier ¢ € R se cumple

2m+¢ 2
J(tn) = /¢ (i) dip = /0 ba( + 0)d6 = map .

La aplicacién de la regla de los trapecios a esta tltima integral da el resultado exacto

ﬂ%%:%thﬁﬁ

= ZMW ZcemZe o =2mco = J(tn) ,

]——n

donde hemos usado que

M-1 Z'27rjk . M (] = O) s
0 (O<lilsn<M),

- 27 j
sabiendo que ' % £ 1 (0 < || < n < M).
Si ahora consideramos un polinomio trigonométrico en cosenos de grado menor o igual
que n

n
@—I-Zajcosjé,

tn(e) =
2 ‘
7j=1

tenemos, ademéas de la periodicidad t,(0) = t,(0 + 27), la simetria respecto a § = m:
tn(0) = t,,(2m — 6); por lo tanto, si M > n,

m 1 21 T
J(tn) = /0 tn(0)d0 = 5/0 tn(0)do = 500
1 M—1 ok

=§—f mewH—

Tomamos ahora M = 2(m + 1) > ny ¢ = §; para que el conjunto de abscisas sea

simétrico respecto a . Entonces ¢+ 3¢ = 3:111% (k=0-+2m+1) y los valores t, ((2(]::3) )

aparecen dos veces: sil =2m+1—k, Cuando k =0-+m, tenemos que l =2m+1+m+1,

Obtenemos asi la siguiente férmula de integraciéon numérica de m + 1 abscisas:

- 2k +1
Jj 7o ()
m+ 1 2(m+1)
exacta para los polinomios trigonométricos en cosenos de grado menor o igual que 2m + 1.
Haciendo ahora el cambio ¢ = cos, usual en la aproximacién a través de polinomios

de Chebichev (véase el apartado 3.2.4), resulta que f(t) = F(arccost) es un polinomio
de grado menor o igual que n si F' es un polinomio trigonométrico en cosenos de grado
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menor o igual que n (recuérdese la formula de Moivre) y se tiene la siguiente formula de
integracién numérica de m + 1 abscisas

2k + 1)71') 7 (4.24)

B (O N (
/_1 Nk m+1kz_of(cos 2(m+ 1)

exacta para los polinomios de grado menor o igual que 2m + 1, llamada férmula de Gauss-
Chebichev (véase un ejemplo de su aplicacion en el problema 4.7).
Las formulas anteriores también pueden escribirse como:

TS Ee).

m k=0

12

/0 " F(6)do
1

0 g T
Lir=pt = i),

donde 0y (k= 0-+m) son los ceros de 1, +1(0) = cos((m+1)0) y tr (k =0-+m), los de la
funcion Th,41(t) = cos((m + 1) arccost) = ¢p41(arccost). Recuérdese, del apartado 3.2.4,

que Ym11(0) vy Ty (t) forman parte de las familias ¢;(0) (j > 0) y T;(t) (j > 0) ortogo-
nales respecto a los productos escalares

T b F)g(t)
F,Gz/F@GQdG, , :/ dt ,
(r.G)= [ FOGO® . (1.9= [ S0
respectivamente.
De la exactitud de (4.24) para los polinomios de grado menor o igual que 2m + 1,
resulta que 1;(6) = cos j8 y T;(t) = v;(arccost) (j = 0+ m) son ortogonales respecto a
los productos escalares discretos

(F,G)yy = iF(Gk)G(Gk),
k=0

Gt = 3 Ft)glt)
k=0

tal como ya se ha demostrado en el capitulo 3, con

Win) = (T T) = g (W, 4)m = = (T3, Ty
_ {w (G=0),
FU=1+m)

Formulas gaussianas

Veremos a continuacion que la eleccion de las abscisas z; (K = 0 + m) como ceros de
un polinomio ¥p,4+1(z), de grado m + 1, de una familia de polinomios ortogonales llevara
siempre a férmulas de cuadratura exactas para los polinomios de grado menor o igual que
2m + 1.
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Asi, sea w : [a,b] — R una funcién peso positiva y continua sobre el intervalo [a, b]
y sea ¥pa1(r) = App12™ T + .-+ el polinomio ortogonal de grado m + 1, con coeficiente
principal A,,+1, asociado al producto escalar

(fi9) = /abw(ﬂc)f(x)g(m)dx )

Este polinomio ¢p,+1(z) tiene m + 1 ceros simples z; (K = 0+ m) (por lo tanto,
diferentes dos a dos), que se encuentran en el intervalo (a,b).

En efecto, si ¥p,+1(x) s6lo cambiase de signo en i abscisas «q, ..., a; de [a,b], con
1 <i¢ < m, entonces el polinomio

4i()Ym+1(z) = (. —a1) -+ (2 — @)Yt (@)

de grado m + i + 1, no cambiaria de signo sobre (a,b) y, por lo tanto, la integral

[ wle)astama @)z = (@ m i)

serfa no nula, en clara contradiccion con el hecho de que 1,41 (x) es ortogonal a cualquier
polinomio de grado menor o igual que m.

Consideramos ahora la siguiente férmula de integracién numérica de m + 1 abscisas,
evaluada sobre los ceros de ¥, +1(x):

t/bqy(x)f(x)dx = S Wif(a) (4.25)
@ k=0

De entrada, imponiendo exactitud para los polinomios de grado menor o igual que m,
obtenemos como en (4.3) que los pesos Wy vienen dados por

r — X

b
W= [ ie)wi@)ds . i) = ]
a ki

(k=0+m). (4.26)

T — X4

Comprobaremos a continuacién que, con esta eleccion de abscisas y pesos, la formula
anterior es exacta también para los polinomios de grado menor o igual que 2m + 1. Las
formulas asi obtenidas se llaman férmulas gaussianas de m + 1 abscisas.

Sea pam+1(z) un polinomio de grado menor o igual que 2m + 1 y sean g, () y mm(x)
los polinomios de grado menor o igual que m que son respectivamente el cociente y el resto
obtenidos al dividir pay,+1(z) por el polinomio ¥, +1(x) de grado m + 1

p2m+1(l’) = Qm(x)"/}m-‘rl(x) + Tm(x) .

El polinomio ¢, (x) serd, pues, ortogonal a ¥, +1(): (¢m,¥m+1) = 0; por lo tanto,
b b
[ w@pami@ds = [ w@an@na @)
b
+/ w(x)ry(x)dx
b m
= / w(z)rm(z)de = Z Wirm(zk)
a k=0
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ya que (4.25) es exacta para el polinomio r,,(z) de grado menor o igual que m.
Usando ahora que ¢,11(xx) = 0 (k = 0+ m), obtenemos la exactitud de (4.25) para

Pam+1(2):

> Wipzmir(zr) = Y Wim(@r)me1 (@) + > Wirm(ar)
k=0 k=0

k=0
b
= /aw(x)meH(w)dx.

Error de las férmulas gaussianas

Para funciones f € C?"*%([a,b]) podemos dar una expresion del error de las formulas
gaussianas. Para ello, consideramos el polinomio interpolador de Hermite po,,+1(z) a f en
las abscisas zx (kK = 0+ m) (de grado menor o igual que 2m + 1); por una parte, tenemos
que la féormula gaussiana es exacta para este polinomio y, por otra, disponemos de una
formula del error de interpolacion para todo z € [a, b]

(2m+2) T
f(@) = pamy1(z) = f(Qm_i_(g()!))an(x) ]
donde &(x) €< xo, 21, .., Tm,x >C [a,b] y
_ _ Umta(z)
wm(z) = (x —x0)(x —21) - (T — T4py) = ﬁ :

Multiplicando por w(x) e integrando entre a y b, se obtiene la expresion siguiente del
error de la formula gaussiana de m + 1 abscisas:

[ wlw) @ = > Wi (427)
@ k=0

f(2m+2) (5) 1
(2m+2)! A2

b
| w@udi @

donde £ € (a,b) y At indica el coeficiente principal del polinomio ortogonal t,41(x)
elegido.
Es necesario hacer notar que el factor del error

(¢m+17 wm-‘-l) —

2
Am+1

/ab w(z)w?, (x)dx

puede obtenerse por aplicacion de la formula gaussiana a f(z) = 22m+?2

el otro factor es la unidad
f(2m+2) ( g)

(2m+2)!

, ya que entonces
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Pesos de las formulas gaussianas

Los pesos Wy, que pueden hallarse por (4.26), admiten otras expresiones equivalentes.
Usando la exactitud de (4.25) para los polinomios [;(z) de grado 2m, obtenemos

Wy = /bw(:c)z,i@)dx S0 (k=0+m),

de donde resulta que todos los pesos de una férmula gaussiana son positivos.
Imponiendo ahora la exactitud para

fy =Yl g -

L= Tk itk
resulta que f(z;) =0 (i # k) y f(xx) = 5,1 (), dando lugar a

_ 1 b Ym+1(2) 0. .
Wy = w;nﬂ(mk)/ w(m)igj_:ﬁk dr (k=0-=+m);

analogamente, para

2
fay = ml g Tl

(x — zp)? ik
se obtiene , 02 (@)
1 x
V[/:i/wximwrl dr >0 (k=0+m) .
S W@ Jo ey 70 )
Si substituimos en la formula (4.27) el polinomio de grado 2m + 2
Y1 (@)
f(x) T — Tp ¢m+ ( )

y tenemos en cuenta el hecho de que

( ¢m+1 7wm+2) =0 )
r — Tk

llegamos a la expresién

Am+2 (wm—i-l ’ wm-i-l)
A1y (T3) oo ()

Wy, = —

Finalmente, usando la relacién de recurrencia de los polinomios ortogonales, obtenemos

Am+1 (wm> ¢m)

Wi = .
C T Aty () U ()
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Ejemplos de formulas gaussianas

1. Volvemos a la férmula de Gauss-Chebichev (4.24). El polinomio ortogonal de grado
m + 1 y coeficiente principal A,,+1 = 2™ correspondiente es el polinomio de Chebichev
Tn+1(t) = cos((m + 1) arccost).

Sus ceros xp = tp = coslOy, 0, = (22(1:7;2%? (k = 0-+m) son las abscisas de la formula;
entonces, los pesos de la férmula de Gauss-Chebichev son

Wi = - u =- .
K T () T2 (ty) “2;%(—1)’“+1 sen 0,
T
m+1 ( m)

tal como se habia visto; la férmula con el término de error correspondiente queda finalmente

Lf(t) B T — (2k+ 1)
[1 1_t2dt - m+1]§f<0052(m+1))

e, g (-11) .

asi

T
T 2m 1 2)

2. Si consideramos ahora la funcion peso w(z) = 1 en el intervalo [—1, 1], el polinomio
ortogonal de grado m + 1 y coeficiente principal

A= (2m + 2)!
m+ 2m+1](m + 1)1
es el polinomio de Legendre
1 dm+1 5 mt1
Pm+1<t) = 2m+1(m + 1)' dtm+1 {(t - 1) ] y
introducido en el apartado 3.2.3. Sus ceros tg, t1, ..., ty, estan distribuidos simétricamente

respecto al origen y la féormula gaussiana, llamada de Gauss-Legendre, con el error término
de error correspondiente queda (véase el problema 4.8)

22m+3[(m 4 1)!]4
(2m + 3)[(2m + 2)!]

1 m
[ fedt =3 Wis (e + TianlGR
N k=0

conée(—1,1)y
2

(1 = ) [P g (t)]?
Esta formula de Gauss-Legendre puede ser extendida a cualquier intervalo [a, b], medi-
ante el cambio

Wi =

(k=0+m).

b—at+a+b
2 2

xr =
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4.3 SUMACION NUMERICA

4.3.1 Introducciéon

Consideramos a continuacion las sumas (finitas)
n
Sn=>aj, (4.28)
§=0

donde a; (j = 0+ n) son los n+ 1 primeros términos de la sucesion (a;);j>0. Las sumas S
(7 > 0) se denominan sumas parciales de dicha sucesion.
A menudo, los términos de la sucesién podran escribirse en la forma

aj = f(j) (1 =>0),

siendo f : [0,00) — R (también podria tomar valores complejos).
La sucesion (Sj);j>0 recibe el nombre de serie y, si es convergente a un valor S, es-

cribiremos
oo
S = E aj
J=0

y diremos que S es la suma de la serie de término general a;.
Esto quiere decir que, para cualquier € > 0, existe un indice n, dependiente de €, tal
que |S — S| < € o, también,
S=5,te€. (4.29)

El problema de la sumacion numérica consiste en proporcionar métodos para aproximar
sumas del tipo (4.28) o, si existe, su limite cuando n tiende a infinito. Desde el punto de
vista numeérico, el caso limite se reduce a calcular S, con n = n(e€) suficientemente grande
para que se cumpla (4.29), dado un error permisible e. Ahora bien, si n es muy grande, el
célculo directo de (4.28) es muy costoso y se hace necesario recurrir a métodos alternativos.

También consideraremos sumas cuyos términos son funciones de una variable real (o
compleja)

Su(x) = fi(x),
3=0

que dan lugar, en el caso limite n — oo, a las llamadas series de funciones
oo
S(z) =) filx) .
§=0

Estas series tienen sentido sélo para aquellos valores de x para los cuales la serie
numérica correspondiente es convergente. El conjunto de abscisas en las que la serie de
funciones converge recibe el nombre de region de convergencia.

Un caso muy importante es el de las sertes de potencias del tipo

S(z) =) aj(z —zo)’
§=0
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que aparecen al hacer desarrollos de Taylor de una funcién cerca de una abscisa xg. En
efecto, si f : I —> R es una funcién indefinidamente diferenciable sobre un intervalo I,
podemos escribir, para cualquier g € 1,

f(@) =pn(x) + Ru(z) (n20),
donde

n o £()
§=0
es el polinomio de Taylor de grado menor o igual que n de f en g y R, (z), el error de la
interpolacion de Taylor que admite las expresiones (3.8) y (3.9).
Recordemos que, para cualquier n fijo,

lim 7|R<)| =0.

&0 [z — ao]”

La serie de potencias formada por la sucesion de polinomios de Taylor de una funcién
f indefinidamente diferenciable cerca de xg recibié el nombre de desarrollo en serie de
Taylor de f cerca de xg en el apartado 3.1.4. De hecho, se trata de un caso particular de
los llamados desarrollos asintéticos que se introducen a continuacién.

Diremos que
n

Z (z — 20)? + Rn(z)

es un desarrollo asintdtico de una funcwn f cerca de xy cuando

i Ra(@)]

w30 [z — o|"

En tal caso, escribiremos
x) ~ Zaj(az —z0) (z — z0) .

De manera anéloga, diremos que

fa) =3

7=0

a;
$J+R()

es un desarrollo asintdtico de [ cerca de infinito y escribiremos
o
aj
E —= (z = o0)
— @

cuando
lim |z|" |R,(z)] =0 .
r—r0Q0

Dada una abscisa x, el desarrollo asintético de una funcién f

f(x) = Sn(x) + Rn(x)
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no es necesariamente convergente a f(z), cuando n tiende a infinito; esto es: los restos
R, (z) no siempre convergen a 0.
En el caso de los desarrollos de Taylor, si se cumplia la condicién de convergencia
lim R,(z) =0 Vx € (a,b) ,
n—oo
deciamos que la funcion f era analitica en el intervalo (a,b). En la tabla 3.5, se ecuentran
diversos ejemplos de funciones analiticas.
Un desarrollo asintético puede usarse para el cilculo de una funcién, aunque no se
cumpla la condicién de convergencia
nh_)rglo R,(z)=0.
En este caso, el error cometido no serd arbitrariamente pequeiio.
Si se dispone de una expresion para cada Rj(x) (j > 0), serd necesario hallar un valor
n para el cual |R,(x)| sea menor que el error permitido. Esto no siempre seré posible; en
caso de que no lo sea, interesara hallar el valor de n que haga minimo |R,(z)| y deberemos
conformarnos con tener f(x) calculado con este error (véase el problema 4.11).
Las series divergentes que aparecen en la aplicacién de desarrollos asint6ticos de fun-
ciones reciben el nombre de series semiconvergentes porque permiten también el calculo
de dichas funciones, aunque no con un error arbitrariamente pequeno.

4.3.2 Cotas de los restos de las series

Dada una serie convergente
o
S=2 4,
J=0

donde a; puede ser eventualmente del tipo f(j) o fj(x), es necesario, en primer lugar,
saber estimar sus restos

(e.o]
Rn =S5 - Sn = Z aj
Jj=n+1
para poder aproximar correctamente S mediante el calculo directo de Sy,; si n resulta ser
demasiado grande, deberd buscarse otro método para aproximar S, o S.
Por ejemplo, si
|aj41] < plaj| (G =n),

con p < 1; entonces, por induccién,

lajal < pllajl 1=1) (j=n)

v obtenemos la cota del resto

[e.e] oo
j |1
[Bul < 37 lagl < [ 3007 | lansal = T
j=n+1 =0 P

es decir, la magnitud del resto es menor o igual que la magnitud del primer término
despreciado dividida por el factor 1 — p.
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Si, en cambio, tenemos a; = f(j), con f : [0,00) — R decreciente (al menos sobre
[n,00)): entonces, si @ € [j,j + 1] (j > n), se cumple £(j) > f(z) > £(j +1) y, por lo
tanto,

J+1 j+1
N — N > dr > f(i+1) .
£6) / £G) _/ f(@)dz > f(j +1)
Asi, resulta

Rai=Yf()= [ fla)do = Ro
j=n "

en particular, se asegura que el resto
)
> fG)
j=n+1

es convergente si y s6lo si la integral

/noo f(z)dzx

es convergente.
Recordemos el criterio de alternancia de los restos del apartado 3.1.4: si los restos R,
y R,41 tienen signos diferentes, entonces

Se< S’erSTH-l >, ‘Rn’ < |an+1‘ ;

esto es: la magnitud del resto es menor que la del primer término despreciado. En partic-
ular, si tenemos una serte alternada a partir del término n + 1,

a;jai41 <0 (j Zn—l—l) ,
que sea mondtona decreciente, en modulo, hacia 0, a partir del término n,

laj1| <laj| (j=>n+1), lima;=0;

J—00

entonces
sgn(a; + ajy1) = sgn(aj2 + aji3) (j =2 n+1)

y, por lo tanto,
Ri_1=(aj +aj41) + (aj42+ajq3) + -+

tiene el mismo signo que a; (j > n + 1). Resulta, pues, que
RyRpt1 <0, |Ry| <lanti| -
Recopilaremos ahora estas cotas de R, en los criterios de acotacién siguientes:
1. Criterio de comparacion con una serie geométrica
Si existe p < 1 tal que |aj+1]| < plaj| (j > n), entonces

An+41
|Rn|SM§L|an| '

1—p 1—-p
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2. Criterio integral

Sia; = f(j) con f:[0,00) — R decreciente sobre [n,c0), entonces
R, < /OO f(x)dx < Rp—1 .
En particular, bajo la condicién |a;j| < f(j) (7 > n),
|Ry| < /OO f(z)dz .

3. Criterio de alternancia de restos

Si R,Rn4+1 < 0, entonces

S = Sn + R, = n+1 +Rn+l e< SnaSn—H >, ’Rn| < ‘an-i-l’ .

4. Criterio para series alternadas
Si ajajp1 <0, |ajr1| <laj| (j >n+1)ya; =0 (j = o00); entonces

S e< Snysn—l—l >, |Rn’ < ’an—s—l‘ .

Naturalmente, estos criterios se aplican de forma directa también al calculo de sumas
finitas.

4.3.3 Métodos de sumacion numérica

Usando las cotas del resto R,, el calculo de la serie S = S,, + R, se reduce al calculo
de S, para n tal que la magnitud de R, sea suficientemente pequena de acuerdo con la
precision deseada. Ahora bien, el calculo directo de S, puede llegar a ser muy costoso,
para series llamadas lentamente convergentes. Presentaremos primero un ejemplo de este
tipo de series y, a continuacién, expondremos algunos métodos que permiten aproximar S,
(y S) de una forma alternativa mas eficaz que el calculo directo, y que llamaremos métodos
de aceleracion de la sumacion.
EJEMPLO
Si queremos sumar la serie
<1
7j=1
con un error menor que 1072 mediante el calculo directo de las sumas parciales, el criterio
integral aconseja tomar mas de 10? términos.

La formula de Euler-Maclaurin

Recordemos la formula de Euler-Maclaurin (4.23) para una funcién cualquiera f de C?572([a, b]):

si dividimos [a, b] en n partes iguales de longitud h = b:—La, entonces

b s
T(h) = / f(x)dﬁ;h?r (fj;!

[f(??"—l)(b) . f(2r—1)(a)]

Basta o ps42) 2842
+(2s+2)!(b a) fETEER=TE € e (a,b)
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donde los coeficientes B, son los ntumeros de Bernoulli y

)

fla)
2 2

T(h) = h

n—1
+ > fla+jh)+
j=1

n

= B flat ih) = 21f(@) + fa+nh)] .

3=0 2

Dicha férmula puede escribirse de la manera siguiente, recibiendo, en este caso, el
nombre de férmula de Euler-Maclaurin par sumas:

donde

Ry = nht*#2  fO(0) €€ (ot nh) (4:30)

Por la alternancia de los signos de los ntimeros de Bernoulli (véase (4.18)), se deduce
primero que, si f € C2*t4([a, a+nh]) y f52) f2s+4) > 0 en (a, a+nh), entonces R,Rey1 <
0 y, por el criterio de alternancia de los restos,

BS s s
[l < 2ot B 000D ) — £ (431)

/aoo f(z)dx

J(f) = lim f(z)dz .

n—oo a

La integral impropia

es convergente cuando existe

Usando integrales impropias convergentes, en caso de que

lim f&V(z)=0 (r=1=+s),

T—00
la formula de Euler-Maclaurin para sumas finitas puede generalizarse al cilculo de sumas

de series, dando lugar a la férmula de Euler-Maclaurin para series

) 00 )

S fla+jh) = 2/ )i+ T

By o
- ) R
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Una expresion para el resto Ry, andloga a (4.30) no es ahora valida, porque n —
oo y ha de recurrirse a (4.17) para obtener una expresion correcta del mismo (véase el
problema 4.10). Si f(2512) f2s+4) > 0 en [a,00) y

: 25+1
lim f® (@) =0,
la formula (4.31) nos asegura que |R;| es menor que la magnitud del primer término
despreciado
IR| < h2s+1(‘2€2j_+;)‘! ’f(Zs-i—l)(a)’ '

Esta formula se usa, tomando h = 1, para calcular sumas de series de forma muy
eficiente en un gran namero de casos.

Finalmente, notemos que el desarrollo de la formula de Euler-Maclaurin no es siempre
convergente; es decir, no tiene que cumplirse necesariamente que Rs — 0, cuando s — oo.
De hecho, la magnitud de los nimeros de Bernoulli Bosio crece indefinidamente cuando
s tiende a infinito, de manera que su cociente con (2s + 2)! decrece potencialmente en s;
asi que, si f (25+1) tiene un comportamiento de crecimiento més fuerte que aquel cociente,
tendremos que Ry crecera indefinidamente. A menudo, al variar s de 0 a oo, se observa
que la magnitud de R decrece primero, para crecer después; se trata de un ejemplo tipico
de series semiconvergentes. Para este tipo de series divergentes, interesarid tomar s de
forma que la magnitud de R sea cuanto mas pequena mejor; ahora bien, a diferencia de
las series convergentes, el valor mas pequeno de R es fijo y no arbitrariamente pequeno,
como en aquéllas. Es decir, puede darse el caso que, si la precisién pedida en la suma es
demasiado grande, no pueda ser alcanzada para ningtn valor de s (véase un ejemplo en el
problema 4.11).

Método de comparacién

Para calcular la suma S de una serie lentamente convergente
o0
g aj ,
J=0
buscamos otra serie
oo
> b
J=0

tal que sea convergente a un valor conocido Ty que la serie

> (aj — b))
=0

sea mas rapidamente convergente; asi, para el calculo de S, basta calcular la suma de la
ultima serie, més rapidamente convergente que la inicial, y después sumar T al resultado
obtenido,

S=T+> (aj—bj) .
j=0
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Serd necesario, pues, conocer algunos ejemplos de sumas de series para poder aplicar
este método de comparacién al calculo de las sumas desconocidas de otras series.

Los ejemplos més obvios de sumas finitas (y también, de series) calculables exactamente
corresponden a las llamadas sumas telescopicas; esto es, sumas

donde b; = AT; = T 11 — T}, ya que, entonces

n

S b =Tpi1— T
j=m

Asi, si consideramos las funciones factoriales, para a € Z,

z(z—1)--(z—a+1) (a>0)
{L’(O‘): 1 (CMZO)

1
D EF2)—(=a) (a <0)

a—1)

resulta que Az(®) = qal y, por lo tanto, si o # —1,

) _ Azglatl) zn: o) — (n + 1)) — platl)
a+1 7’ a+1

j=m

(«

T

En particular, si a < —1,
mlat1)

-~ (o) _
j%j - a+1

En el problema 4.9 se presenta una aplicacion practica de este método.

4.4 EXTRAPOLACION

4.4.1 Introduccién

En la resolucién numérica de muchos problemas matematicos, cuyo objetivo consiste en el
célculo de un valor v, pueden distinguirse dos etapas:

e DISCRETIZACION: Se calculan aproximaciones numéricas F'(h) al valor v, dependi-
entes de un pardmetro h, llamado paso de discretizacion. Por ejemplo, en el célculo
numérico de derivadas e integrales, h es la separaciéon entre abscisas consecutivas.
En el caso de que las cantidades aproximadas dependan de una variable entera n de

1

forma que el valor v se alcance cuando n tiende a oo, tomaremos h = .

e PASO AL LIMITE: Se considera el limite de las aproximaciones F'(h), cuando h tiende
a 0.

En el contexto numérico, el paso al limite consiste en realizar los calculos con pasos h
cada vez méas pequenos lo que comporta dos tipos de dificultades:
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1. El namero de operaciones aumenta enormemente.

2. Aparecen importantes errores de redondeo, por exceso de operaciones o por can-
celacion de términos en restas de cantidades muy cercanas, que desfiguran el valor
de F'(h).

4.4.2 Método de Richardson de extrapolacién repetida

Para evitar estas dificultades, si conocemos el desarrollo asintotico de F'(h) cuando h tiende
a 0, el método de Richardson proporciona, a partir de una sucesion F'(hy), F'(hg), ... de
valores de F' calculados directamente, nuevas sucesiones més rapidamente convergentes
hacia v (diversas aplicaciones al célculo de derivadas e integrales pueden consultarse en los
problemas 4.12, 4.13 y 4.15).

Asi, si sabemos que el desarrollo asintético de F'(h) es de la forma

F(h) =v+ah” +ash” + -, 0<p <py<---,

tomamos un namero g cualquiera mayor que 1 y definimos la sucesién de extrapolaciones
siguientes:

Fj(h) — Fj(qh)

Fi(h) = F(h) ,  Fjui(h) = Fj(h) + @ — 1

G>1).
Puede probarse, por induccién, que
Fj(h) =v+ a/‘g])hpj —+ a;ﬁlhpj#»l 4+ ... ,

con lo cual los términos que contaminan v son ahora mucho mas pequefios, si tomamos el
paso h suficientemente pequefio.

Para calcular Fj1;(h) necesitamos conocer Fj(h) y F;(qh); para calcular estos ultimos,
Fj_1(h), Fj_1(qh) v Fj—1(¢*h), y asi sucesivamente. Por ello, la forma mas comoda de
proceder al calculo de los Fj(h) (j > 1) es mediante un esquema triangular como el que se
muestra en la tabla 4.1.

F(h) = Fi(h)
N
Fy(h)
/‘ ¢
F(gh) = Fi(qh) Fs(h)
¢ A N
Fx(qh) Fy(h)
a N /"
F(¢°h) = Fi(q*h) Fs(qh)
¢ v
Fa(q°h)
A

F(¢°h) = Fi(q*h)

Tabla 4.1: Esquema del método de Richardson.
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OBSERVACIONES

1. Para utilizar este algoritmo basta con conocer los exponentes pi, p2, ... y no los
coeficientes a1, ao, ...

2. Conocidos F'(h1), F(hg), ..., se pretende calcular F(0); es decir, el valor de F'
en una abscisa fuera de < hy, hsy,... >. Por esta razon, el proceso recibe el nombre de
extrapolacion.

3. El paso de extrapolacion de Fj(h) a Fjy1(h) se lleva a cabo anadiendo a Fj(h) la
diferencia entre F;(h) y Fj(¢gh) dividida por ¢?» — 1. Por esta razon, se le suele llamar

extrapolacion del tipo 7T

4.5 CALCULO CON OPERADORES

4.5.1 Introduccién

Los métodos basados en el céilculo formal con operadores se revelan como herramien-
tas eficaces y elegantes para la construccion de formulas (de interpolacion, de derivacion
numeérica, de integracion numérica, ...) con abscisas equidistantes, exactas para polinomios
hasta un cierto grado y, por lo tanto, aproximadas para otro tipo de funciones.

Definiciones

Sobre el conjunto P de polinomios en una variable (que, de hecho, es un espacio vectorial),
definimos los operadores siguientes, mediante su aplicacién a una funcién polinomial f en
una abscisa x cualquiera:

(Ef)(z) = f(z + h) (Operador desplazamiento hacia adelante).
(Af)(z) = f(z+ h) — f(x) (Operador diferencia hacia adelante).
(Vf)(z) = f(x) — f(x — h) (Operador diferencia hacia atrds).
(6f)(x) = f(x+ %) — f(x — &) (Operador diferencia centrada).

(uf)(z) = %(f(x + %) + flx — %)) (Operador media).
(Df)(x) = f'(x) (Operador de derivacion,).

(Jf)(z) = [ZT" f(t)dt (Operador de integracion).

T

Todos estos operadores, excepto el operador D, dependen de un paso h. Si es necesaria
una notacion mas explicita respecto al paso h usado (por ejemplo, cuando trabajemos con
més de un paso), escribiremos Ej, f, Ay f, etc.

Los cinco primeros operadores E, A, V, d y u pueden definirse también para cualquier
funcién f: R — R y atn, para funciones tabuladas sobre abscisas equidistantes, ..., x_o,
x_1, To, T1, .., siempre que h sea un miltiplo entero de zy11 — xp para E, Ay V,y
de 2(xgy1 — xg) para 0 y u. Los operadores D y J pueden definirse sobre funciones mas
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generales que los polinomios (funciones derivables e integrables, respectivamente); pero,
entonces requieren un proceso de paso al limite.

Dados dos operadores Ly y Lg, su producto (por composicion) L1 Lg y su suma Li + Lo
vienen dados por

(L1iLo)f = La(Laf) , (Li+ Lo)f = L1f + Laf .

En particular, las potencias L7 (5 > 0) de un operador se definen inductivamente por
L° =1, donde 1 es el operador identidad (es decir, 1f = f Vf € P), L’ = LL7~! (j > 1).

4.5.2 Propiedades de los operadores

Se presentan a continuacién algunas propiedades muy tutiles de los operadores definidos:
1. Si L designa uno cualquiera de los operadores definidos, L : P — P es un operador
lineal; esto es,

L(af + Bg) = aLf + BLg ,

donde «, B son coeficientes y f,g € P.

2. Si f € Pesdegrado N, entonces Af, Vf, §f y Df son de grado N —1 (si N > 1),
Ef y uf son de grado N y Jf es de grado menor o igual que N. En particular, L/ f = 0
(sij>N+1yL=AV,§D,).

3. Toda suma del tipo

00
Zaij = a0—|—a1L+a2L2+a3L3+ RN
=0

con L =A,V,0,D, y a; (j > 0) coeficientes cualesquiera, se reduce a una suma finita al
aplicarla a un polinomio y, por lo tanto, la serie de operadores

0 .
ZCL]’LJ
7=0

es un operador bien definido sobre P.
A continuacion, se dan algunos ejemplos.
SiteRy L=A,V,4,D:

+0)' = YL
j=0

-1 tt—-1)(t—-2
= 1+tL+t(t )L2+(t )t )L3+---,
2 6
tL ootj J
7=0
t? 5 g
= 14+tL+ L+ —-L"+---
+ —|—2 +6 + )
00 _1]‘_1 ‘
In(1+L) = ZQU

=



CAPITULO 4. DERIVACION, INTEGRACION Y SUMACION 295

1

1
= L—-L?
5L+

L3 ...
3 Y

=1

argsenh L

Il
[\
=
+
—_
—~
<
D=
N—
N
N
+
=

senh(tL)

cosh(tL)

Il
Do |
—~
Q)
-
=~
+
®
L
=~
~

Los operadores inversos (respecto al producto por composicién) de 1+L y et se indican,
respectivamente, por (1 + L)™'y e7* . En notacién multiplicativa, suele escribirse:

1

1
m5(1+L)_1’ et—Lze‘tL, VI+L=(1+L)2, etc

4. Los siete operadores B, A, 6, V, D, uy J conmutan entre ellos. Fsto es que, si Ly
v Lo son dos de estos operadores, L1 Ly = LyLq; por ejemplo, JD = DJ = A.
5. Se cumple la relacion:

(B'f)(2) = (1 + A)f)(z) = f(x+th) VEER VfeP .

En efecto, esta relacion es claramente cierta para ¢ € N. Veamos ahora que también
es valida para t € R. Esto es consecuencia del hecho de que, si xg, x1, z2, ... forman una
particion equidistante con xg41 — 2 = h (k > 0), entonces

flao,m] = 1 (Af) (o) , flao, 21, 23] = 51 (A”F)(ao)
y, por induccioén, .
f[l'()vxla cee 7xj] = W(Ajf)(xo) .

Si f € P tiene grado m, usando la variable t tal que x = xg+th tenemos zg+th—xp =
(t—k)h y, usando la formula de interpolacion proporcionada por el método de las diferencias
divididas, obtenemos la relaciéon buscada:

flawo +th) =3 flro, a1, ..., ajlth(t — 1)h--- (t—j+1)h
7=0

m

=2 (A f)xo) = (1 + A)'f) (o) -

j=0

S
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Notese que el operador In E = In(1 + A) tiene también sentido y aparece definido en
la propiedad 3.

6. Se cumplen las relaciones entre operadores dadas en la tabla 4.2, deducidas a partir
de las definiciones y de la férmula de Taylor usando operadores

E =P
£ A s v D
B E 1+A 1+ 382 +6(1+ %52)% L oD
Al B A S1+36M2 448 % P
0 B - p =e. g X QSenh%D
(1+4)2 (1_v)3
v 1-87 R 6(1+ $0%)% - 14? Vo o1-etP
2ar ‘111(16) n(l—
D +InE Lin(1+ A) Zargsenh(z9) _In0-v) D
3 1
pl| LB +E3 34 (14 1573 IV o (t D)
(1+4A)2 (1-v)3

Tabla 4.2: Relaciones entre operadores.

1
Por ejemplo, p = (1 + %52)%, D= mLsh(ié), etc.
7. Se tiene la siguiente expresion para el operador J:
1 1 1 19
J=hA(I+A) T =h(1+-A - AT+ A — At
(In{1 +2)) LA g~ )

Notemos que, a partir de JD = Ay D = +1In(1+ A), resulta la relacién JIn(1+A) =
hA de la que se desprende la primera igualdad dada. Para calcular el desarrollo de J en
funcién de A, se escribe

> .
J=h) N
j=0
y se impone la ecuacion satisfecha por J, Jln(1 + A) = hA, obteniendo

1 1
h(CO+C1A+CgA2+03A3+...)(A—§A2+§A3—...) =hA ;
de donde, se pueden determinar los sucesivos coeficientes

1 1 1
60:1, Cl = = —— =

4.5.3 Aplicaciones del calculo con operadores

Generamos ahora de manera sisteméatica toda una serie de férmulas por medio de las
relaciones establecidas entre los operadores definidos. Estas férmulas, que utilizaran siem-
pre abscisas equidistantes, seran exactas sélo para polinomios; pero, para otras funciones,
ademas de ser aproximadas, dardn a menudo un desarrollo asintético del error cometido.
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Interpolacién

A partir de la relacion E' = (1 + A)! para t € R, se obtiene

o0

f($0+th)zz<§- )(Ajf)(iﬂo), t,xo ER,

J=0

exacta para cualquier polinomio f € P, siendo ademés la suma finita.
Si fijamos m > 0, obtenemos una férmula exacta para polinomios f de grado menor o
igual que m

f(xo +th) :i t_l)“;,(t_j—i_l)(Ajf)(l‘o)a t,z0 €ER;

de donde, haciendo © = zg + th (t = £520), AJ fo = (AI f)(z0) (j = 0+m), zx = zo + kh,

fr = f(zg) (k =0-+m), se deduce la formula de interpolacion siguiente que aproxima el
valor de f(x), suponiendo conocidos fo, fi1, ..., fm:
f(@) = pmla) = 3 =52 (@ = w0) -+ (2 = xj1)

llamada formula de interpolacion de Newton hacia adelante, exacta para polinomios de
grado menor o igual que m.
Como ya se ha visto, _
Al fo
jlhi
por lo tanto, py,(x) es el polinomio de grado menor o igual que m que interpola a f en las
abscisas xg, x1 =29 + h, ..., Ty = Tg + Mh.
Igualmente, usando que E t = (1 - V)!, obtenemos la relacion

= flzo,x1,...,25] ;

f(@) = pm(x) = Z V‘jhj;o (z— o)+ (z—2_(; 1))
i=0 7’

llamada formula de interpolacion de Newton hacia atrds, exacta para polinomios de grado
menor o igual que m; en este caso, el polinomio p,,(x) interpola a f en las abscisas xg,
T_1, ...y Tom, ya que ‘

V7 fo

j'h] = f[x—jv —(j-1)»- m'0] .

Otras formulas de interpolacidn, para particiones centradas, se encuentran en el prob-
lema 4.14.

Derivacion numeérica

A partir de
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se obtienen las formulas de derivacién numérica siguientes, exactas para los polinomios
de grado menor o igual que m, si cortamos después de los términos en A" §™ y V'™,
respectivamente:

fo =~ %Ah—;ﬁh+éA%r““%
fo ~ %(Vfo+%v2f0+%v3f0+...),
fo =~ %(5,}”0—%221'353f0+£241_555f0_...),
Fo = huifo— Sus ot o~ )
= %ﬂﬁ—ﬂﬁ—g#ﬁ—ﬁﬁﬁ
+%w%rwﬁ4yﬂﬁ;

donde f = f'(zo).

La primera es una férmula de derivacién hacia adelante y la segunda, hacia atréis.
Las dos ultimas son formulas centradas; la ultima tiene, ademés, la ventaja de no hacer
intervenir valores de la funcién en abscisas intermedias de la particién equidistante con
paso h: por ejemplo, la tercera contiene d fo = f1 — f_1 y requiere valores que no aparecen
en una tabla de f hecha con paso h. ’ ’

Para calcular derivadas de orden superior, es muy frecuente usar las relaciones:

9 5 2r
D* = [hargsenh(z)} ,

2r+1

N |=

D+l u(1+152>—

2
{h arg senh(i)

Asi, por ejemplo:

@ o Legep  Lap Lo
foo = 507 fo— 50 ot L ),
@ o~ Lot Lossp o 1o sTe
foo = g5 fo— S pd” fo+ om0 fo )
@ . Lo, Ll 7 8
fo’ = h4<5 f0—65 f0+2405 fo—=-),
1 1
R W5 (10° fo — §M57f0 )

Notese finalmente que todas las expresiones asintdticas obtenidas permiten la aplicacion
del método de Richardson (véase el problema 4.15).

Integraciéon numeérica

A partir de
z+mh

(E™ 1)) = VE @) = [ ft

z+(m—1)h
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resulta

zo+mh

Jufo = [ S = [0+ Bt BT

o
=[(B™ - 1)(E - 1)""J]fo) ,

para cualquier polinomio f € P. Desarrollando en potencias de A, se obtiene

Jmfo = RI((1+A)" = HDATA(In(1 + A)) '] fo

— h[Am_1+mAm_2+<ZL>Am_3+'--

()2 (")

= [d"™ +dA+dVA AN+ o

m) min(j,m—1) m min(j,m—1) m
=2 (m—l—l >le_ 2 <l+1 )Cj“

1=0 =0

[co + 1A 4+ A + -] fo

donde

pueden calcularse estos coeficientes, usando la propiedad 7 de los operadores

Alln(1+A)] ' =co+ 1A+ A% + -

3

_ _ 1 _ 1 _ 1 _ 19 _
concp=1,¢=3,c2=—13,03 =733, C4 = —755, C5 = 1557 - - -

En particular, en los casos m = 1,2, obtenemos:

xo+h
nfo= [ dwde = W+ 30k - 156,

0

1y, 19 .,
+24Af0 720Af0+ ) s

ro+2h
Bfo= [ f0d = 2ifo+ Ao+ 5%y

1 1
—_— A4 AP )
8o~ Jot ggg ot )

12

Las férmulas de integracién numérica que se han deducido para las integrales Jp, fo
(m > 1) son exactas para los polinomios de grado menor o igual que n si cortamos después
del término en A" fy. Si n = m, las férmulas obtenidas dependen linealmente sélo de los
valores fo, fi, .-, fm, ¥ son, por lo tanto, las llamadas férmulas de Newton-Cotes de orden
m.

Por ejemplo, si m = 1,2, se tiene:

xo+h
/ Lo+ 1)

0

zo+2h h h
/ f(t)dt g(f0+4f1+f2)—%(A4fo—A5fo+---).

h 1
- E(A2fo - §A3f0 +)

~

—~

=
9
~
12

12
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Estas férmulas son las del trapecio y de Simpson con términos correctores, respectiva-
mente. Obsérvese también que, substituyendo A2 fo y A% fy, por h2f2) (&) y h* @ (€) en los
primeros términos correctores, volvemos a encontrar la expresién del error de integraciéon
numérica de ambas formulas.

La férmula de Euler-Maclaurin se deduce en el problema 4.16, usando también técnicas
de célculo con operadores.

COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS

La presentacion hecha del polinomio interpolador, herramienta fundamental para la derivacién
e integracion numeéricas, es similar a la que se encuentra en [Hen64]. Una buena coleccion
de formulas de derivacion e integracion numeéricas se encuentran en [AS65]. La referen-
cia [IK66] contiene las expresiones del error en la derivaciéon numérica y en las formulas
(cerradas) de Newton-Cotes presentadas, asi como las correspondientes a otras formulas
de Newton-Cotes, llamadas abiertas; el teorema del valor medio para sumas y la conver-
gencia de las reglas de integracién numeérica también se encuentran alli. Mas completo es
[DR67] que abarca una parte muy importante de métodos de integraciéon numeérica, entre
los cuales destacamos los de integracion adaptable, que proporcionan diversas estrategias
dependiendo del comportamiento de la funcién que se integra en diferentes zonas del in-
tervalo de integracion (puede consultarse también [RR78|). Para técnicas de integracion
miltiple, véase [Str71| y, para la integracion gaussiana, [SS66]. Los criterios de acotacion de
los restos de las series se encuentran en los libros estandar de analisis, por ejemplo [Apo57].
Otros métodos de sumacion, diferentes de los presentados, pueden encontrarse en [DBT74],
[DM73] y [RR78|. La féormula de Euler-Maclaurin, con la notacién quizés méas estandar de
los nameros de Bernoulli, se encuentra en [SB80], que también trata con detalle la extrap-
olacién en el marco de la integracién numérica. Otras referencias sobre extrapolacién son
|DB74|, |[Hen64| y |[RR78|. La generacion, con ayuda de operadores lineales, de formulas
de interpolacién, derivacién e integracion numéricas, es bastante clasica y se encuentra,
por ejemplo, en [DB74], [Fro69], [Hil74] y [Sch67]. Este ultimo aporta, ademés, muchos
ejercicios resueltos sobre otros temas tratados en este libro.
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 4.1 a) Hallar una férmula de derivacién interpolatoria para el calculo aproximado
de f'(a), por derivacién del polinomio interpolador en las abscisas a + h, a + %, a+ % v a.
b) Suponiendo que f € C*(|a,a + h]), dar una expresién para el error cometido.
c¢) Calcular la derivada de la funcién f(x) = coshz? en x = a = 1, usando la férmula
hallada en a) con h = 0.1 y acotar el error cometido.
d) Comparar el error exacto con la cota de error hallada.

SOLUCION:

a) Obtenemos el polinomio interpolador a partir de la tabla de diferencias divididas

To=a fo
4(fll;f0)
r1=a+ % fi W
4(f2—f1) 8(f3—6f2+8f1—3f0)
" s(aespran) "
962—(1-1-% f2 ST
2(f31;f2)
r3 =a+ h f3
El polinomio interpolador que resulta es
h
ps(x) = flzo] + flzo, z1](x — a) + flxo, 21, 22](x — a)(z —a — Z)
h
+flxo, x1, 22, 23] (x — a)(x —a — Z)(m —a— 5) .
La derivada de este polinomio en z = a es la aproximacion pedida de f’(a)
; h h h
p3(a) = flro,z1] + f[on,fUl,xQ](—Z) + f[$0,331,$2,$3](—1)(—§)

h 2
= flzo,z1] — Zf[ﬂfo,ﬂl?l,u”cz] + gf[xo,afl,m,ﬂf?,]

h
= 2h o)~ Gan(fa—2fu + fo)
s 6 8 3
+§%(f3— fo+8f1—3fo)

f3 — 12f2 + 32f1 — 21f0
3h '

Asi, queda

oo h h
f(a) =~ %[f(a+h) — 12f(a—|—§)+32f(a+1) —21f(a)] .
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b) El error en la interpolacion se expresa como

IPAIGED) h h
f@) = paw) = TP — )@ —a - Pe—a- )@ —a-h),

y el error de la férmula de derivaciéon hallada,

@ @)
ehla) = 7'(a) — pha) = T Iy By oy = LB

donde £ €< a,a+ h >.
c¢) Tomando h = 0.1, resulta

(1) ~ ﬁ[f(l.l) _12(1.05) + 32£(1.025) — 21£(1)]

~ 2.351006625 .

l

Para hallar una cota del error es necesario acotar primero la derivada cuarta de f en
el intervalo [1,1.1]; tenemos

f'(x) = 2rsenha?,
fP(z) = 42®coshz® + 2senhaz? ,
fO(z) = 8az3senha? + 12z coshz?
9 () (162 4 12) cosh z? + 48z% senh 22 .

Dado que f® es una funcién creciente y positiva, podemos tomar como cota de ésta
su valor en x = 1.1 que resulta ser My = 153.408.
La cota hallada para el error es entonces

—1 ~08-1 .
192 0 0.8-10

d) Usando directamente la expresion de la derivada de f en z = a = 1, tenemos

#'(a) = 2asenha? = 2senh 1 = 2.3504023873 ;

el error real es, pues, 0.60424 - 1073, no mucho menor que la cota hallada en c).

Problema 4.2 Disponemos de los siguientes datos sobre una funcién f:

x 0.4 0.5
f(z) | 1.554284 1.561136
f'(z) | 0.243031 —0.089618

a) Hallar la abscisa del maximo de f en [0.4,0.5], aproximandola por el maximo del
polinomio interpolador de Hermite p3(z) a la tabla dada de f.
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b) Suponiendo que f € C*([xo,x1]), hallar la siguiente expresién para la derivada e}
del error en la interpolacién de Hermite en dos abscisas xy < xy:

D (n(x))

i ( —z0)(z —21)(2 = &),

es(z) = f'(x) —py(z) =
donde & € (xg,x1) vy n(z) €< zg, 21,7 >.
¢) Acotar el error en la abscisa del méximo debido a la interpolacion, sabiendo que que
|f®(2)] < 10% i |fP(x)] > 1 Vz € (0.4,0.5).
SOLUCION:

a) El polinomio interpolador de Hermite se halla a partir de la siguiente tabla de
diferencias divididas generalizadas, donde f[z;, ;] = f'(x;):

0.4 | 1.554284
0.243031
0.4 | 1.554284 —1.7451
0.068520 1.637
0.51]1.561136 —1.5814
—0.089618
0.5 1.561136
lo escribimos asi:
p3(x) = d+ c(x — x) +b(az—xg)2 —I—a(ﬂc—x0)2($—x1)

= d+cd+bd% — a(xy — 20)0% + ad®

con a = 1.637, b= —1.7451, ¢ = 0.243031 y d = 1.554284, haciendo § = x —xg. El maximo
se da en el cero del polinomio derivado en el intervalo (0.4,0.5). La derivada del polinomio
resulta ser

ph(x) = ¢ — 2[a(zy — z0) — b6 + 3a6® = C — 2BS + A*
con C = ¢ =0.243031, B = a(x1 — o) — b = 1.9088 y A = 3a = 4.911. De los dos ceros
de este polinomio
 BxVBT-AC _ C
a A ~ BFVB2-AC

elegimos el menor, porque f'(zg) > 0y f'(x1) < 0; entonces el méximo buscado sera

o

C
B+ +vB? - AC
b) El error de interpolacion es y su derivada €4 se anulan en las abscisas de interpolacion
xo y x1. Aplicando el teorema de Rolle, existe & € (xg,x1) tal que €5(§) = 0. La formula
propuesta para e5(z) es claramente cierta para x = xg, 1, y cualquier valor de 1 escogido.
Para los demés valores de z, definimos para z € [xg, z1] la funcién

F(z) = e3(2) — a(z)(z = 20)(z — 21)(2 = &) ,
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donde .
a(z) = —— 63533) — -
(z —20)(x — z1)(2 = §)
Es claro que F € C3([zg,71]) ¥ se anula en las cuatro abscisas diferentes x, 7o, 1, €.

Aplicando sucesivamente el teorema de Rolle a F, F’ y F@) existe n(z) €< xg,x1,x > tal
que FO®)(n(z)) = 0; es decir,

O (@) - 3la(z) = 0

y, por lo tanto,

@) (p(
0= Fla) = &)~ LI o ayw -y g)

Acotando ahora |e5(x)|, obtenemos, para x € [xg, 21],

M M.
[eh(@)] < 7 (@ = o) (& — 1) (1 — wo)| < T (1 —w0)?
con My = MmaXye[zg,z] f(4) (77)‘

Por ejemplo, en las condiciones del apartado ¢), |e5(z)| < 2; = e. Es decir, en todo el
intervalo (0.4, 0.5), la derivada se evaltia con un error acotado por €.

¢) Sean Zp; y zpr los maximos de f y p3(z), respectivamente, en (zg,z1). Entonces,
por el teorema del valor medio,

es(xnr) = f(wn) = f(Q)(C)@“M —Zy), CE<aM,TM > .

Por lo tanto, si hacemos

my = min |fP(Q)]
C€lzo,21]
obtenemos la cota pedida
/
M.
[wp = Zu| < i (n:z;\m < 6m42 |(xnr — 20)(zar — 1) (01 — §))|

1 3
< %(0.07)(0.03)(0.07) ~25-1072.

Problema 4.3 a) Determinar la formula de integracion numeérica
1

/11 g(t)dt =~ Wig(t:)
i=0

que es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3.
b) Si g € C*([~1,1]), hallar una expresién para el error cometido.
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SOLUCION:

a) Han de determinarse cuatro parametros: las abscisas tg,t; € [—1,1] y los pesos
Wo, Wi.

Debido a la linealidad de la formula respecto a g, el hecho de imponer exactitud en Ps
es equivalente a hacerlo para la base de polinomios {1,¢,t2, 3}:

gt)y=112 = W,y + W
gty =t |0 = Wyty + Wity
gty =12 = Wyt + Wit}
gt)y=t310 = Wutd + Wit3

Este sistema no lineal es sencillo de resolver; resulta:

to=—-7%, hi="75; Wo=Wr=1.

La formula de integracion numeérica buscada es, pues,

/11 g(t)dt ~ g (—?) +g (?) .

b) Esta formula es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3, pero
no lo es para todos los de grado 4. En efecto, tomando

2 2 , 1N, 2, 1
gt)y=(t—t)(t—t1)"=(t"—=) =t 7§t +3

tenemos

! 2 2 8
/_l(t—to) (t—t)%dt =

y la aproximacién daria cero, ya que g(t;) =0 (: =0, 1).
Suponiendo que g € C?([—1,1]), consideremos el polinomio p3(x) de interpolacion de
Hermite a f en las abscisas tg,t1. De la formula del error en la interpolacion de Hermite

se tiene @
g (&(1))
o)~ ps(t) = TS - ey e<tont>
Debido a que el polinomio de interpolacién de Hermite se integra exactamente (al ser
de grado menor o igual que 3), hallamos el error de integracion numeérica usando el teorema

del valor medio para integrales:

By = [ oo %)

_ /11 9(4) (?(t)) (t o to)Q(t _ tl)th

V3
3

4

(4)
= 9 4!(@ /_ll(t—to)Q(t—tl)th
1

1357

W), ce(-1,1).
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Noétese que no hemos hecho mas que redescubrir, usando Gnicamente métodos elemen-
tales, la formula de Gauss-Legendre de dos abscisas que aparece deducida, en general, en
el problema 4.8.

Problema 4.4 Queremos hallar formulas de integracién en m + 1 abscisas equidistantes de la
forma
b m
/ f(@)dz ~ > [Apf(xr) + Brf'(zi)]
@ k=0
exactas para todos los polinomios de grado menor o igual que 2m + 1.
a) Demostrar que dichas férmulas pueden hallarse integrando el polinomio interpolador
de Hermite de f en las m + 1 abscisas de la féormula.
b) Explicitar estas formulas para m = 1,2, dando asimismo una expresion para los
errores cometidos.
1 T
/ e dx
0

¢) Aplicacién: Calcular
acotando el error cometido, usando todas las formulas halladas en b).

SOLUCION:

a) Los coeficientes de estas formulas pueden hallarse por integracion del polinomio
interpolador de Hermite, debido a que la férmula ha de ser exacta para este polinomio,
que tiene grado menor o igual que 2m + 1y

pam1 (k) = f(xk) s Doy (k) = fxx) (k=0+m).

Asi resulta,

m

[ s~ S UAes) + Bef' )
a k=0

= D [Arpami1 (k) + Bphii (z1)]
k=0

b
= /p2m+1($)dl’~

b) Hallaremos primero las formulas usando la expresion del polinomio interpolador de
Hermite en funcién de los polinomios basicos

Op(x) = (1 -2l (an)(z — zp)F(2) ,
Up(z) = (z—ap)li(z) (k=0+m).
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Recuérdese que estos polinomios cumplen
(I)k(:L‘l) = g , @;C(xz) =0 (k,i =0+ m) ;

v que el polinomio interpolador de Hermite se expresa como

m m

Poms1(®) =D fla)Pr(@) + > f'(zp) Up(a) -

k=0 k=0

Substituyendo esta expresion en el integrando, hallamos

b b
A, = /@k(g;)dx:/(1—2z;(xk)(x—xk))z,3(x)d:c
= h/ 1—2% k)(s —k))ﬁ%(s)dszha,gm),
B, = /a\I/k(w)d:U:/a(x—xk)l%(m)dx

— 2 / (s — k)62 (s)ds = h2B™
0

(k=0+m),
donde . )
s—1 &
) =1]7—  —k=> —.
#kk—z ds #kk—z

Conviene remarcar que los coeficientes ak y ﬁk (k =0+ m) dependen solo de k y
de m, pero no dependen ni de los intervalos, ni de los pasos elegidos.

La expresion del error en estas férmulas se halla por integracion de la expresion del
error en la interpolacién de Hermite

b f(2m+2)(§(l‘))w2 (ZL‘)dl’ :

b
/ cam1(7)dr = @m 12 “m

aplicando el teorema del valor medio para integrales, resulta

b (2m+2) b
Eopy1 = /Gegmﬂ(x)dx:“w/ w2 (z)dx

(2m+2
_f 2m+3/ H s—1i)
(2m+2)! 2

f(2m+2)(£)h2m+35m ’ 5 € (CL, b) )

Notese también que el factor d,, s6lo depende de m

Calculamos a continuacién los coeficientes ak y Bk (k =0-+m), asi como el factor
Om del error, para m = 1, 2.
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En el caso m = 1, tenemos:

1 s — 2
O /0(1+2(s—0))20_32ds:;,
1 s — 2
agl) — /0(1—2( —1))21 8;2618_;,
1 s — 2
8 = [-0a =g,
1 s — 2
B%l) = /0(5_1)51832d _%7
0 = 1 132(5—1)2ds—L
24 Jo 720

En el caso m = 2, tenemos:

2 s —1)%(s — 2)?
04(()2) _ /O(1_2(_;—1)(3—0))&0_3220_32618:1757

A

@ _ [*. G =1P(s—-272 1
oo = /0 G0 R0 22" " 15
@ _ [ (s—02(s—2?%
P = /0 =D opa g™ =0
2 -0 2(¢ 1 2 1
552) = /0 (8 - 2) E; . O;QE; _ 1§2d8 = B )
1 2 1
do = %/0 s3 (s —1)%(s — 2)%ds = 1705
Las formulas buscadas son, pues:
[ f@in = S0+ fa)
2
F 1 (o) ~ f' ()]
5
oo FOE) ) €€ (0 m)
=2 h h?
[ @ = G0 + 165 () + T )] + T (o) - £(w2)]
7
s 1O, €€ (w0,)

* 2 T 2 . ., .
c) Para la funcion f(z) = e® en [0, 1], estas formulas de integracion ofrecen, respecti-
vamente, las aproximaciones:

L. 1 1
/0 e’ dr ~ §(€+6€)+E(6—€e€) =5.73,
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'l e 1 1
/ e dr ~ —(Te + 16eV° + 7¢°) + — (e — e¢) = 6.3025 .
0 30 60

Los errores cometidos pueden acotarse teniendo en cuenta las expresiones siguientes de
las derivadas de f:

e’

f'(z) e’ e’
) = (e,
@) = (e + 3629” +e%),
fB (@) = e (e 4+ 6> + 7™ + )
fO(z) = (P +10e™ + 25€3% 4 15e2* 4 %) |
FO) = e (5% 4 15e5 4 65e1 + 90e3 + 316X + ¢7) .

Las derivadas cuarta y sexta estan acotadas, pues, por:
My = e®(e* 4 6e3 4 Te? + ) < 3479 |

Mg = e°(e® 4 15¢° + 65e? + 90e> + 31e? + ¢) < 124538 ,

respectivamente.
Las cotas halladas de los errores seran:

1
|E3| < mMLL < 4.832... <49,

1
|Es| < mMG < 0.20592... < 0.21 .

Problema 4.5 El periodo de un péndulo simple de longitud [, dejado libre desde un dngulo
inicial a con la direcciéon vertical en un lugar de la tierra donde la aceleracién de la gravedad

@
T=4 / , K =sen— .
\/7 l—KQSen2 2

a) Hallar el desarrollo de Taylor de T' como funcién de K.

vale g, es

b) Descubrir en él la formula aproximada T ~ 27r\/; valida para pequenas oscilaciones.
c¢) Acotar el error relativo cometido al usar la féormula de b), cuando o = 5°.

SOLUCION:

a) El desarrollo de Taylor de la integral propuesta, en funcion de K, se halla integrando,
término a término, el desarrollo del integrando de la forma que sigue:

5(1 — K?%sen? go)*%dcp

/ V1 K286n2 0
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- SRS () =

Explicitandolo y substituyéndolo en la expresiéon del periodo del péndulo hallamos

T - /
\/> 1—[(2sen2
2 1+K2+9K4+25K6+
= i —_— —_— .« .. .
g 4 64 256

b) Notese que el primer término del desarrollo da la expresion aproximada cuando se
trata de pequenas oscilaciones del péndulo

l
T:Zﬂ\/7.
g

c) El error relativo que se comete usando la formula aproximada de b) vendra dado por
el desarrollo

K? L 9K% 9K N 25 K6 N
4 64 256 ’

que puede ser mayorado por una serie geométrica de razéon K? = sen? 2.5°, resultando la
cota aproximada

K? 1 1
= “tan®2.5° = 0.4766...- 1073 < 0.5-1073 .
T e = g tan 5° = 0.4766

Problema 4.6 Consideramos las integrales del tipo

/1 (1 + ) f(2)dz .

-1
a) Hallar una férmula de tres abscisas que sea exacta para todo polinomio de grado
menor o igual que 5 y dar una expresion para el error cometido en el caso de que f €

Co([-1,1]).

b) Aplicacién: Calcular la integral para f(x) = sen?

x, acotando el error.
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SOLUCION:

a) La formula buscada es necesariamente gaussiana; es decir, tiene como abscisas los
ceros del polinomio 13(z) ortogonal respecto al producto escalar

1
(f.9) = [ (1+a")s(@)g(a)de
y como pesos aquéllos que hacen la férmula exacta para todos los polinomios de grado
menor o igual que 2.

Los polinomios ortogonales pueden hallarse por recurrencia; pero, dado que sélo nece-
sitamos calcularlos hasta grado 3, pueden obtenerse mas directamente.

La simetria del intervalo de integracién y la paridad de la funcién peso implican la
paridad de los polinomios ortogonales: ¢;(—x) = (—1)71;(z) (j > 0). Asi, si tomamos los
polinomios ortogonales moénicos, tenemos

do(x) =1, di(e) ==, ¢o(z) =2 —a, ¢Ys(x) =2 — Bz .

El polinomio 13(x), debido a que no tiene términos pares, es automaticamente ortogonal
a o(x) y Ya(z). El coeficiente indeterminado  de este polinomio se halla imponiendo su
ortogonalidad con 1 (z), resultando

5= (ac?’,m) 49
©(wyz) TR
El polinomio ortogonal 13(z) tiene, pues, los ceros g = — %’, 1 =0y 29 = \/% Y,

teniendo en cuenta que ¥3(x) es moénico, la formula gaussiana buscada tiene la forma

[ = wor (—/72) +waro s war (|2

FO©)

+6!

(Y3,93), £€(=1,1).

Hallaremos ahora sus pesos, imponiendo exactitud para los polinomios de grado menor
o igual que 2, y explicitaremos la expresiéon del error.

El sistema lineal que aparece al imponer la exactitud de la férmula para la base {1, z, #2}
es

fl@y=1 |1 = Wo + Wi + W
_ _ 49 49
f(z) = 1‘2 20 = - EWD + EW2

La resolucion del sistema da Wy = Wy = % y Wy = %.

Calculando primeramente

15856

1
(av) = [ (L+atyapde = oo

hallamos la expresién del error.
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Resumiendo, la férmula gaussiana buscada es

! 4 250 49 1616 250 49
/_1(1+95 )f(@)de = %f <— 75) +ﬁf(0> "‘@f (\/%)

_ 9L e _
oo OO €e(-1D).

b) La formula da la aproximacion siguiente de la integral:

1 500 49
= 1+ 2% sen?z de ~ —— sen® / — = 0.76222...
J /_1( +2%)sen” x dx 243 5\ 7r 0.76

Para acotar el error cometido

‘ 991
11694375

991

< -
< 11694375 M6 »

£9e)

es necesario hallar una cota Mg de la derivada sexta de la funciéon. A partir de la relacion

sen? z = %(1 —cos 2z), se hallan facilmente las derivadas sucesivas de la funcion y tenemos

O (2) = 2° cos 2z |
que puede acotarse por Mg = 32.
Resulta, finalmente,

991 - 32
~(0.76222... & —— = —(.76222... £ 2.72 - 1073 .
J ~0.76 (1601375 0.76 7210

De hecho, la integral pedida puede calcularse exactamente, descomponiéndola como
1 1 1
J = / (1 — cos2x)dx —I—/ zide — / 24 cos 2z dx
0 0 0

6 1 1
= - Zsen2 + 5 cos 2 = 0.7646022...

Finalmente, el calculo
J —0.76222... ~ 2.38 - 1073 |

muestra la gran similitud entre la cota de error estimada y el error real.

Problema 4.7 El periodo de un péndulo simple de longitud [, dejado libre desde un angulo
inicial « con la direccién vertical en un lugar de la tierra donde la aceleracién de la gravedad

vale g, es
I [3 d
T=4 7/2 Ld ) K =sen > .
gJo /1—KZ%sen?yp 2

Calcular T con un error relativo menor que 10~* para o = 30°, usando una férmula de
Gauss-Chebichev adecuada.
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SOLUCION:

La integral propuesta puede convertirse, mediante el cambio ¢ = sen ¢, en una integral
en el intervalo [—1,1] en la que aparece el peso w(t) = \/11_7 de las féormulas de Gauss-

Chebichev en este intervalo,

1
T = 4 l/ di
gJo V1—1t2y/1— K22
SNy —
gJ1 V1 —t2/1 - K22’

debido a las paridades del peso y de la funcion

1
V1— K22

La férmula de Gauss-Chebichev de m + 1 abscisas se escribe ahora asi

ft) =

T = 2/t L
1-K? COSQ((2k+1)7r)

7T
g | |m+1 Z
2(m+1)

7r
22m+1(2m + 2)!

+ FEmED )|

con ¢ € (—1,1) y K = sen15° = 0.258819045...
Para m = 0, 1, 2, tenemos, respectivamente,

LT 1
- h e
T = 277\/;1+4f (5)},
1 1 1 1
_ S (4)
T = 27r\/;_2 (\/1_% 2+\/1—§ 2)+192f (5)],

L) (5)] .

Con el fin de evaluar los errores para hallar un valor adecuado de m, es necesario acotar
las correspondientes derivadas pares de la funcién f:

f6) = 1-K%)"3,
) = KX,
) = K21+2K%) /(1) ,
o) = 3K'(3+2K%)f(t)
FO) = K3+ 24K%2 + 8K (1)
FO®) = 15K%(15 + 40K + 8K F1(¢1)
FO@) = 45K5(5+ 90K + 120K 1 + 16 K51%) f13(1) .
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Por lo tanto,

My = max [[&0(0)] = 20(1) (r=1,2.3)
te[—1,1]

Asi, obtenemos
My ~0.0903 , My ~0.0854 , Mg~ 0.2457 .

Las cotas de los errores correspondientes son, para m = 0, 1,2, respectivamente,

My _q My _4 Mg 4
— < 226-10 —<45-10 <0.11-107"%.
4 - T192 © 723040 —

La formula adecuada es, pues, la de m = 2 que da la siguiente aproximacién de T*:

+1.1-107°

[ [1.0261082 4+ 1 + 1.0261082
T = 2my/— 3
g

27r\/7(1.017405 +2-107°) .
g

Problema 4.8 a) Demostrar que los polinomios de Legendre cumplen las siguientes relaciones
de recurrencia parat € Ry j > 1:
i) Pj(t) — tPj_(t) = jP;-1(t) ,
ii) tP;(t) — Pj_y(t) = jP;(t) ,
iii) Pi () — Pj_1(t) = (27 + 1) P5(t) ,
iv) (t? = 1)Pj(t) = jtP;(t) — jPj-1(t).
b) Deducir la formula de Gauss-Legendre de m + 1 abscisas

b _a
[ 1@de =S Wit (@) + B (1)
“ k=0

con
b—a a+b 2

T = t + 9 W = ?
" g F (= )2 [P (t)]2

2 2
donde t, € (—1,1) (k = 0+ m) son los ceros del polinomio de Legendre Pp,1(t) y, si la
funcién f € C*™*2([a,b]), el error de la formula anterior viene dado por la expresion

(b—a)®™+3[(m + 1)
(2m + 3)[(2m + 2)!]3

Emi1(f) = FEmD(E) | ¢ € (ab) .

c¢) Explicitar las formulas de Gauss-Legendre de 1, 2 y 3 abscisas sobre [—1,1].
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SOLUCION:

Recordemos del capitulo anterior que los polinomios de Legendre estan definidos por

1 &

Py(t) =1, Pj(t) = 27].!@[(752 -G =1)

y son ortogonales respecto al peso w(t) = 1 en el intervalo [—1, 1]:

1 2
P, P) = P;(t)P(t)dt = 1 (4,1 >0) .
(PR = [ PO = 50 (12 0)
Ademas, tienen coeficiente principal
L (2))
PTG
y satisfacen la relacion de recurrencia
Py(t) = 1,
P(t) =t ,
G+DPa(t) = (2 +DtP(t) —jPia(t) (G =1) . (%)
a) De ahora en adelante supondremos j > 1.
Derivando en la definicién de P;(t), obtenemos i):
1 it A 1 & )
/ — 7 (2 1) = — 9442 — 1)1
Py(t> - 2]], dtj_H [(t ) ] - 2]]' dtj [23 (t 1) }

1 &/ 1y ! —
= G- <tdtﬂ'[(t2 —1)771] I [(* 1) 1])

= tPj(t) +jP(t)

donde hemos usado que

i) = 1 lo(0)]) + 50 lo(0)

Ahora las demés relaciones se obtienen rapidamente. Asi, derivando la relacién de
recurrencia () y substituyendo P;(t) en la relacién i) para el indice j + 1, se obtiene ii).
Sumando la relacion ii) a la relaciéon i) para el indice j + 1, sale iii). Finalmente, iv) se
halla despejando P_;(t) en las relaciones i), ii) e igualando.

b) Empezaremos suponiendo [a,b] = [—1,1]. Por la ortogonalidad de los polinomios de
Legendre respecto a la funcion w(t) = 1 en [—1, 1], tenemos la formula gaussiana de m + 1
abscisas (m > 0):

[ ot = 3" Wagt) + Euir(s)

-1 k=0
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donde t; € (—1,1) (k = 0+ m) son los ceros del polinomio de Legendre Pp,41(t), v

(P, Prs1) g™+ ()
A2 (2m +2)!
22m+3[(m+ 1)!]4

= Guesemaypd s e LD,

Em+1 (g> =

ya que g € C*™*2([—1,1]). Los pesos W}, (k = 0+ m) pueden obtenerse imponiendo que
la formula gaussiana sea exacta para los polinomios de grado menor o igual que m; esto
es, que Ep 1 (t) =0 (i =0+ m).

Ahora bien, se tiene también la expresion siguiente para los pesos de la formula gaus-

siana:
Am+1 (Pm> Pm) o 2

T APl () P(tr)  (m 4 ) Pon(t) Py (1)

aplicando la relacion iv), obtenemos

Wi

(th = DPpia(te) = —(m + 1) Pn(te) |

y, por lo tanto,
2
(1 —t3) [P, (t))?

El caso general de una integral

W = (k=0+m).

b
/ flx)dx
se reduce al caso estudiado anteriormente, mediante el siguiente cambio afin de variables:
b—a, a+bd
S R
entonces
b b—a r!
| faydz = g(t)d
a 2 -1
donde . h
g(t):f< %4 2 ) L te[-1,1],
2 2
cumple
(2m+2) b—a\?m*? (2m+2)
g () = (5 FEm(e)
con b +b
€: a77+a 6(075)7776(_171)-

2 2
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¢) Aplicando el apartado b), hallamos las formulas de Gauss-Legendre sobre [—1,1]
param =0,1,2:

Problema 4.9 Calcular la suma de la serie

con 4 cifras exactas, usando sucesivamente el método de comparacién con series telescépi-
cas.
SOLUCION:

Consideramos primero la serie telescopica

o 1 (o9} B
.Z“+1) Zg+1 )G +2) ZJ =070 =1;

J:O

<
Il
—
<
—~
<

asi,

1 1 ) > 1
5 =1+ - =1+51.
<12 iG+1) ;JQ(JH) 1
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Tomando ahora la segunda serie telescopica

JZ2 G -1 y+1) - ;)(j+1)(j+2)<j+3)
o =2 1
j=0
tenemos,
1 > 1
S = 14+-+ .
2 ]22]2(.7+1)
s 1 1
= 1+>+-+ < : )
2 4 2 P20+ G-1DiG+1)
_ T
(Y
Considerando
i 1
= 0-20-1i0+1)
_ i 1
U+ +2)G+3)T+4)
_yen 0P L
s 3 18
tendremos

J
- 1 . _
w2 (- u-9)

- B EGOGA G-

Para esta tltima serie, los restos pueden acotarse por el criterio integral:

1 = 1

EED> 9 <2 2 Gy

j= n+1‘]

>  dx 1
< 2/71 (z—1p  2(n— 1)

sin=6,0<Rs<08-103y

29 6 1
S = —+2 — -
18 ;,32(32 -G -2
— 1.64456 + Rg = 1.64496 4+ 0.4 - 1073 .

+ Rg

318
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Notamos que el resultado exacto es S = - = 1.644934..., que es un caso particular del

resultado general
1 (2n)%

C(29) =3 7 = gy el (21,

donde ( es la llamada funcién zeta de Riemann y los coeficientes Bas son los numeros de
Bernoulli.

Problema 4.10 La constante de Euler se define como

7= F)
siendo 1 1
Fn)=1+ =+ — 1
(n) +2+ +n—1+2n nn

Calcular v con 10 cifras correctas.

SOLUCION:

Para calcular

+——lnN Zf———lnN

1
il etV

escogemos M < N y aplicamos la formula de Euler-Maclaurin para sumas con a = M > 1,
n=N-M,h=1y f(z) =
Dado que fU)(z) = (=1)75!z=U+D  1a formula se convierte en

F(N) — F(M) f:l N +1n M 1<1+1>
— = - —In nM——-(—
= M N

J
Bo, 1 1
+ Z o (MQ?"_N27‘>+R5’

donde

Rs:(N_M)B25+2 SE(MvN)

1
628-‘1-3 ’

Los ntimeros By, (r > 1) que aparecen en la formula son los nimeros de Bernoulli
(constultese el problema 3.11)
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que satisfacen la propiedad Bg,Bg,i2 < 0 (r > 1). Por lo tanto, RsRs+1 < 0y, por el
criterio de alternancia de los restos, la magnitud de Rs es menor o igual que la del primer

término despreciado

Ry < |BQS+2\< 1 1 )< |Basta| 1

25 +2 \M2+2  N2+2 ) = 2542 M25+2
Asi, haciendo tender N a infinito en la expresion hallada de F(N) — F(M), tenemos

S
B2r 1 |B2s+2‘ 1
Vo= FOD+) S am g

r=1
1 1 1 1
- (M _ _
( )+ 12M2 12004 + 252M6  240M8 +
|Basya| 1
28—1—2 M25+2 :

Por comodidad de calculo, tomamos M = 10; nétese que el término en M® ya es menor
que el error permitido para el calculo de

1 1
240M8<5010'
Asi pues,
NPT B I I I IR IR IR R T
12 3 éi 5 6 17 8 19 20

+1200 1200000 * 252000000 2

1
0.57721566494 + 510*10 :

Problema 4.11 La funcién de Airy
A 1o P
i(z) = — 3(— + xt)dt
i(x) 7T/0 005(3 + xt)dt ,
admite el desarrollo asintético siguiente:

1 o

. Cs
Ai(z) ~ e Y (1YL (2= 0)
2\/’771'17i j=0 C']
con 9 .
C = gx% )
' (27 4+1)(2j+3)--- (65 — 1)

Usando que el error de aproximacion de la funcion de Airy por los primeros términos
del desarrollo es menor que la magnitud del primer término despreciado, calcular Ai(4)
con el menor error que permite dicho desarrollo.
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|ajl

Figura 4.4: Comportamiento de los términos de una serie semiconvergente.

SOLUCION:

Para z = 4 resulta ( = 1—?? y

con

B 1 1 — ( 1)j<3>ﬂ"(‘>0)
_2me , aj = 16 ¢ (7>20).

Buscaremos el valor de n que haga minimo |a,+1| y entonces calcularemos

Ai@” =B (ﬁé(@ﬂi|an+ﬂ) .

=0
Para hallar el minimo de los |aj41] calculamos

3¢ 3 (6j+5)(65+3)(65+1)
16 ¢; 16 216(25 +1)(j + 1)
(6 +5)(65 +1)

3845 +1)

aj+1
aj

notese que, si |a,41| es minimo, cumplird

An+1 Apn+4-2
RUARY [P D et S I
Qan An+1
La condicién
Gt+il g

321
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equivale a
3652 — 3485 — 379 < 0 ;

dado que los ceros del polinomio 36x? — 348z — 379 son aproximadamente -0.988 y 10.65,
resulta que n = 10 es el nimero natural mayor para el que

an+41
an

<1,

v a11 es el menor de los términos, en valor absoluto.
Asi pues, calcularemos

10
Ai(4) =B (Z aj + mm) = 0.0009515652 4+ 3 - 107 .
j=0

Noétese que, usando esta serie semiconvergente, no puede obtenerse el valor pedido con
precision arbitraria, ya que el error minimo de aproximacién es el hallado. No servirfa de
nada calcular méas términos del desarrollo: el error cometido seria todavia mayor. Véase
la figura 4.4.

Problema 4.12 Consideramos la integral

jus

I:/ésenxdle.
0

a) Escribir la formula de Euler-Maclaurin para dicha integral, hasta términos de orden
8 en el paso h.

b) Aproximar la integral por la regla de los trapecios, dividiendo el intervalo en M =
2,4,8,16, 32,64 subintervalos i trabajando con 9 cifras significativas.

¢) Realizar una tabla de extrapolacion repetida de Richardson, basada en la formula
hallada en a), a partir de los resultados hallados en b).

d) Obtener los primeros términos de las férmulas asintéticas de error para las tres
primeras férmulas extrapoladas, cuando el paso h tiende a cero.

SOLUCION:

a) Para f(z) =senz y [a,b] = [0, 3], los factores f? =1 (b) — =Y (a) que aparecen
en la formula de Euler-Maclaurin resultan ser iguales a (—1)".
Tenemos, pues, el siguiente desarrollo asint6tico de la férmula de los trapecios en este
caso:
T(h) = I+ i(—l)’" Bor . 2r
ot (2r)!

R2  pA RO A8
12 720 30240 1209600
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b) Para M = 2,4,8,16,32,64, ha de calcularse
h
T(h) = §(f0+2f1+"'+2fM—1+fM) )

con h = 347 v fr = sen 2"3—]\7} (k =0+ M). Notese que los calculos realizados para evaluar
cualquier T'(h) pueden aprovecharse para el siguiente T(%)
Los resultados obtenidos se muestran en la tabla siguiente:

M| T(h
21 0.948059449
41 0.987115801
81 0.996785172

16 | 0.999196681

321 0.999799194

64 | 0.999949800

c¢) Tenemos una expresion asintotica de la forma

B
T(h) =]+ a1h2 =+ Cl2h4 + a3h6 +a4h8 +oe, ap = (_1)r (22;" 7& 0
r)!
Son, pues, adecuadas las extrapolaciones de los tipos
A . .
w1 k=2 (21

es decir,
A A A A A

37 157 637 2557 10237
La evaluacién efectiva de integrales extrapolando la regla de los trapecios tal como se
indica anteriormente recibe el nombre de método de Romberg.
El método de Romberg realiza pues estas extrapolaciones segin el esquema

Tj(h) = T;(2h)

Ti(h) = T(h) . Tysa(h) = Ty(h) + L2 (> 1) 5
los resultados obtenidos se recogen en la tabla siguiente:
Ty A L=T+% A Ts=T,+ &

0.948059449
0.987115801
0.996785172
0.999196681
0.999799194
0.999949800

0.039056352
0.009669371
0.002411509
0.000602513
0.000150706

1.000134585
1.000008296
1.000000517
1.000000032
1.000000002

—0.000126289
—0.000007779
—0.000000485
—0.000000030

0.999999876
0.999999998
1.000000000
1.000000000

d) Las expresiones asintoticas de los errores en las diversas formulas extrapoladas son
de la forma
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donde los coeficientes se determinan mediante la recurrencia

: : 1—4 49 — 4t
af ™V =af’ (1 + ) = (1=) (=)

49 —1) 4i-1"

que se deduce substituyendo las expresiones asintéticas de Tj(h) y de T;(2h) en la formula

de extrapolacion. Noétese que se consigue la finalidad de la extrapolacion repetida, anular
(+1)
ay .

Asi, los factores de variacion de los diversos coeficientes seran:

(2) 4l —4
o —0,-4,-20,-84,-340,--- (I>1):
o 3
!
(3) !
a, 4" —16 16 336
bt A =0 —— —16.—2"= ... (I>92):
af” 0T e (22
!
ﬁ - _4l_64_ _64 320 (1>3)
a® 63 7 217 21’ -
!
Las formulas extrapoladas tendran, pues, los errores asintoticos siguientes, cuando h
tienda a 0:
h* h' R
To(h)—I = —+ ——
2(h) 180 " 1512 " 1ad00
218 RS
T3(h)—1 = ——o — — —---
3(h) 945~ 900 ’
16h8
Tyh)—1 = ——+---
(k) 1725+

Problema 4.13 Supongamos el desarrollo asintético para la regla de los trapecios
b
T(h) = / f(x)dx + a1h® + agh* + ... + a,h* + ...,
a

cona, #0 (r>1).

Consideramos las férmulas de cuadratura Tj(Q?El ) obtenidas por el método de Richard-
son aplicado a la regla de los trapecios T1(h) = T'(h) con los pasos siguientes: hy, %, e
S0+, donde hg = b — a.

a) Hallar dichas férmulas Tj(z?El) para j = 2,3 e identificarlas con férmulas de Newton-
Cotes.

b) Demostrar que la formula extrapolada T;(h) tiene un error asintético de la forma
ag-j)th + .-+, con ag-j) # 0.

¢) Constatar, apoyandose en el resultado de b), que ninguna de estas formulas extrap-
oladas coincidira con férmulas de Newton-Cotes para j > 4.
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SOLUCION:

a) En la deduccion de estas formulas, consideramos para mayor simplicidad soélo las
abscisas vy = a+ kh (k= 0-+4) con h = bfT“, debido a que son suficientes para poder
realizar los tres primeros pasos del método de Richardson con p; =25 (7 >1)y ¢ =2.

Si tomamos T (ho) y Tl(%) y hacemos la primera extrapolacion (del tipo %), hallamos

ho

9) = n(y

2

T1(5) — Ty (ho)
3

Tx( ) +

Ro(fo +2fs+ fa) — B (fo + f1)
3

= %(fo +2fo + fa4) +

%(fo +4fs + fa) ,

que es la férmula de Simpson con paso h = h—QO Se deduce, pues, que T(h) es la regla de
Simpson S(h).

Si consideramos ahora TQ(%) = S(%) y Tg(%) = S(%) y hacemos la siguiente ex-

trapolacion (del tipo %), tenemos
ho ho,  Ta('f) — Ta('g)
T3y = T2
5( 4 ) 5( 4 )+ 5

= Mo afr2n st f)

WU+ 4h 2 +4fs + fi) = R (o 4+ )
15

7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4) ,

0
90(
que es la formula de Newton-Cotes para n = 4.

b) El proceso de extrapolacion modifica los coeficientes del desarrollo asintotico del
error segun la recurrencia

j l
G+ _ ¥ =4 () :
al] _4j_1alj (le)v
. . _y G+1) . (3+1) :
asl se consigue el objetivo de anular a; = 0y que los coeficientes q, (I > j) del error

asintotico de Tj41 sean no nulos, si lo son los coeficientes correspondientes de T;. Dado
que los coeficientes al(l) (I > 1) se suponen no nulos, deducimos que los errores asintdticos
son como se indica en el enunciado.

¢) Para j > 1, la formula hallada para 7} utiliza 2/~ +1 abscisas y tiene una expresion
del error asintético que empieza con términos de orden p; = 2j en h. Esta formula se
tendria que comparar con la de Newton-Cotes del mismo niimero de abscisas m + 1 =
2/=1 1 1. Si j =1, la expresion del error de la formula de Newton-Cotes de 2 abscisas es
del orden de vy = 2 en h. Si j > 2, el ntiimero de abscisas 2/~ + 1 es impar y el orden del
error de la formula de Newton-Cotes correspondiente es v; = 2/=1 4+ 2. La coincidencia de
estos valores se da para j = 1,2, 3:

pm=v1=2, pup=1rr=4, u3=v3==0;
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pero no se da para j > 3. Esto demuestra que las formulas extrapoladas no pueden coincidir
con las de Newton-Cotes cuando j > 3.

Problema 4.14 a) Deducir la formula de Gauss hacia adelante de interpolacion equidistante en

las abscisas {xo,x1,2_1,...,Ts,T—s}

t + r— 2r—1 t+r—11\ o
25+1 ¢(2s+1) t+s
TR <s<t>>( . )
y laformula de Gauss hacia atras de interpolacion equidistante en las abscisas {xg, x—1, %1, . .
t + r— 2r—1 t+r or

+h25+1f(25+1)(§(t)) ( t;;s ) '

f(zo+th) = f0+z

f(zo +th) = 0+Z

b) Deducir, haciendo la media de las formulas de Gauss hacia adelante y hacia atras,
la formula de interpolacién de Stirling

t+7" 2r—1 i t—|—7’—1 o
( >u5 fo+2r< or _ 1 )5 fo]

+h2s+1f(2s+1)(€(t)) < t+s ) .

f(xo +th) = O+Z

2s

¢) Aplicacién: Usar la formula de interpolacion de Stirling para hallar sen 1.05, con
9 cifras decimales correctas, a partir de la tabla de sen(1 + x) en las abscisas zj = %
(k = —10 =+ 10).

SOLUCION:

a) En las abscisas indicadas, la férmula de las diferencias divididas de Newton toma la
siguiente forma:

f(zo +th) = fo—i-z[f[xo,...,xT_l,x_(r_l),xT}

(x—x0)  (x —2pr1) (@ — 2 _(r_1))

+f[l‘0, » Lp—1, T (r—l):xmx—r] :
:U_x(]) (x_-Tr—l)(x_l'_(r_l))(x—.rr)}

(
+ 25+1) (ggt))

(25 1 1)! (x —xg) - (z —xs)(x —z_s) .

. 7-75737-753}



CAPITULO 4. DERIVACION, INTEGRACION Y SUMACION 327

Debido a su simetria, las diferencias divididas pueden escribirse, usando los operadores
Ay 4, en la forma:

f[x(h'--axrflvx—(T—l)axT] = f[x—(r—l)v"'vxrflvxr]
r— 2r—1
APy _ 07 S
(2r — )2 =1 (2r — 1)1p2r—1 7

f[an sy Tr—1, T (r—1)s Lry 1‘77«] = f[m*h L (r=1)s--+5Lr—1, xT‘]
- AQrf,T _ 627‘]00

(2r)!h2r — (2r)Ih2r

Los polinomios en x que aparecen en la féormula se escriben como polinomios en la

variable t = #570:
(—mo) (& —zr1)(@ —2_(r—1))
= B Y t4+r—1)---(t—r+1)
r— t+r—1
= K2 1(27”—1)!( op _ 1 ),
(z—x0)  (x — 1)@ — 2_(r1)) (T — 2r)
R (t4r—1)---(t—r+1)(t—7)
r t+r—11\
= n? (27“)!( o ) ;
(x—x0) - (z—zs)(x—2_s) = h¥T(t+3s)(t—s)
h28+1(25+ 1)' ( 21;—:_81 > '

Substituyendo estas expresiones en la primera expresion hallada, obtenemos la formula
de Gauss hacia adelante del enunciado.

De manera andloga, se deduce la formula de Gauss hacia atras.

b) Al hacer la media de ambas formulas, aparecen los siguientes célculos para los dos
primeros términos del sumatorio de la férmula resultante:

1 _ r— r—
5(527” 1f%+(52 1f_%):/_1,(52 1f07
1

t+r—1 t+r
< 2r >+< 2r ) 2(2r)!

(t+r—1)---(t—r+1)(t—r)+t+r)t+r—1)---(t—r+1)]

_ i t+r—1
- 92r 2r—1 '

1
2
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Asi, resulta la formula de interpolacion de Stirling del enunciado, que hacemos explicita
a continuaciéon:

flzo+th) = fo+ pudfot + %62f0t2
+%,u53f0(t + Dt(t—1) + %54]00(75 + )3t —1)
+$M55f0(7§ +2)(t+ Dt —1)(t —2)
+é§6fo(t +2)(t+ DAt —1)(t—2) +---

FEDE®D) o

T as )

(t+s)(t—s) .

¢) Por lo que se refiere a la aplicacion pedida, notamos que el error permitido se alcanza
para s = 3. Acotamos, por ello, el término de error en este caso en el que t = % v h=0.1:

FOE) 71 1
o 10 (2—1—3) (2 3)
1 11
. RICEIEE LIV I

5040 2222222 T 2048

donde My es una cota de la derivada séptima de f(x) = sen(l + x) en [—0.3,0.3] que
podemos acotar, a su vez, por 1; la cota del error resultante es menor que %10_9.

En resumen, para s = 3 y trabajando con valores de la funcién dados con mas de 10
decimales, deberfamos hallar el valor pedido con 9 decimales correctos.

La férmula que tenemos que aplicar, para t = %, es pues

FO0.05) = fo+ ubfo+ 500

1 3 1 4
_TG/MS fo— Hg‘s fo (*)
3 5 1 6
F o5t fo T 10920 o

1110—9
. .

Con el fin de calcular comodamente los términos de la forma pd@ =Y fy v 62 f, (r =
1+ 3), conviene tener en cuenta que los primeros son las medias de los términos

6(27”—1)](% _ A(Qr—l)f_(r_l) 7
(2r-1) _ (2r—1)
1) f_% = A f—r

de la tabla de diferencias finitas, y los segundos son los términos A?" f_, de la misma tabla.
Esto es, la tabla de diferencias finitas que tenemos que aplicar puede escribirse también
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r_3 | f-3
6ff%
x_o | fo2 62 f o
0f s s
x_1 | f21 824 Stfy
3 5
g 2 e 4 I 6
o | fo 0% fo , 0% fo . 0° fo
5f% ) 1) f% ) 1) f%
r1 | fi 0% f1 0% f1
5f% (53]‘%
2 | fo 62 f
/s
r3 | f3

Concretamos, a continuacion, esta tabla de diferencias finitas para la funcion f(z) =

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

0.64421768724

0.71735609090

0.78332690963

0.84147098481

0.89120736006

0.93203908597

0.96355818542

sen(l + z) en las abscisas 2y = &% (k= —3 + 3):

0.07313840366

—0.00716758493
0.06597081873

—0.00782674355
0.05814407518

—0.00840769993
0.04973637525

—0.00890464935
0.04083172591

—0.00931262646
0.03151909945

—0.00065915861

—0.00058095638

—0.00049694942

—0.00040797711

0.00007820223
0.00000580472

0.00008400696 —0.00000083937
0.00000496535

0.00008897231

Aplicando la formula de interpolacion de Stirling (x), resulta

senl.05 =

0.84147098481

1
+1 (0.04973637525 + 0.05814407518)

1
+5(—0.00840769993)

~35 (—0.00049694942 — 0.00058095638)

1
—-—0.00008400696
128

3
+5172 (0.00000496535 + 0.00000580472)
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1
—(-0. +-107°
+ 15 (—0-00000083937) £ £ 10

1
—  (.86742322546 + 510‘9 :

resultado correcto, con la precisién pedida, si comparamos con el valor exacto.

Problema 4.15 Consideramos la férmula de derivacion para el calculo de derivadas segundas
de f en xg
(RSO DY
a) Expresar esta formula en funcién de los valores de la tabla de f dada por {(z) =
zo + kh, fx = f(@k)) h=—2+2.
b) Demostrar que la formula considerada se halla por extrapolacién de la formula

1
D~ ﬁ52f0
y hallar su error de truncamiento, si f € C([xg — 2h, zo + 2h]).

c¢) Si f se evaltia con un error acotado por €, jcual sera el valor del paso h* que hemos
de usar para que sea minima la suma de las cotas de error debidas a la discretizacién y a
la evaluacién de la férmula?

d) Aplicacién: Hallar la derivada segunda de la funcion f(x) = sen(1+x) en o = 0 con
los pasos h = 1073,1072,107!, 1 y comparar los errores cometidos con el que se produce al
hacer el calculo con el paso h*, suponiendo que la funcién se calcula con 6 cifras decimales
correctas.

SOLUCION:

a) Tenemos

Pfo=fi—2fo+f-1, 6'fo=fo—4fi +6fo—4f-1+ f2;

la féormula dada se expresa, por lo tanto, asi:

1 fo—Afy +6fy—4f 1+ f_
f(gQ) ~ h2(f1—2f0+f—1— 2 ! f2 ! 2)
= Tlhg(*f2+16f1*30f0+16f71*ffz)-

b) Llamando D?fo(h) = %(52]‘0, se tiene

DRfo(h) = 5(f1 —2fo+ [-1)
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A partir de los desarrollos de Taylor hasta orden 5, puede hallarse una expresion para
el error de esta aproximaciéon de f; (2),

1
Di fo(h) = 7
3 h4 h5 hG
ottt AP B I g e
—2fo
h2 h3 ht ho ho
+fo— hfy+ *f(?) - gf(gg) + 1]054) - ﬁfés) + af(G)(f—)

@ 0w N
fo +ﬁfo +%f )(€),

con £4,&,& € (g — h,xo + h), donde se ha aplicado el teorema del valor medio para
sumas, atendiendo a la continuidad de f(©)

Suponiendo que f(g4) # 0 y considerando la misma férmula con paso 2h

DR fo(2h) = 135 (fa = 2o + f-2)

la extrapolacion adecuada es la del tipo %, que da origen, como se queria demostrar, a la
férmula extrapolada,

D3 fo(h) = D3 fo(h) + %(DQfo(h) D2 a(an)
— hif1—2f0+f 1+ 5 (f1—2f0+f7 f2_2J;0+f—2)]
— ﬁ(—ﬁ +16f1 —30fo +16f_1 — f2) = 3 (52 _ (54) fo.

El error de esta férmula extrapolada se obtiene usando la férmula de error hallada
anteriormente. Se tiene, por lo tanto,

ht ht
Do) — 1 = S FOe) + [360f ©) - o f<6><n>]
M o)

con &,n,¢ € (xg — 2h, g + 2h), donde se ha aplicado de nuevo el teorema del valor medio
para sumas.
¢) Denotando por eg y er los errores absolutos de evaluacion y discretizacion, hallamos
las cotas siguientes de los mismos:
1+164+30+16+1 16¢

< = —
lerl < 1212 T 3nz
h4

< ZM.. Mi= (6) .
el < ggMo, M= max o |fO)
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La suma de las cotas de error halladas es la siguiente funcién de h:

16¢

h4

La funcion €(h) se minimiza para el paso buscado h = h* que anula su derivada,

€'(h*) = 0; esto es,

4h*3
90

32¢

3h*3

240¢
M, h* = 16/— .
6 M6

d) Calculamos las tablas de diferencias finitas de la funcién f(z) = sen(1 4 z) con los
pasos dados, trabajando con 6 cifras decimales. Los términos 62fy y 0% fy con los que se
hallan las correspondientes aproximaciones de la derivada segunda aparecen subrayados:

—0.002

—0.001

0.000

0.001

0.002

—0.02

—0.01

0.00

0.01

0.02

-0.2

—0.1

0.0

0.1

0.2

0.840389
0.000541
0.840930 —0.000000
0.000541 0.000000
0.841471 —0.000001 0.000000
0.000540 0.000000
0.842011 —0.000001
0.000539
0.842550
f2 ~ D3fo(1073) = 105(—0.000001) = —1 .
0.830497
0.005529
0.836026 —0.000085
0.005445 —0.000001
0.841471 —0.000084 0.000000
0.005361 —0.000001
0.846832 —0.000085
0.005276
0.852108
f& ~ D3 £o(1072) = 10%(—0.000084) = —0.84 .
0.717356
0.065971
0.783327 —0.007827
0.058144 —0.000581
0.841471 —0.008408 0.000085
0.049736 —0.000496
0.891297 —0.008904
0.040832
0.932939
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1
f& ~ D3fo(1071) = 10%(—0.008408 — 150-000085) = —0.841508 .

—2| —0.841471
0.841471
11 0.000000 0.000000
0.841471 —0.773645
0] 0.841471 —0.773645 0.711285
0.067826 —0.062359
10.909297 —0.836004
—0.768177
21 0.141120

1
f& ~ D3 fo(1) = —0.773645 — 750-711285 = —0.832919 .

Restando ahora el valor exacto de la derivada —senl = —0.841471..., hallamos los
errores:

D3 fo(h) — f3 ~ —0.16, 0.001471, —0.000037, 0.008552,

para h = 1073, 1072, 107!, 1 , respectivamente.
Ahora hacemos el mismo céalculo con el paso

240¢
R* = ~0.2
Mg 0.23,

donde hemos tomado € = %10*6 v hemos acotado la derivada sexta por Mg = 1; se tiene
—0.46 | 0.514136
0.181999
—0.23 | 0.696135 —0.036663
0.145336 —0.007655
0.0 | 0.841471 —0.044318 0.002334
0.101018 —0.005321
0.23 | 0.942489 —0.049639
0.051379
0.46 | 0.993868

1 1
2 2
~D 0.23) = .04431 .002334) = —0.841446 .
o 5f0(0.23) 0.232( 0 318 120 002334) 0.8 6

Esta aproximacién da un error de 0.000025, menor que los anteriores, tal como se
esperaba.
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Problema 4.16 a) Deducir la formula de Euler-Maclaurin mediante el calculo formal con op-
eradores.
b) Explicitar dicha formula hasta los términos de orden 14 en el paso h.

SOLUCION:

a) Fijado h, definimos el operador T' que, aplicado a una funcién f en zg, da la aprox-
imaciéon de la regla de los trapecios con paso h

T fo :h(%f0+f1+f2+"'+fM—1+éfM)

a la integral definida de f entre zg y o + Mh.

Queremos hallar una relacion entre el operador Ty el operador que da la integral
definida que, aplicando la regla de Barrow y usando notacién multiplicativa para los oper-
adores, es

EM —1
D
El operador T puede escribirse también en funcién del operador F

=EM 1D,

1 1
T:M§+E+Eﬁw~+EM4+§EMy

hD

7

Operando en esta relacion, mediante la formula de Taylor con operadores E = e
hallamos su relacién con el operador integral definida y potencias del operador D:

1 EM_1 1 1 1
T = h(—+ +2EM>=JNEM—1)< +>

2 EBE-l E—1 2
= h(EM—1)2é+_11):h(EM_1)’fgith
= nEM-1) 1+]§:1@j(hp)y h%
— EMD_1+h§;cj(EM—1)(hD)j_1,

tet+1 5 3 ' / o
- “ g f a1ty ttxat
=

t
=507,

Asi, tenemos la formula de Euler-Maclaurin que relaciona la regla de los trapecios
con la integral definida y da unos términos correctivos en funcion de diferencias entre las
derivadas impares de la funcién en los extremos del intervalo de integracién:

EJ\J -1 o )
T(h) = Tfo = D —|—hZCj(EM _ I)(hD)j—l fO

Jj=1
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xo+Mh
_ /x f(x)de

0

+ Z W27 ¢y, [f(Qr—l)(l,O + Mh) — f(2r—1)($0)} :
r=1

donde se ha usado la paridad de la funcion G: G(—t) = G(t) y, por lo tanto, cg,—1 = 0
(r>1).
b) Los nimeros de Bernoulli pueden definirse por el desarrollo

t = Bj .
= 7t-]
t_ Z TR
et —1 = I

y satisfacen la recurrencia
1 & j+1
(] + 1)BJ = - < . Bl N
Jj+1 = 1
ésta se escribe también (B + 1)1 = Bj+1 (véase el problema 3.11).

Los coeficientes ¢; (j > 1) estan relacionados con los ntimeros de Bernoulli, segtn

1 B
co=By=1, ClzBl+§:0, cor+1 =0, 027":(27’/“;!.

La relacion de recurrencia anterior, da los valores siguientes:

B = 1, —;6,91;, 0, ;310 0, 4—12, 0, —%, 0, %,
0, —5rass 0s o o (j>0);
de donde
By 1 1 1 1 1
= ent T 120 7207 302400 12096007 47900160°
691 7 r>1).

273012 614! 7
La férmula de Euler-Maclaurin, expresada hasta el término pedido, es pues

xo+Mh

T(h) = /x U Sy
2

P+ M) = F(a0)

12
4
—%(f@)(%‘o + Mh) — [P (x0))
6
(1 o+ MR) — 1O (a0))

—m(fm(ﬂ?o + M) — f10(x0))
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th
+m(f(9)($o + Mh) — fO(x0))
691412
—m(f(ll)(xo + Mh) — £ (20))
Th4

o (P (o + Mh) = F19 (z0)) + -+

6 - 14!
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Sea f una funcién definida en un intervalo que contenga las abscisas a y b; queremos
aproximar el valor de su derivada en la abscisa a mediante una férmula del tipo

f(a) ~ i arf(zx)
k=0

donde las abscisas z (k = 0+ m) son equidistantes en el intervalo [a, b].

Hallar los coeficientes a (k = 0+ m) de manera que la formula sea exacta para las
funciones fj(xz) =27 (j =0+ m), con [a,b] = [0,1].

2. a) Determinar la formula de derivacion numérica
g'(0) = W_1g(—1) + Wog(0) + Wig(1)

de manera que sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 2.
b) {Es exacta también para los polinomios de grado menor o igual que 37

¢) Usando los apartados anteriores, deducir una formula de derivacion de la forma
f'(c) ~a_1f(c—h)+aof(c) +aif(c+h)

de manera que sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3.

3. a) Escribir de manera explicita una formula de derivacion para el calculo de f'(a),
deducida por derivacién del polinomio interpolador en las abscisas a, a + h, a + 2h,
a+3h vy a+ 4h.

b) Obtener una expresion exacta para el error, si f € C°([a, a + 4h]).

c¢) Hallar una expresion asintotica para el error, cuando f sea suficientemente difer-
enciable.

4. Repetir el problema anterior, cambiando las abscisas de interpolaciéon por las nuevas
abscisas a — 2h, a — h, a, a+ h y a + 2h.

5. a) Calcular numeéricamente f()(0.6) para f(z) = senx, usando las formulas:

Oa) = plfe+2m) —2(a) + fla—20)]
fO(a) ~ S[f(a+h)—2f(a)+ fla—h),

h2
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10.

con pasos h = 0.1,0.05,0.01,0.005,0.001, 0.0005 y usando los valores de la funcién
seno con 8 cifras decimales correctas.

b) Analizar los errores cometidos atendiendo tanto a la féormula usada, como a los
pasos utilizados.

c¢) Hallar cotas de los errores de redondeo y de los errores de truncamiento de las
formulas de derivacion empleadas, dando finalmente el valor (6ptimo, en teoria) del
paso h que minimiza la cota del error total.

. Determinar las abscisas de la férmula de integracién numeérica

/01 f(z)de ~0.72f(x0) + 0.28 f (1)

de mamnera que sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 2.

Determinar los pesos y las abscisas de la férmula de integraciéon numérica

/11 g(t)dt ~ Wog(to) + Wig(t1)

para que sea exacta para todos los polinomios del grado maés alto posible.

. Suponiendo que todos los pesos son iguales (W_1 = Wy = Wy = W), hallar el valor

W de éstos y las abscisas de la formula de integracién numérica

[ ot = Woagle ) + Wortio) + Wit

para que sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3.

. a) Determinar los pesos de la siguiente formula de integracion numeérica para que sea

exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3:
b
[ fa)dz = Aof(a) + A1f(B) + Cof Pa) + CofP(b)

b) Demostrar que también es exacta para los polinomios de grado 4.

Determinar las incégnitas Wy, Wi, Wa y ¢ de la féormula de integraciéon numeérica
siguiente (de tipo Lobatto):

[ ottt = Wor©) + Walg(=1) + 9(0)) + Walg(~<) + ()

para que tenga el grado de precisién mas alto posible.
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11. a) Hallar todas las formulas de Newton-Cotes (cerradas) de m+ 1 abscisas m = 1+8
para el célculo de
Im
o

b) Demostrar que dichas formulas son exactas para todos los polinomios de grado
menor o igual que m (si m es impar) y que m + 1 (si m es par).

¢) Suponiendo que f es suficientemente diferenciable, explicitar la formula del error
de integracién numérica para m = 1 <+ 8, sabiendo que es de la forma

1o o

(m+1)! wm(x)dz (si m es impar) ,

0

2w (x)dx (si m es par) ,

Fom2)(E) o
(m+2)! /

donde wy, () = (x —x0) - (x — zm) ¥y € € (o, Tm)-

Zo

12. a) Evaluar la integral

/1 dx
11422

usando las formulas de Newton-Cotes de m + 1 abscisas (m = 1 + 8). Observar que
los errores cometidos van decreciendo cuando m aumenta.

b) Hacer ahora los mismos célculos con la integral

/ > dx
5 1422’
iqué se observa? Explicarlo.

13. a) Hallar las férmulas de Newton-Cotes abiertas de m — 1 abscisas (exactas para
todos los polinomios de grado menor o igual que m — 2):

Tm m—1
/ f@)dz ~ Y Apflan)
Zo k=1

donde las abscisas z (k = 0+ m) son equidistantes. Hacerlo para m =2 + 8.

b) Aplicacion: Calcular con ellas las integrales
1
/ tanh(sz) dx (s =1,2,4,8) ,
0

donde

e —e”

e +e %

z
tanh z =

y comentar los resultados obtenidos.
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14.

15.

16.

17.

a) Determinar las formulas de integracion interpolatoria en m + 1 abscisas equidis-
tantes (m = 2,3,4,5) para las integrales de la forma

1
[ v
y las funciones peso siguientes:

) w(x) =z,

i) w(z) =|z|,

iit) w(z) =| x|z,

iv) w(z) = In(1 + z)
v) w(z) = (1 —2?)"2.

b) Hallar expresiones para los errores cometidos cuando f sea suficientemente difer-
enciable.

c¢) Aplicacion: Calcular con ellas las integrales
1 2
/ w(z)e ™ dx
~1

y acotar los errores cometidos.

Consideramos una funcién f suficientemente diferenciable.

a) Dar, de forma explicita, las formulas de integracion numérica de Taylor
b n _
| f@dz =3¢ |
a j=0

halladas por integracién numeérica del polinomio de interpolacién de Taylor de grado
menor o igual que n a f en una abscisa ¢ del intervalo [a, b].

b) Explicitar dicha formula cuando ¢ = a y cuando ¢ = b.

c¢) Obtener una expresion para el error en todos los casos.

Hallar la integral

lcosz —1
ST e
0 x

por desarrollo de Taylor del integrando con un error menor que 10719

Calcular con 5 cifras decimales correctas

/ (23 + x)fédx .
1

0
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18.

19.

20.

21.

22.

Calcular con 5 cifras decimales correctas

0.1 .
/ (1 —0.1sent)2dt .
0

a) Partiendo del conocimiento del desarrollo

n+1

(1—2)_1=1+z—|—z2+z3—|—---+z"+f
—z

(2] < 1),

obtener el desarrollo de Taylor en z = 0 de arctan z.

b) Hallar de forma anéaloga el de arcsen x.

a) Explicitar la funcion inversa de

y determinar su campo de definiciéon. Esta funcién inversa se llama, argumento de la
tangente hiperbdlica y se escribe argtanh.

b) Hallar el desarrollo de Taylor de
T
F(x) :/ argtanht dt
0

cerca de o = 0 y estudiar su convergencia.

¢) ;Cuantos términos del desarrollo son necesarios para calcular F'(0.1) y F(0.9) con
un error menor que %10’15?

Sea
F(x) = / cos(zsent)dt .
Jo

a) Hallar su desarrollo en serie de Taylor en 2y = 0.
b) Calcular F(2) con un error menor que 1075.

¢) Si quisiéramos calcular F'(20), jcudntos términos serian necesarios para obtener
una precision parecida?

d) ;Con cuantas cifras, como minimo, tendrian que hacerse los célculos en el apartado
c)?

La longitud de una elipse de semieje mayor a y excentricidad e (entre 0 y 1) viene

dada por
L:4a/2 \/1—e2sen? pdp .
0
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23.

24.

25.

26.

a) Hallar el desarrollo de Taylor de L como funcién de e.

b) Si consideramos L aproximada por el primer término del desarrollo, ;para qué
valores de e el error cometido es menor que el uno por ciento?

¢) Notamos que L = 4a para e = 1; jpara qué valores de e menores que 1 podemos
aproximar L por 4a con un error menor que el uno por ciento?

Indicacién: Usar

™

2 g, m(2r — D!
dp =T~ 2%
/0 e e = 9 @

Queremos hallar féormulas de integracion en m + 1 abscisas equidistantes de la forma

m

/ab f\(/?dl’ ~ Y [Axf(zx) + Brf'(a1)]

k=0
exactas para todos los polinomios de grado menor o igual que m + 1.

a) Explicitar estas formulas para m = 1,2, 3, dando asimismo una expresion para los
errores cometidos.

b) Aplicacion: Calcular
/1 e.’r d
~dz
0 VT

acotando el error cometido, usando todas las formulas halladas en a).

Calcular i
/ cosh(3z)dx |
0

a) directamente, dando el resultado con 6 cifras decimales correctas;

b) usando la regla de los trapecios con un paso h adecuado para que el error sea
menor que 1075;

c¢) usando la regla de Simpson con las mismas condiciones que en b).

Calcular

‘T cosx — 1
/ 72dm,
0 T

con un error menor que 107!°, usando las reglas de los trapecios y de Simpson.

a) Hallar las reglas (compuestas) a partir de las formulas (simples) de integracion
numeérica de Newton-Cotes cerradas de m + 1 abscisas (m = 2,3,4,5).

b) Obtener expresiones para los errores de estas reglas, suponiendo f suficientemente
diferenciable.

c¢) Repetir el apartado a) para las formulas de Newton-Cotes abiertas.
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27. a) Consideramos las aproximaciones dadas por la regla de los trapecios T'(h) para
valores del paso h tendiendo a 0, al calculo de la integral J de una funcién continua
f en un intervalo acotado [a, b]. Demostrar que

lim T'(h) = J .
h—0

b) Generalizar este resultado a todas las formulas de cuadratura

Oulf) = 3 Apfan) |
k=0

con

ZAk:b—a.
k=0

¢) Deducir de b) que el resultado es cierto para todas las reglas compuestas de
Newton-Cotes cerradas y abiertas.

28. a) Hallar una formula de integracion de dos abscisas para integrales del tipo

[ @+,

—1
que sea exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que 3.

b) Dar una cota del error cometido en su aplicacion al calculo de

1
/ (1 + 2 atda .
-1

29. Consideramos la féormula de integracién gaussiana
b m
[ w@) sy =y W)
@ k=0

Demostrar que, si {¢j(x)};>0 es una familia de polinomios ortogonales respecto al
producto escalar continuo asociado al peso w en [a, b], entonces {1;()}j—0=m €s una
familia de polinomios ortogonales respecto al producto escalar discreto

(f,9)a = f: Wi f(xr)g(xr) -
k=0
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30.

31.

32.

33.

a) Evaluar exactamente

/ cos® 0d6
0

usando una férmula de Gauss-Chebichev adecuada.

b) Calcular
/ eCOS Z'dx ,
0

mediante una férmula de Gauss-Chebichev con un nimero adecuado de abscisas para
que el error sea menor que 1078,

Calcular las sumas finitas siguientes y analizar su comportamiento cuando n tiende

a infinito:
jz:lj7 jz:IT ’ ZH . ) ]:14]2+4]+1

=1 7

a) Mediante el uso de funciones factoriales, calcular y analizar el comportamiento de
las sumas siguientes cuando n tiende a infinito:

n

n
> F (k=2,3,4,5,6,7), Y (3> +35°—17j7) .
7j=1 j=1

b) Estudiar el caso general
n
> Pu(h)
j=1

siendo Pg(z) un polinomio de grado k.

a) Usar el método de comparacion para el calculo de las sumas de las series siguientes
con un error menor que 1076:

1 s 1

Sy k=123, Y
-9 ( = Y -9 . 9y
el el i A
- < - :
A e A A

b) Estudiar el caso general

= B,(j)
2. 0.5 “=rY

siendo P,(z) y Qs(x) polinomios de grados r y s, respectivamente.
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S:ia]’ (aj>0).

34. a) Sea
j=1

Definimos
cj = aj + 2az; + 4ay; + Sag;

Probar que
ot .
= Z(‘DJHCJ' yaj = cj— 2cy
7j=1

b) Utilizar el resultado anterior para calcular
> 1

con 6 cifras decimales correctas

35. Usando la férmula de Euler-Maclaurin para sumas, calcular las sumas del prob-

lema 32.

Sl

w\us

36. a) Calcular, con un error acotado por una millonésima

o0
=17J
usando la formula de Euler-Maclaurin para series
b) ;Cuantos términos se tendrian que sumar directamente para alcanzar la misma
precision?

369 1

2 el

j=123

37. Calcular, con un error acotado por una millonésima

usando la férmula de Euler-Maclaurin para sumas

38. La funcion zeta de Riemann
o0
1

=2 = (@>1
=1/
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39.

40.

41.

se puede aproximar sumando préviamente los 9 primeros términos y aplicando al
resto la formula de Euler-Maclaurin para series hasta los términos que contienen
derivadas quintas.

a) Demostrar que el error de la aproximacion hecha es menor que 10~'Y para cualquier
x.

b) Hacer una tabla de {(z) para x entre 2 y 25 con paso h = 1 y otra para x entre
1.01 y 2 con paso h = 0.01.

c¢) Utilizar las tablas halladas para recalcular la suma de las series del problema 33.

Calcular con 6 cifras decimales correctas las sumas

i {exp (Jlg) } Ztan ; Zsen ,

=1

usando las tablas de la funcién zeta de Riemann del problema anterior.

Definimos la funcién digamma por

T

)= (v #-1,-2,...),

donde « es la constante de Euler, introducida en el problema 4.10.

a) Comprobar la férmula recurrente

k-1

1
U(k+x) = - +U(l+x).
(k)= 3 o+ 0+

b) Tabular (1 + z), ¥(1 + z), ¥@ (1 +2) y UG (1 + 2), con 7 cifras decimales
correctas y paso h = 0.01 en el intervalo [0, 1], usando la formula de Euler-Maclaurin
para sumas.

¢) Tabular U(1 4 z), W' (1 4+ z), ¥@ (1 + z) y ¥O(1 4+ z), con 7 cifras decimales
correctas y paso h = 0.1 en el intervalo [—10, 10].

Usar las tablas del problema anterior para sumar las series siguientes con 6 cifras
decimales correctas:

1

o oo
jz::l (27 +1) j—l—l JZ::l (47 +2)(45 + 1)2(45 + 3)3
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42.

43.

44.

45.

i 2j+5
i+t

Calcular con 6 cifras decimales correctas

P = H

M\CN

usando la formula de Euler-Maclaurin para series, aplicada a la serie In P.

Dibujamos un tridngulo equildtero circunscrito a una circunferencia; dibujamos a con-
tinuacion una circunferencia que pase por sus vértices; dibujamos después el cuadrado
circunscrito a esta ultima, circunferencia, y asi sucesivamente, con todos los poligonos
regulares. Estudiar el comportamiento asintético del radio de las sucesivas circun-
ferencias cuando el nimero de lados tiende a infinito.

a) Hallar desarrollos asintoticos asociados a las siguientes funciones, expresadas por
integrales:
e~ > sent © cost >
/ —dt / = dt, / —dt / sen t2dt .

/ e—adt / Rt / ST gt / sent®dt , (a>1).
.t Je Tt L. .

0 +2 0 et
/ exp | —— | dt, / dt
T 2 o 14+t

b) {Con qué precision pueden calcularse, en funcion de z?
c¢) Aplicacion: Calcularlas para x = 10, 100, 1000.

Una funcién F, relacionada con las integrales de Fresnel empleadas en 6ptica, tiene
el desarrollo asintético siguiente:

_1+Z

;45— 1)”
(ra?)?

Sabemos que la magnitud del error al tomar n términos es menor que la del término
n+1.

a) ;Cual es el valor 6ptimo de n para el calculo de F(6)? ;Y para el calculo de F(3)?

b) Acotar los errores cometidos en ambos casos.
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46.

47.

48.

Las funciones

00 e—l‘t

admiten las expresiones siguientes:

12 _
$+ 2 x3

ex( Eook(k+1) k(k+1)(k+2)+...)

I G AT N (=)
P T ;)(j k+ 1)

donde U es la funcién digamma del problema 40 que cumple

k—1
1
U(1) = —y = —0.5772156649... , W(k) = —y+ > = (k>1).
—1J
7j=1

Para n = 2,6, 10, indicar hasta qué valor de x > 0 es mejor usar la expresion i) que
la ii).

Consideramos la funcion gamma de Euler

I'(z) :/ t* e tdt
0

que cumple
I(z+1) =2T(2)

y, para valores enteros positivos de z,
(z)=(z—1)!.
La formula de Stirling da el siguiente desarrollo asint6tico para el logaritmo de la

funcién gamma de Euler,

B27'
(2r — 1)x2r—1 7

1 1 >
Inl'(z) = (w—i)lnm—x—kianW—l—;Qr

a) Para cada x, jcudl es el numero de términos que es necesario sumar para cometer
el menor error posible?

b) Calcular 999999! = I"(1000000) con 5 cifras significativas correctas.

¢) {Qué error minimo tiene la formula cuando se aplica al calculo de 2!7

La funcién error

2 xT
erf(ﬂf) = ﬁA €7t2dt
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49.

50.

ol.

92.

admite los desarrollos siguientes:

9 2j+1 2

o oo ]
2j+1
Y €xX )
sz:% 2]4—1]' NG p(= ;)27—1—1

1 (25— 1!
1—ﬁxexp (1+Z 072902)))

Analizar cudl de ellos es mejor usar para los diferentes valores de .

a) Calcular aproximaciones de la derivada de la funcion f(x) = Inz en z = 2 mediante
las formulas

fla) = 3(fath) - fla))

fla) = r(fla+h) = fla=h),

con pasos h = 0.1,0.01,0.001, 0.0001, 0.00001.

b) Usando la expresion asintética del error de truncamiento de las férmulas de
derivacion numérica de a), deducir de ellas expresiones mejores, cuando el paso h
tiende a 0.

c¢) Aplicar las formulas halladas por extrapolacién en b) al calculo de la derivada
propuesta en a) y analizar los resultados.

a) Calcular la derivada aproximada de la funcion f(z) = e”“"Q, en r = 2, mediante
extrapolacién repetida de Richardson, a partir de la tabla de los valores de la funcién
en las abscisas x; = (i = 0+16), dados con 8 cifras decimales correctas redondeadas.

b) Estudiar los efectos de los errores de redondeo sobre las diferentes aproximaciones
halladas.

a) Deducir una formula para el calculo de f(™(a) basada en la derivacion del poli-

nomio interpolador de grado menor o igual que n + 1 en las abscisas g = a, x1, X2,
o Tp41-

b) Explicitarla para n =1,2,3,4y z; (i = 0+ n + 1) equidistantes con paso h.

¢) Aplicacion: Calcular, con las formulas halladas en b), las 4 primeras derivadas de

la funcién f(z) = cos(cos(senz)) en = a = 7, usando los pasos h = 0.1,0.01.

d) Extrapolar los resultados obtenidos.

Consideramos el calculo de la integral

1

senx
/ dx ,
0 T
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93.

54.

55.

usando la regla de los trapecios T'(h) con pasos h cada vez menores.

a) Calcular T(h) para h = 27F (k = 0 + 20), trabajando con simple precision (o,
equivalentemente, con 6 cifras decimales y redondeo); ;a partir de qué valor de k es
inutil continuar haciendo los calculos porque los errores de redondeo son ya superiores
a los de truncamiento?

b) Desde un punto de vista tedrico, supongamos que f se evalia con un error relativo
acotado por e. Hallar la cota del error relativo total, que se obtiene sumando las cotas
de los errores de truncamiento y de redondeo y el valor del paso (6ptimo, desde este
punto de vista) que minimiza esta cota del error.

a) Calcular la integral

2
Jz/ Inz dx |
1

usando la regla de los trapecios con pasos h = 0.1,0.01,0.001.

b) Evaluar los errores cometidos Ep(h) = T'(h) — J, comparando con el resultado
obtenido directamente.

¢) Ajustar los resultados de a) a una expresion asintotica del error de la forma

ET(h) = a1h2 + a2h4 + -

d) Extrapolar los resultados anteriores y hallar una mejor aproximacion del valor de
J. ;Coémo seria la expresion asintotica del error de estos valores extrapolados?

a) Calcular

edx

S—
=

de las maneras siguientes:

i) buscando la funcién primitiva,

ii) mediante la regla de los trapecios con pasos h = %, %, %, 1—16,
iii) extrapolando los resultados obtenidos en b).

b) Hallar los cocientes entre los errores observados y analizar el resultado.

Supongamos que la funcién f se evaltia con un error absoluto acotado por € en el
intervalo [a,b]. Demostrar que el error en la evaluacion de las aproximaciones a la
integral de f en [a,b], dadas por el método de Romberg, es menor que 2(b — a)e,
independientemente del paso usado.
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56. a) Deducir la férmula de Gauss hacia adelante de interpolacion equidistante en un
namero par de abscisas {zo, Z1,Z_1,...,Ts, T—g, Tst1}
flwo+th) = >

t+7’ 2r4-1 t—i—r—l o
r=0 <2T+1>5 f%—i_( 2r )5 f0‘|

+h25+2f(25+2)(§(t))< t+s > _

s

2s+1

b) A partir de la formula anterior, deducir la férmula de Everett

fwo+th) = Y K tr )62rfl - ( er )5%4

r=0

S S t+3
K2 +1f(2 +1)(§(t)) < 25+ 1 ) ’

v la férmula de Bessel

S

f(xo+th) = Z
r=0

t+r—1 o
( 2r >,u5 f%

1 ]. t+7"—1 2 1
t—= 5ot
+27’+1< 2)( 2r ) 7

+h28+1f(28+1)(€(t)) ( t+s > )

2541

c¢) Aplicacion: Usar las formulas de Everett y de Bessel para calcular sen 1.05, con 9
cifras decimales correctas, a partir de la tabla de sen(1 + x) en las abscisas zj = %
(k = —10 + 10).

57. a) Derivar las formulas de interpolacion de Newton con diferencias hacia adelante y
hacia atras para encontrar formulas de derivaciéon en la abscisa xg y el error cometido
correspondiente.

b) Derivar la formula de Stirling del problema 4.14 para hallar una férmula de
derivacién en la abscisa central xg y el error cometido.

¢) Aplicacion: Calcular, mediante dichas formulas, la derivada de la funcion f(z) =
sen(l + z) en z = 0, usando la tabla mencionada en el problema anterior.

d) Repetir los apartados anteriores, anadiéndoles el calculo de formulas para derivadas
segundas y terceras.

58. a) Deducir la regla de los trapecios con términos correctivos hasta orden 5

[ f@in = Lo+ 2+ 2k 2ar o+ )
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_E(NdfM — pd fo) + ﬁo(m far — 10° fo)
191Ah
—m(lMSSfM - M55f0) )

integrando sobre el intervalo [x;, z;+1] la formula de interpolacion de Bessel de grado
5 en las abscisas x;_ (k = —2 =+ 3) y efectuando la suma parai =0+ M — 1.

b) Deducir la regla de Simpson con términos correctivos hasta orden 6

/IQM f(z)dx =~ g(fo +4fi+2fo+---
+2fori—2 + 4 forr—1 + fomr)

h
—%(54f1 + 04 fs 4+ -+ 0% forr—1)
h
+ﬁ(56f1 +6%f3+ -+ 0% fors1)

integrando sobre el intervalo [zg,,z2,41] la formula de interpolacion de Stirling de
grado 6 en las abscisas x;_j (k = —3+3) y efectuando la suma para r = 0+2M — 1.

¢) Deducir la formula de Gregory con términos correctivos hasta orden 6

[ f@r = S0+ 2+ 2+ 2ar o+ )

h h

*E(VfM — Afo) — ﬂ(v2fM + A?fp)
19Ah 3h

—%(V?)fM - A3fo) - ﬁ(v4fM + A4f0)
863h . .

—m(v far — A% fo)

a partir de la formula de Fuler-Maclaurin, substituyendo las derivadas sucesivas en
las abscisas zg y xas por las derivadas correspondientes de las formulas de Newton
con diferencias hacia adelante y hacia atras, respectivamente.



CAPITULO 5

ECUACIONES NO LINEALES

La resolucién de ecuaciones no lineales es un problema habitual en cualquier rama
de la ciencia aplicada y la técnica. Los métodos de resolucion numérica son itera-
tivos, partiendo de aproximaciones iniciales de la solucién buscada. La generacién
de los distintos métodos iterativos se presenta de forma unificadora a partir de la
utilizacién de la interpolacién directa e inversa. En particular, se describen méto-
dos especificos de localizacién, separacién y aproximacién numérica de raices de
ecuaciones polinomiales.

5.1 ECUACIONES EN UNA VARIABLE

5.1.1 Introduccion

Denominamos ecuacion no lineal a una ecuacion del tipo f(x) = 0 (a veces la expresaremos
por x = g(x)) en la cual f es una funcion real de variable real no lineal. La funcion f
puede ser polinomial (caso que estudiaremos en la segunda parte de este capitulo), trascen-
dente (aparecen en su expresion funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas)
e, incluso, puede ocurrir que no se disponga de una expresion explicita de f(z), pero que
se conozcan las reglas para su calculo. Un ejemplo de este caso, frecuente en matemaética
aplicada, se da cuando f(z) es el valor de la soluciéon de una ecuacion diferencial, después
de un tiempo determinado, partiendo de unas condiciones iniciales representadas por x.

Llamamos raiz o solucidn de una ecuaciéon no lineal f(z) = 0 a un valor a tal que
f(a) = 0. En este caso se dice también que « es un cero de f.

En general, las raices de una ecuacién no lineal no pueden ser calculadas de forma
exacta. El objetivo de este capitulo consiste en ofrecer métodos numéricos que permitan
obtener aproximaciones numéricas de las mismas.

En cualquier proceso de célculo de raices de una ecuacién no lineal pueden distinguirse
tres fases:

e LOCALIZACION

Interesa tener un cierto conocimiento de la zona en la que se encuentran las raices.
En general, esta informacion se obtendra bien mediante la confecciéon de tablas de la
funcién, bien a partir de un estudio analitico o, incluso, a partir de una representaciéon
grafica aproximada, cuando la complejidad de la funcion no lo impida. En muchos

353
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casos, las ecuaciones provienen de un problema técnico o cientifico, cuyo conocimiento
puede ayudar a la localizacion de las rafces.

e SEPARACION

A veces dos raices diferentes de una ecuacién estdn muy préximas. Fn estos casos,
antes de aplicar cualquier método numérico, conviene separar las raices; esto es,
determinar intervalos que contengan una y s6lo una raiz de la ecuacién.

o APROXIMACION NUMERICA

Su objetivo, en general, consistird en construir una sucesion de valores que converja
hacia la raiz buscada. Esta construccién se haré, normalmente, de manera iterativa
partiendo de valores iniciales que supondremos suficientemente proximos a la raiz
buscada: a partir de zg,..., &y, obtendremos z;,11 = G(Zm,...,20) vy, de una
manera mas general, los iterados 11 = G(zk, ..., Th—m)-

A continuacién se presentan algunos métodos de aproximacion de raices. Mas adelante
dedicaremos un apartado al estudio de su convergencia.

5.1.2 Meétodos iterativos de aproximacién de soluciones
Método de bisecciéon

Una vez encontrados unos valores a y b donde la funcién f cambia de signo, el teorema de
Bolzano asegura que, si f es continua en [a,b] v f(a)f(b) < 0, entonces existe o € (a,b)
tal que f(a) = 0. De hecho, puede existir més de una raiz, pero nosotros supondremos
que existe s6lo una, entendiendo que previamente se habréan efectuado procesos de local-
izacién y separaciéon. El método de biseccién construye entonces una sucesion de intervalos
encajados,

(a07bo) D) (al,bl) D...D (ak,bk) Do,

de manera que siempre contengan la raiz buscada y que la amplitud de cada uno sea la
mitad de la del anterior. Cuando la amplitud del intervalo sea suficientemente pequeAa
de acuerdo con la precisiéon deseada para la raiz, podremos considerar como una buena
aproximaciéon de ésta uno cualquiera de sus extremos.

Para la construccion de la sucesion de intervalos se parte de ag y by tales que f(ag) f(bo) <
0 y se considera la abscisa media de (ag, bp), ¢ = 5(ag + bo). Si f(c) =0, c es la raiz bus-
cada. De lo contrario, se escogera como (aj,b;) el intervalo (ag,c) o el (¢, by) segun sea
flao)f(c) <0 o f(c)f(by) < 0, respectivamente. El proceso iterativo se contintia analoga-
mente (véase la figura 5.1).

Este método, aunque converge siempre hacia la rafz buscada, tiene el inconveniente de
no aprovechar, salvo el signo, las caracteristicas concretas de la funcién f, razén por la
cual es bastante lento.

Método de Newton

Supongamos ahora que f es derivable en un entorno de la raiz buscada.
El objetivo de este método consiste en construir una sucesion (zj)r>0, convergente
hacia la raiz. Para ello se parte de un valor xg, se traza la tangente a la curva y = f(z)
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Figura 5.1: Método de biseccién.

por el punto (xg, f(xp)) y se busca su punto de corte con el eje y = 0. La abscisa de este
punto serd z; y asi sucesivamente (véase la figura 5.2).
En general,
(k)

P gy (20

suponiendo que f’ no se anula en los diferentes xy.

La convergencia de este método no estd asegurada para cualquier xg y es conveniente
escoger la aproximacion inicial zy tan proxima como sea posible a la raiz. Ahora bien, tal
como se verd més adelante, su convergencia suele ser bastante rapida; por esto, es uno de
los métodos més usados.

El método de Newton presenta problemas cuando el cero a de f que se busca es multiple;
esto es, tal que f'(a) = 0. Pero puede ser modificado de manera trivial para adaptarlo a
este caso (véase el problema 5.3).

El criterio general usado para acabar la construccion de esta sucesion es que |z —
Zk—1 | sea suficientemente pequeAo. En este caso, xj podra considerarse como una buena
aproximacién de la raiz buscada.

Hay que hacer notar aqui, aunque lo que se dice vale para cualquier método, que
el criterio para terminar las iteraciones no tiene porqué ser siempre el que la correccion
|xx — zr—1| sea menor que un valor 6 dado. Asi, si «a es la soluciéon exacta y suponemos
que f’(«) tiene un valor relativamente pequeAo y que los errores en el célculo de f estan
acotados por €, entonces no se pueden pedir errores en la determinacién de o menores
que | f,(ea”. Si I f’fa) > ¢, entonces el criterio adecuado para acabar las iteraciones no serd

|7 — 21 |< d, sino | f(x) — f(zr—1)|< 2e
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y=f(z)

Figura 5.2: Método de Newton.

Método de la secante

El objetivo del método de la secante consiste en la construcciéon de una sucesién xg, 1,
9, ..., T, ... que converja hacia la raiz buscada. Para llevar a cabo esta construccion,
se parte de dos valores g y x1 y se traza la recta secante (interpolacion lineal) a la curva
y = f(z) por los puntos (xg, f(xo)) v (z1, f(z1)), tomandose xo como la abscisa del punto
de corte de esta recta con el eje y = 0. El proceso contintia encontrando x3 a partir de x;
y x2 y asi sucesivamente (véase la figura 5.3); en general:

T — Tk—1 (k: > 1)

ot = o IO R e 2

De hecho, es como el método de Newton, pero tomando la secante como aproximacién
de la tangente.

Si bien la convergencia no esta asegurada (conviene escoger xg y x1 tan proximos como
sea posible a la raiz), cuando se da, es bastante rapida, como se vera mas adelante.

La eleccién entre la utilizacién del método de la secante y la del método de Newton
depende basicamente de la magnitud de la labor necesaria para el calculo de f’(xy). Puede
decirse que, si el coste para este cdlculo es mayor que 0.44 veces el coste de calculo de
f(zk), resulta més eficiente usar el método de la secante (véase el problema 5.5).

Una variante del método de la secante que recuerda al de biseccién es el llamado método
de la requla falsi. En éste se parte de dos valores x¢ y x tales que f(xg)f(xz1) < 0y se
encuentra xo por el método de la secante. En el célculo del valor siguiente x3 no se
utilizaran necesariamente x; y z2 (como en el método de la secante), sino o y 2 0 21 y x2
segtn sea f(xo)f(x2) < 0o f(x1)f(z2) < 0, respectivamente, y asi sucesivamente (véase
la figura 5.4). Aunque este método sea més lento que el de la secante, tiene la ventaja de
que siempre es convergente.
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Y 4

Figura 5.3: Método de la secante.

Figura 5.4: Método de la regula falsi.
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Figura 5.5: Procesos telarana y escalera.

Método de iteraciéon simple

En este caso escribiremos la ecuacion a resolver en la forma z = g(z); a una raiz « de
una ecuacion de este tipo, a — g(a) = 0, la llamaremos punto fijo de g. Nuevamente,
pretendemos generar una sucesiéon de valores tendiendo a la raiz: xg, x1, 2, ..., T, ... La
construccién de esta sucesién se realiza mediante iteraciones
simples 11 = g(zy) (k > 0), a partir de un zg escogido proximo a la raiz buscada.

La convergencia, que no estd asegurada, depende de la eleccién de zg y de la funcién
g. En caso de que g sea derivable, un criterio para que, escogiendo x( suficientemente
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proximo a la raiz a, tengamos convergencia es que |¢'|< r < 1 en un entorno del valor «
(en este caso diremos que la funcion g es contractiva cerca del punto fijo «); este entorno
existe si ¢’ es continua y |¢'(a)| < 1.

Las cuatro representaciones de la figura 5.5 ilustran la convergencia del método segin
el valor de la derivada de la funcién g en a.

5.1.3 Orden de convergencia y constante asintética del error

Diremos que una sucesion (zy)g>0, convergente a un limite «, tiene orden de convergencia
al menos p si existen N > 0y C > 0 tales que

[Zhy1 —af <Clap—al

para cualquier k¥ > N. Cuando p = 1, hay que exigir que C' < 1.
En particular, en el caso en que exista

[ — lim k1”@ ’
k—oo () — )P

la sucesion (xj)r>0 tendra orden de convergencia al menos p (si p = 1, tendremos que
exigir ademas que |L| < 1). Si L # 0, diremos que la sucesion (zx)g>o tiene orden de
convergencia p 'y que L es la constante asintdtica del error. Para p = 1,2, 3, hablaremos
de convergencia al menos lineal, cuadrdtica, cibica, respectivamente.

Diremos que un método iterativo zx+1 = G(xg, Tk—1,...,Tk—m) (kK > m) es al menos
de orden p cerca de un punto fijo a de G: a = G(a,...,a), cuando exista un entorno
(v — €,a0 + €) de manera que, para cualquier eleccién de valores iniciales xg, ..., T, en

(o — €, a0+ €), la sucesion (zx)r>0 tenga al menos orden de convergencia p.

Si tenemos un método de orden de convergencia al menos p y no tenemos en cuenta
los errores de redondeo (es decir, dados zg,...,Zg_pm, suponemos que podemos calcular
exactamente zx1 = G(xg, ..., Tk—m)), entonces, llamando € a |z} — «| y suponiendo que
e < Ceé | (i =1+k), se cumple:

e < CFey p=1),
— k

k—1 pk Cﬁop
e < Cl+p+...+p eg :( 7)

) >17
= (p>1)

con B .
C=Cr1.

Asi, cuanto mayor sea el orden de convergencia, més rapidamente convergera
(Tk)k>0 @ .

De todas maneras, en el estudio de la eficiencia de un método, no se ha de tener en
cuenta tan sélo su orden de convergencia, sino también la cantidad de calculo necesario en
cada iteracion xp11 = G(zk, ..., Tp—m) (K > m).

Seguidamente agrupamos algunas consideraciones sobre orden de convergencia:

e 1. Consideremos la ecuacion x = g(z) y sea a una solucion.
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1. Si g es contractiva en un entorno de «, el método de iteraciéon simple zp,; =
g(zg) (k> 0) es al menos de orden 1.

2. Si g es m veces derivable y ¢'(a) = ... = ¢/ (a) = 0, entonces el método de
iteracion simple zr1 = g(zg) (kK > 0) es al menos de orden m; si g™ (a) # 0,
es de orden m.

e II. Consideremos ahora la ecuacion f(x) =0y sea o un cero de f: f(a) =0.

1. Si f’(a
f(a

3. Si f’(a
p=

4. Si f@ (a) # 0, el método de la regula falsi tiene convergencia al menos lineal. En

comparacién con el método de la secante, se asegura la convergencia a cambio
de una pérdida de velocidad de aproximacion.

# 0, el método de Newton tiene convergencia al menos cuadratica.

= 0, el método de Newton tiene convergencia lineal.

# 0, el método de la secante tiene orden de convergencia al menos

5. Independientemente del comportamiento de f, puede considerarse que el método
de biseccién tiene convergencia lineal ya que, en cada paso, reducimos a la mitad
el intervalo de error donde se encuentra el cero buscado.

5.1.4 Aceleracién de la convergencia

Observemos que los métodos propuestos para encontrar raices de ecuaciones no lineales
tienen como objetivo comin la construcciéon de una sucesion de valores (zx)g>0 conver-
gente (en el mejor de los casos) hacia la raiz buscada. La rapidez con que se produce esta
convergencia depende del método usado y de la propia ecuacién. Los llamados métodos
de aceleracion de la convergencia tienen como objetivo la obtencién, a partir de la suce-
sion (x1)k>0, de una nueva sucesion (x})r>o mas rapidamente convergente hacia la raiz.
Veremos dos de estos métodos.

Método de aceleracion de Aitken

Supongamos que la sucesion (xy)x>o de limite «, con j, # a, es tal que el error se comporta
asintoticamente como una sucesién geométrica de razén menor que 1, en valor absoluto;
es decir,
Tpp1 —a = (L +)(zr —a) ,
con
lim 6 =0, |L| <1;
k—0

entonces, la sucesion (z},)r>0 dada por

(Azp)? o — (41 — ax)?
A2y, Thi2 — 2Tpy1 + T

T, =Tk —

estd bien definida para k suficientemente grande y cumple que

. €T, —Q
lim =& =0.
k—oo Tp — &
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Por tanto, (x},)r>0 converge hacia o més rapidamente que (zx)r>0; este método permite,
as{, acelerar la convergencia de métodos con convergencia lineal.
Meétodo de aceleraciéon de Steffensen

Si tenemos una iteracion simple zx11 = g(x) (K > 0), el método de aceleracion de Stef-
fensen construye la iteracion simple dada por yr+1 = G(y), con

(g(x) — x)?
@) — 29wtz 20

G(a:):x—g

Se cumple:
1. Si G(a) = a, entonces g(a) = a.
2. Sig(a) =ay ¢ (a) #1, entonces G(a) = a.

3. Si (zk)k>0 tiene convergencia al menos lineal, entonces (yj)r>o tiene convergencia al
menos cuadratica.

4. Si (xy)k>0 tiene orden de convergencia al menos p > 1, entonces (yj)r>0 tiene orden
de convergencia al menos 2p — 1.

Al aplicar este método al caso de convergencia lineal, obtenemos una aceleraciéon de
convergencia ya que (y)r>0 converge méas rapidamente que (xj)r>0. Cuando el orden
de convergencia del método iterativo inicial sea p > 1, la aplicacién del método no tiene
ventajas: el método de aceleracién de Steffensen consigue acelerar la convergencia hasta
orden 2p — 1 mientras que, tomando sencillamente G(z) = g(g(z)) (calculo por otro lado
necesario en la evaluacion de G(z) por el método de Steffensen), puede generarse una
sucesion de iterados de orden p?. En el problema 5.2 se presenta otra expresion de la
iteracion simple de Steffensen utilizable cuando tenemos ecuaciones del tipo f(z) = 0.

La diferencia fundamental entre los métodos de aceleracion de Aitken y de Steffensen
aplicados a un método de iteraciéon simple, radica en el hecho de que, en el método de
Aitken, la aceleracion se produce sobre la sucesion de iterados ya construida de entrada,
mientras que, en el método de Steffensen, se construye directamente la sucesion acelerada.
En general, el método de Steffensen ofrece mejores resultados que el de Aitken ya que, para
el calculo de los sucesivos términos de (yg)r>0, utiliza valores que, de hecho, han estado
va acelerados.

5.1.5 Clasificacion de métodos iterativos

Se acaban de presentar diversos métodos iterativos para el cilculo aproximado de raices
de ecuaciones. Todos ellos tienen en comtn la construccién de una sucesién xg, x1, T2, . - -,
Tr, ... que, bajo determinadas condiciones, tiende a la raiz o buscada. El objetivo de este
apartado es dar una visién global de estos procedimientos, abriendo el horizonte a otros
métodos que, si bien tienen el mismo fundamento que los presentados, no son tan usados
por la dificultad de calculo que comportan.

Los métodos iterativos de aproximacién de ceros de una funcién f pueden clasificarse
atendiendo a dos rasgos que los caracterizan:
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1. La herramienta que se usa para el estudio de la funcién:

e Fl desarrollo de Taylor: calculamos x4 a partir del conocimiento de la funcién
y de sus derivadas en un punto xy. Se hablara de métodos de Taylor.

e La interpolacion: calculamos xx,1 a partir del conocimiento de la funcién en
Tk, Tk_1,... O€¢ hablard de métodos de interpolacion.

2. La funcién que se desarrolla o se interpola: si g = f~! (noétese que la inversa de
f existird siempre cerca de ceros simples de f), serd equivalente buscar « tal que
f(a) =0 a buscar « tal que g(0) = a. Asi podremos dar dos enfoques del problema
segun usemos el desarrollo de Taylor o la interpolacién de la funcién f o de la funcién

g:

e Si usamos la funcién f, se hablard de métodos directos.

e Si usamos la funcion g = f~1, se hablara de métodos inversos.

Estas caracteristicas clasifican los métodos iterativos tratados aqui en cuatro familias:
métodos de Taylor directos, métodos de Taylor inversos, métodos de interpolacién directos
v métodos de interpolacién inversos.

Métodos de Taylor directos

El calculo de xp 1 a partir de xg, en estos métodos, se basa en el procedimiento siguiente
que, finalmente, se resume en una férmula iterativa:

e Se toma como aproximacion de f(x) su polinomio de Taylor p,(x) de grado menor o
igual que n en zy.

e Se resuelve la ecuacion p,(x) = 0. La soluciéon obtenida (si hay méas de una, se escoge
la més proxima a xy) serd el valor xj4q.

e Se repite el proceso a partir de x; 1 hasta obtener la precisién deseada.
Los diferentes métodos de esta familia aparecen segun el valor de n que se tome:

e Para n =1, resulta el método de Newton ya estudiado.

e Para n = 2, resulta la iteraciéon simple

2f (zx) ‘
£ (k) £ 12 (x) — 2F () £ ()

LTi+1 = Tk —

e Para n > 2, la ecuacion p,(z) = 0 no permite un calculo sencillo de zj.
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Métodos de Taylor inversos

El calculo de xp 1 a partir de xj, en estos métodos, se basa en el procedimiento siguiente
que, finalmente, se resume en una férmula iterativa:

Se toma como aproximacion de g(y) = f~'(y) su polinomio de Taylor ¢,(y) de
grado menor o igual que n en y, = f(zy). Las derivadas sucesivas de g se obtienen
derivando repetidamente la relacion g(f(z)) = = (véase el problema 5.1).

Se escoge xp11 = ¢n(0). Serd una nueva aproximacion del valor a buscado.

Se repite el proceso a partir de xx1 hasta obtener la precisiéon deseada.

Los diferentes métodos de esta familia aparecen segtn el valor de n que se tome:

Para n = 1, resulta nuevamente el método de Newton.

Para n = 2, resulta el método de Chebichev, contemplado detalladamente en el prob-
lema 5.1.

Para n = 3, resulta el método iterativo:

fle) P () ()

Thil = TR o) 2f3(xy)
3fP2(ay) — O (@) f(wn) ,s
— 65 (@n) I (zg)

Si bien el orden de este método es alto, el exceso de célculo de cada iteracién impone
una seria dificultad en lo referente a su eficiencia.

Para n > 3, las expresiones que aparecen no permiten un calculo sencillo de xg1.

Métodos de interpolacién directos

El cédlculo de zi41 a partir de z, Tx—1, ..., To, en estos métodos, se basa en el proced-
imiento siguiente, que, finalmente, se resume en una férmula iterativa:

Se consideran m + 1 aproximaciones del valor o buscado: zp, Tr_1, ..., Thm.-

Se construye el polinomio interpolador p,,(x) a la funcién f en las abscisas xg, Tx_1,

ceey Thm-

Se resuelve la ecuacion p,,(z) = 0. La solucién obtenida méas proxima a xy serd el
valor zp41.

Se repite el proceso a partir de xx41, Tk, ..., Tk—mr1 hasta obtener la precisién
deseada.

Los diferentes métodos de esta familia aparecen segun el valor de m que se tome:

Para m = 1, resulta el método de la secante ya estudiado.

Para m = 2, resulta el método de Muller-Traub que se expone en la segunda parte
de este capitulo ya que generalmente se usa para el calculo de ceros de polinomios.

Para m > 2, la ecuacion py,(x) = 0 no permite un célculo sencillo de zj1.
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Métodos de interpolaciéon inversos

El célculo de zpy1 a partir de xg, 1, ..., To, en estos métodos, se basa en el proced-
imiento siguiente que, finalmente, se resume en una féormula iterativa:

e Se consideran m + 1 aproximaciones del valor a buscado: Tk, Tr_1, ... , Th_m-

e Se considera la funcion g = f~1.

Se construye el polinomio interpolador ¢, (y) a la funcién g en los valores f(xy),
f(xk:—l)v B3] f(xk—m)

e Se escoge Tip4+1 = ¢m(0). Serd una nueva aproximacion del valor o = ¢(0) buscado.

Se repite el proceso a partir de 41, Tk, ..., Tk—m+1 hasta obtener la precisién
deseada.

Los diferentes métodos de esta familia aparecen segun el valor de m que se tome:
e Para m =1, resulta nuevamente el método de la secante.
e Para m = 2, resulta el método que se trata en el problema 5.4.

e Para m > 2, la expresion de ¢, (y) no permite un calculo sencillo de xgy.

5.2 ECUACIONES POLINOMIALES

5.2.1 Introduccion

El teorema fundamental del 4dlgebra nos asegura que, dado un polinomio de grado n con
coeficientes complejos
p(z) = apx™ + 12" V4. Fag,

con a, 0y a; € C (i =0+ n), existen n ceros complejos oy, ag, ..., a, (repetidos segin
su multiplicidad) y, entonces,

p(z) =an(x —ar)(z —a2) ... (¢ — ayp) .

Es también conocido que, si ag, a1, ..., a, son reales, los ceros complejos de p(z)
aparecen en parejas conjugadas.

Para la obtencién de los ceros de polinomios de grado 2, 3 6 4, se conocen formulas
generales; en cambio, se sabe que estas férmulas no existen para grados superiores a 4.
Asi, si exceptuamos los casos triviales en que la factorizacion del polinomio aparezca como
evidente, convendra utilizar métodos numeéricos para la busqueda de los ceros. Incluso para
polinomios de tercer y cuarto grado, el uso de las formulas no es sencillo y se prefieren los
procedimientos numéricos.

Al usar los métodos numeéricos en polinomios, disfrutaremos de unas ventajas particu-
lares: en primer lugar, la facilidad en la evaluacion de p(x) y de sus derivadas y, en segundo
lugar, la existencia de reglas especiales para la acotacion y separacion de sus ceros. Ademés
de los métodos estudiados de aproximacién de ceros, existen métodos especificos para poli-
nomios. También conviene subrayar que, conocido un cero de un polinomio, podemos
buscar los ceros restantes como ceros de un polinomio de grado menor. A continuacién
estudiamos estos procedimientos especificos para polinomios.
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5.2.2 Evaluacién y deflaciéon de polinomios

La evaluacién de polinomios, y también la de sus derivadas, puede ser llevada a cabo de
forma eficiente mediante la regla de Horner, como se explica en el apartado 3.1.2.

La regla de Horner nos ofrece también la posibilidad de obtener el polinomio p; (z) que
aparece al eliminar de p(x) un cero aj; esto es,

p(x) = pr(z)(z —aq) .

El resto de ceros de p(z) lo buscaremos calculando los ceros de pi(x), cuyo grado es
una unidad menor que el de p(z). Gracias a este procedimiento, llamado deflacidn de
polinomios, cada vez que obtengamos un cero de un polinomio podremos buscar el resto
de ceros trabajando con un polinomio de un grado menor. Si oy es un cero del nuevo
polinomio p;(z), podremos realizar una nueva deflaciéon y continuar trabajando con un
polinomio p2(x) de un grado menor, y asi sucesivamente.

Ahora bien, dado que los ceros aq, as, . .. s6lo se conocen aproximadamente, pi(z) esta
afectado por errores que se propagaran al calcular pa(z), etc., con lo cual puede ocurrir
que los tdltimos ceros ..., ap—1, o, que calculemos tengan un error muy grande respecto a
los ceros exactos del polinomio p(z).

Para que estos errores en los ceros calculados no se amplifiquen considerablemente,
convendra calcular los ceros aq, aa, ... de menor a mayor en modulo |ap| < |ag| < .. .; es
decir, conviene calcular el cero de médulo menor de cada polinomio intermedio p;(z).

Este proceso también puede realizarse en sentido contrario; es decir, calculando el cero
de mayor valor absoluto de cada polinomio intermedio p;(x), siempre y cuando la deflacion
se realice hacia atras.

Dado el polinomio

p(z) = apa”™ + an1z" 14+ .. +ag,

con a, y ag no nulos, la deflacion hacia atrds parte del polinomio
q(z) = apz™ + a1z + ..+ ay ,

que cumple p(z) = x”q(é) para x # 0y, por lo tanto, p(a) = 0 si y so6lo si q(é) =0. A
continuacion, en lugar de realizar la deflacién estdndar, realiza la deflacién

1(.@) = 1 —bol‘n_l—i-...—f—bn_l
i
El polinomio resultante
pi(@) = 2" (=) = bp1a™ 4.+ bo
cumple
_ple) _ plx)
@) = 1- “T—a’

Remarquemos que los procesos de deflacién comportan errores numéricos, a menudo
importantes, en la obtencién de los polinomios intermedios y, por lo tanto, en las aproxima-
ciones de los ceros aa, as, ... encontradas. Es por esto que, después de calcularlas, conviene
purificarlas con algtn proceso iterativo sobre el polinomio original p(x). Normalmente, son
suficientes pocas iteraciones.
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5.2.3 Acotacion de ceros de polinomios

Se conocen muchos resultados sobre acotacion de ceros de polinomios. A continuacién se
enuncian dos criterios ttiles cuando los ceros son reales.

Regla de Laguerre-Thibault

Si, al dividir p(x) por  — b con b > 0, todos los coeficientes del cociente y del resto son
positivos, entonces b es una cota superior de los ceros reales de p(x).

Regla de Newton

Si p(z) es un polinomio de grado n y, para un nimero real b, p(b), p'(b), ..., p™(b) son
positivos, entonces b es una cota superior de los ceros reales de p(x).

Estas reglas pueden utilizarse para hallar una cota inferior de los ceros positivos. Dado
p(x) = apr™+a,_12" 4. . 4ap, con ag # 0, consideremos q(z) = apz" +a1z" 4. . . +ay,.
Si C es una cota superior de los ceros positivos de ¢(x), D = % serd una cota inferior de
los ceros positivos de p(z).

Si queremos encontrar la cota superior y la cota inferior de los ceros negativos de p(x),
también podemos usar las reglas anteriores buscando la cota inferior y la cota superior,
respectivamente, de los ceros positivos del polinomio r(x) = p(—x).

Otros resultados sobre acotacion de los ceros «y, ahora tanto reales como complejos, de
un polinomio p(x) = anz™ + ap_12" * + ...+ ag son:

aop ay An—1
la;| < max{,l—i—,...,l—i— n },
n—1 a.
lai| < max<1, —l?
k=0 ! 4n
ao aq Anp—1
;| < max{|—|,2|—]|,...,2]|—= ,
ay az Gn
n—1 a
-
o | k41
QAp—1 Ap—2 Ap—3 1 ap
;| < 2max{ |——], P L= -
Gnp Gnp, Gnp, anp,

5.2.4 Separaciéon de ceros reales de polinomios
Sucesiones de Sturm

Una sucesion {fo, fi1,..., fm} de funciones reales continuas, definidas sobre un intervalo
[a, b], es una sucesidn de Sturm para f = fo sobre [a,b] si verifica que:

1. fo es diferenciable en [a, b].
2. fm no tiene ceros reales en [a, b].

3. Si fo(a) =0, entonces fi(a)fo(a) > 0.
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4. Si fi(a) =0, entonces fit1(a)fi—1(a) <0 (i=1+m—1).
La importancia de las sucesiones de Sturm radica en el teorema de Sturm siguiente:

e Sea {fo=1f,f1,---, fm} una sucesion de Sturm para f sobre [a,b] con f(a)f(b) # 0;
entonces, el ntimero de ceros reales de f en el intervalo (a,b) es igual a V(a) — V(b),
donde V(z) es el nimero de cambios de signo de {fo(z), fi(x),..., fm(z)}.

Asi, si conocemos una sucesion de Sturm para una funcién f, podremos separar to-
dos sus ceros reales de manera analoga al método de biseccion (véase el problema 5.7).
Seguidamente se indica como construir una sucesion de Sturm para un polinomio p(z).

Sea p(z) un polinomio real de grado n. Definimos una sucesion de polinomios (p;(x))i=0,=m,
con m < n, de la manera siguiente:

po(x) = pa),
pi(z) = p(a),
pi-1(z) = qi(x)pi(r) —cipiya(z) (i=1+m—1),
pm—1(z) = gm(x)pm(z) , (5.1)

donde g;(z) y ¢;pi+1(x) son el cociente y el resto, éste canviado de signo, de la division de
pi—1(z) entre p;(x), y ¢; es una constante positiva arbitraria que generalmente se escoge
de manera que no aparezcan coeficientes fraccionarios en p;41(z). La construccion de esta
sucesion acaba cuando el resto es cero; esto es, pp+1(z) = 0. Dado que el algoritmo usado
es esencialmente el algoritmo de Euclides para el calculo del méximo comun divisor de los
polinomios po(x) y p1(x), tendremos que p,,(z) = m.c.d.(po(x), p1(x)).

Si todos los ceros de p(x) son simples, py,(z) es un polinomio que no se anula sobre la
rectareal y {po(z),...,pm(x)} es una sucesion de Sturm para p(x) sobre cualquier intervalo
de la recta real. Si p(x) tiene ceros reales multiples, dicha sucesion no es de Sturm aunque
atn se cumple la tesis del teorema de Sturm (véase el problema 5.7). Asi pues, podemos
enunciar el resultado siguiente:

e Sean po(x) = p(x), p1(x), ..., pm(x), construidos mediante la recurrencia expresada
en (5.1), con p(a)p(b) # 0; entonces, el namero de ceros reales diferentes del polinomio
p(x) en (a,b) es igual a V(a) — V(b), donde V(z) indica el ntimero de cambios de
signo de

{p0($),p1(1'), s >pm(x)} :

Como consecuencia de este resultado, calculando V' (z) para diferentes valores de x,
podremos determinar intervalos de la recta real que contengan un dnico cero de p(z) cada
uno. Este método de separacién de ceros de polinomios recibe el nombre de método de
Sturm.

5.2.5 Meétodos numéricos para el calculo de ceros de polinomios

Al plantearnos el problema de calcular ceros de polinomios, hemos de tener en cuenta las
dos ventajas que los polinomios nos ofrecen:
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e La posibilidad de evaluacién rapida de un polinomio y de su derivada mediante la
regla de Horner.

e El uso de la deflaciéon que, conocido un cero de un polinomio, permite buscar los
otros ceros trabajando con un polinomio de un grado menor que el inicial.

Los métodos numéricos para el cilculo de ceros de polinomios pueden clasificarse en
dos grupos: los métodos generales de busqueda de ceros y los métodos especificos para
polinomios. El primer grupo esté formado por los métodos estudiados en el apartado 5.1.2:
biseccion, secante, Newton (que, en este caso, recibe el nombre de Birge-Vieta), regula falsi,
iteracién simple, etc., aplicados ahora a funciones polinomiales. Seguidamente se presentan
algunos del segundo grupo.

Método de Laguerre

El método de Laguerre es un método iterativo cuyo objetivo consiste en generar una sucesiéon
de valores (reales o complejos) zg, x1, ..., Tk, ... que converja hacia un cero que puede ser
real o complejo. Para la construccion de esta sucesion se utiliza la férmula siguiente:

Tpy1 = T — np(@)
P(ex) £ VH(xy)

donde p(z) es el polinomio sobre el cual trabajamos, n su grado y

H(z) = (n = D)[(n = 1)(¢'(2))? = np(2)p? ()] .

Fl signo del denominador se escoge de manera que lo haga mayor, en médulo.

Este método es de alto orden de convergencia: para ceros reales es ctibicamente con-
vergente y tiene la ventaja de que, cuando todos los ceros de p(z) son reales, converge sea
cual sea la aproximacién inicial real zg que se haya escogido. En este caso se dice que es
globalmente convergente.

Método de Bernoulli

Sea
p(x) = apa"™ + 12" Y+ . 4 az+ag
= ap(z" + by iz 4 b))
o b= (i=0+n—1).
an

Una matriz de Frobenius asociada a este polinomio (véase el problema 2.10) es la matriz

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
B= 5
0 0 0 10
0 0 0 0 1

—by —b1 —by ... —bp—2 —bp_1
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Se cumple que
det(B —zI) = (=1)"(2™ + by12™ ' + ...+ bz + by) .

Por tanto, encontrar los ceros de p(x) equivale a encontrar los valores propios de la
matriz B. En consecuencia, si aplicamos a la matriz B el método de la potencia expuesto
en el capitulo 2, obtendremos el cero de p(z) de médulo maximo, supuesto real y unico:

o |>]|az|> ... >|ay|. Asi, dados zg, 1, ..., z,—1 arbitrarios, se cumple que
Lo L1
x1 T2
B . = . con ry = —b()l’() — blarl — ... bn—lxn—l N
Tn—1 In
es decir,

_ G0To+a1T1 + ...+ Ap-1Tp—1
n — .

Qn

Repitiendo sucesivamente este proceso, obtenemos la férmula iterativa correspondiente
al método de Bernoull
aoTk + A1Tk4+1 + - .. + Ap—1Th4n—1

Lk+n = — a (k>0).

Bajo condiciones andlogas a las comentadas en el método de la potencia del capftulo 2,
tenemos

donde a es el cero de p(z) de mayor valor absoluto. La velocidad de convergencia depende
esencialmente de |32 | y puede ser muy lenta cuando [az|~[a1|.

Aplicando el método de la potencia inversa a la matriz B — al, podemos hallar el cero
real mas préximo al valor a, supuesto Ginico en moédulo. En el caso a = 0, buscaremos el
menor cero en valor absoluto y el algoritmo es facilmente expresable, ya que equivale a
buscar el inverso del mayor cero en valor absoluto del polinomio

q(z) = apx™ + az" P tap_iz+an, .

Asi, cuando a = 0, dados yo, ... ,yn—1 arbitrarios, calculamos yx1,, (k > 0), mediante
la férmula

anyYk + On—1Yk+1 + -« - + A1Yktn—1
aog

Yk4n = —

Bajo condiciones analogas a las del método de la potencia, se cumple ahora que

lim Yt 1
1m

=00 Y; Qp

donde ay, es el cero de p(z) de menor modulo.
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aZ‘l 0 0 0 0
0 " Anp—2 an—3 ag O
O RN R ) -y
ap o q-1 4d_p+3 d_n+2
0 a di? am-l 0
1 2 3 n—1
g g’ o "y
0 dgl) d§2) d(nfl) 0

Tabla 5.1: Esquema del método del cociente-diferencia.

Método del cociente-diferencia (Q-D)

El método del cociente-diferencia es una generalizacion del método de Bernoulli que genera,
bajo condiciones adecuadas, sucesiones convergentes a todos los ceros del polinomio p(z) =
anx™ + ap_12" 1+ ... + ag. El procedimiento se basa en la construcciéon de la tabla 5.1.

Los elementos ql(;), dl(;) (k>2—1) (i =1+ n) de la tabla se van calculando, por filas
sucesivas, mediante las llamadas reglas de los rombos que se esquematizan a continuaciéon:

o ql(ﬁrl = (d](f) — d(tll)) + q,(j), graficamente:

Apy1 d;(f)
_|_\ 0 /
911
. (i41) .
o dg_l = q;&l dS), graficamente:
dy
X
(i) / \ (i+1)
Qk+1\ qy,
) —
k+1

Es decir, para el cédlculo de un elemento de la tabla, es suficiente tener en cuenta el
rombo formado por él y los tres elementos superiores. Si el rombo estd centrado en la
columna de las ¢ la suma de los elementos situados en la parte superior-derecha es igual
a la de los elementos situados en la parte inferior-izquierda. Si el rombo esti centrado en
la columna de las d® puede afirmarse lo mismo, pero sustituyendo sumas per productos.
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Se cumple el resultado siguiente: si el esquema que acaba de describirse se puede
. )
construir (esto es, no se anula ningtn g, ), entonces

fim =iy Jim 4 =0
para todo indice i tal que |41 |<|ay|<|aji—1].

Hay que notar que la sucesiéon (q,gl)) k>1 es una sucesion de cocientes asociada al método
de Bernoulli y que la velocidad de convergencia de estas sucesiones (q,iz))kzg,i depende de
los valores | a?; |, siendo lenta cuando estos cocientes son proximos a 1. Tal caso hace
aconsejable la utilizacién de este método s6lo para obtener una primera aproximaciéon de los
ceros del polinomio. Estas aproximaciones se tendran que purificar después, aplicando un
método més rapidamente convergente, como el de Newton o el de la secante, por ejemplo.

La oscilacién en los valores de los elementos dg) de una misma columna k indica la
existencia de una pareja de ceros complejos conjugados. En tal caso, convendra tomar las
sucesiones q,gﬁ)rl + q,(:H) y q,gi)q,(fﬂ). Estas convergen respectivamente a ntumeros —r y s
tales que 22 + rz + s es un factor cuadratico del polinomio p(z). Resolviendo la ecuacion
de segundo grado 22 +rx +s = 0, obtendremos los ceros buscados. El problema 5.8 ilustra

estas consideraciones.

Método de Muller-Traub

Este método es utilizable para calcular ceros de cualquier funcién; ahora bien, su uso méas
generalizado corresponde al calculo de ceros de polinomios. Este hecho ha aconsejado que
haya sido incluido en este apartado.

El método de Muller-Traub estd basado en el esquema siguiente: dadas tres aproxima-
ciones xk_9,Tip_1, Xk de un cero o de una funcién f que, en el caso que tratamos, serd un
polinomio, se calcula el polinomio po(x), de grado 2, que interpola a f en xx_o,Tk_1, Tk y
se escoge Tgy1 como el cero de po(x) mas proximo a xy.

Asi pues, en el paso k-ésimo, dados zx_o, xp_1, Tk, calculamos (véase el apartado 3.1.3):

flze] = f(x),
flonan] = fler] — fler—1] ’
Tp — Tp—1
flop—1, 2] — fler—2, Tp—1]

flep—2, xp—1, 2] = ,
L — Tp—2

(obsérvese que los valores flrg_1] v flxk—2,zr—1] son ya conocidos del paso anterior);
entonces, el polinomio ps(x) viene dado por

p2(x) = flog] + flop—1, z)(x — 21) + flor—2, vp—1, 2p) (2 — 2p) (2 — Tp—1) ,

que podemos expresar como po(z) = ag(r — x1)? + 2bk(z — ) + ¢ con

ar = fleg—2,Tr—1,7k ,
1
by = i(f[ﬂfk—la xk] + fler—2, vp—1, xk](xK — Tk—1)) ,

Cr = f[xk]a
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v la férmula iterativa es
Ck

Tyl = Tk — 5 )
b, £ 1/b; — akcy

con el signo escogido de manera que el denominador sea maximo en mdédulo.
Conviene hacer dos observaciones:

1. Si el proceso iterativo no puede continuar porque ar = by = 0, hay que volver a
empezar, partiendo de otros valores iniciales xg, x1, xo.

2. Aunque se comience con unos valores xg, 1, T2 reales, se pueden obtener, si bz <
apcy, iterados complejos. Trabajando con aritmética compleja, este método sirve
también para calcular ceros no reales de f.

El orden de este método es al menos p = 1.84..., siendo p el Ginico cero positivo del
polinomio 23 — 22 — x — 1. Por tanto, si el calculo de la sucesion (k)k>0 es posible y se
parte de valores préximos al cero buscado, este método es convergente. El problema 5.6

ofrece un buen ejemplo de su utilizacion.

Método de Bairstow

Dado un polinomio p(z) = 2" + ap_12" ' + ... 4+ a1 + ag (supondremos, sin perder
generalidad, que a, = 1), el objetivo del método de Bairstow consiste en obtener factores
cuadraticos de la forma 22 +rz + s del polinomio p(x). Los ceros de estos factores lo seran
también de p(z).

En general, dados r y s, podemos escribir

p(x) = (@2 +rz+s) (" 2+ bz 3+ ... 4+by) +lx+m,

donde I y m son funciones de r y s: I(r,s), m(r,s). En estos términos, hay que encontrar
r v s verificando el sistema de ecuaciones no lineales

l(r,s) =0
m(r,s) =0 [ °
Para obtener estos valores serd suficiente resolver el sistema anterior. Un método de
resolucién es el de Newton en dos variables que seré estudiado en el apartado 5.3.3 y que,
en este caso, adopta la forma especialmente manejable que se describe seguidamente.
A partir de una pareja adecuada de valores iniciales 7¢, so, se generan sendas sucesiones

(k) k>0, (Sk)k>0 convergentes hacia la pareja de valores de r, s buscados.
La construccién de estas sucesiones se realiza de la manera siguiente:

Th41 = Tk + Ary,
Sky1 = Sk + Asg |7

siendo Arg, Asg las soluciones del sistema

coAr, + cAsp, = b_q
(c.1 —b_1)Ar, + coAsy = b_o [’
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donde los b;, ¢; se generan por las férmulas recurrentes:

bn—l = O, bn_Q = 1, bj = Q42 — kaj-f—l — Skbj+2 (] =n-—3= —2) s
Cn—1 = 0, Cp—2 = 1, Ccj = bj — TkCj4+1 — SkCj+2 (] =n—-3=+ —]_) .

Los valores rg, so han de escogerse tan préximos como sea posible a los valores busca-
dos, de esta eleccién dependerd la convergencia del método. Si, por algin procedimiento
aproximado, se han obtenido valores reales a1, @iy, préoximos a los ceros aq, asg, convendra

partir de rg = —ai; — da, Sg = . Si los valores aproximados de que disponemos son
dos complejos conjugados & + B4, & — Ji convendra, evidentemente, tomar 1o = —2d& y
Sp = &%+ 62.

El proceso iterativo se acabara cuando Arg, As sean suficientemente pequeAos. En-
tonces las raices de la ecuacion x? + r,x + s = 0 seran aproximaciones de dos ceros del
polinomio p(z). En el problema 5.8 se ofrece un ejemplo de utilizacion de este método.

Método de Graeffe

En la exposicién de este método limitaremos nuestra atencién al tratamiento de polinomios
con ceros reales simples. No obstante, hay que tener en cuenta que es igualmente 1til en
el caso méas general.

Consideremos un polinomio de grado n, p(r) = apz™ + a,_12" ! + ... + ag, con ceros
a1, Q, ..., Qy, distintos en modulo y que supondremos ordenados segin |y [>]|ag|> ... >

a | Si estos ceros estdn muy separados, en el sentido de que | ;™| (k = 2 + n) sean
suficientemente pequeAos, entonces
Gp—1 Ap—2 ao
] =~ — , Qg X — ey Oy X ——
an Gn—1 ai

Dado un polinomio cualquiera con todos los ceros diferentes en mdédulo, éstos no es-
tardn muy separados, en general; pero, elevandolos a una potencia conveniente, se puede
conseguir separarlos tanto como se desee.

Esta es la idea central del método de Graeffe: a partir de un polinomio p(z) de ceros
a1, g, ..., Qy, obtener un nuevo polinomio pi(z) de ceros a?,a2,...,a2. Aplicando
reiteradamente este método se irdan obteniendo polinomios pg(x) de ceros a%k, a%k, . ,oz?f,
hasta que, considerandolos suficientemente separados, podamos calcular

(k)

a .
28 n—i . .
aj =g (t=1+n),
Ap_it1

(k)

donde los a;” (j = 0+ n) son los coeficientes de py(x). A partir de aqui no hay ninguna
dificultad en el calculo de «;, teniendo en cuenta que la indeterminacion del signo se resuelve

sustituyendo +c; y —ay; en el polinomio original p(z). Asi, el nucleo del método de Graeffe
radica en la construccion recurrente del polinomio pgy1(x), de coeficientes ag-kﬂ), a partir
del polinomio pg(x), de coeficientes agk).
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Esta construccion se basa en la relacion ppy1(2?) = (—1)"pi(z)pp(—2), de la cual se
desprenden las expresiones que nos dan los coeficientes de pyy1(x) a partir de los de pg(x):

ay ™ = (-1yay”
agk+1) _ (71)71—1 (agk)Q o 2@(()]9)@5]9) )
D = (L1 (aék)2 —2aMal) 4 2a((]k)a§1k)> ;
k. Lo o 2 A & k k
a7(7,k.—~_1) - .ang)Qv

donde [ = min(j,n — j) en la expresion del coeficiente ag.kﬂ).

5.3 SISTEMAS NO LINEALES

5.3.1 Introduccion

En esta seccién se exponen, para la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales, dos
métodos numéricos que son generalizaciones de métodos ya estudiados en el caso de una
ecuacién no lineal: el método de iteracion simple y el de Newton. Por comodidad, tra-
bajaremos tinicamente con sistemas no lineales de dos ecuaciones con dos incégnitas que
escribiremos como

x1 = g1(x1, 22) } o fi(z1,22) =0 }
O )

Ty = go(z1,12) fa(z1,22) =

segin convenga.

5.3.2 Meétodo de iteracion simple en varias variables

Consideremos el sistema,

T2 = 92(561,932)

xr] = 91(1‘17562) }

que, usando la notaciéon vectorial

_ [ 71 _( 9(@) \ _ [ s1(@1,22)
Tr = ) g(flf) - - )
L2 92() g2(1, x2)
se expresa en la forma z = g(x).
El objetivo del método de iteracion simple en varias variables radica en la construccién
de una sucesién de vectores z(©, 2z 23 . que converja hacia la solucién buscada.
Partiendo de un z(9) adecuado, la construcciéon de dicha sucesion se hace segtn la formula

recurrente z*+1) = g(z(*),
Sobre la convergencia de este método se dispone del siguiente resultado:
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e Sea R un conjunto cerrado cualquiera de R?; si g(z) € R, para todo = € R, y existe
una constante real C' < 1 tal que, para alguna norma vectorial || ||, se cumple que

lg(z™) =g < CJla — 2@,

ara x\") € ') € R; entonces, el sistema x = g(x) tiene una soluciéon tnica en

P W e Ry2® e R; ent , el sist g(x) ti lucién ni R
y, para cualquier 20 ¢ R, la sucesion (O, () 22 obtenida por la recurrencia
2D = g(2(®) (k > 0), converge hacia la solucion.

Cuando una funcién g cumple las hipotesis del teorema anterior, se dice que es con-
tractiva (de constante C) dentro de R. De manera analoga al caso de una variable, una
condicion suficiente para que g sea contractiva en R es que sea continuamente diferenciable
y que la matriz jacobiana Dg(z) de g cumpla que

[Dg(x)]| < C <1

para todo = € R, siendo || | una norma matricial consistente con la norma vectorial
considerada.

5.3.3 Meétodo de Newton en varias variables

Consideremos un sistema escrito en la forma

fi(z1,22) =0
fo(@1,22) =0 [~

donde suponemos que las funciones f; y fo son diferenciables con continuidad.
Usando la notacién vectorial

) fi(z) fiz, 22)
xr = s €Tr) = = s
<m> f) (ﬁ@) (ﬁ%wﬁ
el sistema se expresa en la forma f(z) = 0.
Supondremos que la matriz jacobiana es regular en un entorno de la solucién,

of1 0f1
det (Df(x)) = det < ‘g’]‘% (z) gjig (=) > #0.
371(95) 372(37)

El objetivo del método de Newton en varias variables consiste en generar una sucesion
de vectores 2O, (M 2@ que converja hacia la solucién buscada. Partiendo de un
vector (9 adecuado, la construccion de dicha sucesion se lleva a cabo segtn la formula
recurrente

240 = o) — (Df ) f )

que es una generalizacién a dimensiéon dos del método de Newton para una ecuacién en
una variable.
El método de Newton acostumbra a formularse de la siguiente manera:

2B+ — 20 ¢ ALR)

I
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con Az®) cumpliendo el sistema lineal
Df(a)aa® = — (2.

Asi, en lugar de calcular la inversa de la matriz jacobiana en cada iteracién, tan solo
hay que resolver un sistema lineal.

Cuando el calculo de las derivadas parciales de f; y de fo comporte dificultades (por
ejemplo, cuando se desconozcan las expresiones analiticas de fi; y f2 y se disponga tni-
camente de un algoritmo para su célculo), serd necesario aproximarlas por sus cocientes
incrementales:

of . hi@+ by, @) = fia, o)
8%1 (:L‘1,$2> o hl ’
af1 iz ze + he) — fi(z, 22)
. (w1,22) =~ T :

y, andlogamente, para la funcion fo (se pueden usar también otras expresiones basadas en
las formulas de derivacion introducidas en el capitulo precedente). Los valores hy y hy de
las expresiones anteriores deben escogerse de manera conveniente. Hay una variante del
método de Newton, que se llama método de Steffensen, que consiste en tomar hy = fi(z(F)
y hy = fo(z™®)) para el calculo aproximado de Df(xz*®)) que ha de llevarse a cabo en el
paso k-ésimo del proceso iterativo.

COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS
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y, para cuestiones practicas, [Hen64|, [SB80]. Los métodos de la secante y regula falsi se
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gencia global de los métodos de Newton y de iteracion simple, destacamos [Hen64|, [IK66],
[Ost66]. Para la generacion de métodos via interpolacion, asi como para el estudio de
sus ordenes de convergencia, pueden consultarse [Dur61|, [Hen64|, [Hil74|, [Houb3|, [IK66],
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FORTRAN.
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Para sistemas de ecuaciones no lineales, pueden consultarse, por ejemplo, [IK66],
[ORT70], [Ost66], [SB8O].
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PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 5.1 Sea f una funcién 3 veces diferenciable con continuidad de la cual buscamos un
cero simple a.

a) Deducir la formula correspondiente al método iterativo que obtiene xy,q evaluando

en 0 el polinomio de Taylor de grado menor o igual que 2 de la funcién inversa g de f en
f(zx) (método de Chebichev).

b) Probar que el método descrito tiene orden al menos 3 para ceros simples y determinar
la constante asintética del error cuando el orden sea exactamente 3.

SOLUCION:

a) Sea g la funcién inversa de f en un entorno de « (existe ya que « es un cero simple
de f).

Siguiendo el enunciado, consideramos
2 q@
g (f (xk ;
Th+1 = Z (j'( ) (—f(zg))
=0 '

Obsérvese que g(o)(f(xk)) =g(f(xk)) = zx, ya que g(f(z)) = x.
Derivando dos veces esta ultima expresion, se obtiene

J(f@Nf(x) =1, ¢?(f@)f?@)+d (f(@)f(z)=0;

y, como consecuencia, las expresiones siguientes para las derivadas primera y segunda de
la funcion inversa g en f(zy) en términos de las derivadas correspondientes de f en xy:

1 IARICD)
f'(wk) fBxg)

Por lo tanto, la férmula iterativa del método de Chebichev se escribe como

oy = o — flar)  fP () ()
f'(@) 273 ()
b) Seguidamente demostraremos que el orden de convergencia de este método, al cal-
cular ceros simples, es al menos 3 y encontraremos la constante asintética del error en el
caso que sea 3. Consideremos la expresion del cero buscado

g (f(xr) = . 9P (flaw)) =

O (s
o = g(f(a) — o () fan) + T @) g2y

3)
—g(5®f3($k) , £e<0, flag) > .
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Teniendo presente que los tres primeros términos del segundo miembro constituyen la
férmula de iteracién, podemos escribir

g (&)
6

£ ) -

Lp+1 — @ =

Encontraremos ahora las expresiones de f(z) y de g(® (¢) en funcion de las derivadas
de f.
Por un lado,

flap) = fla) + f'(n)(zk — a) = f'(n)(zx — a)

conn e< a,xy >.
Por otro, derivando tres veces la expresion g(f(x)) = z, obtenemos que

gV (f(2) () + 39D (f(2) £ (2) fD (@) + g (f(2) fP(z) = 0.

Reemplazando las expresiones de ¢'(f(z)) y de ¢ (f(z)) obtenidas anteriormente y
despejando g (f(z)), tenemos

3fP2(x) — f'(2) fP) (2)
f(@) '

Sustituyendo estas expresiones en la de xx 1 — a y teniendo en cuenta que £ = f(g(&)),

9D (f(x) =

resulta
(2)2 — ! (3)
st o = LGN LGSO g, o
y, por tanto,
Tp1 — 3FH2(g(€) — f(9(€) fP(9(€))

13
xkgam T zp—a 6f’5(g ) f (77) .

Ahora bien, cuando xj — «, tenemos n — «, f(xg) — 0, — 0y g(§) — «; entonces,

T —a _ 3fP%(a) — f'(a) [P (o)
xklr—>na (.’Ijk — a)3 N 6f/2(Ct) .

Con esta ultima expresiéon queda demostrado que, para el calculo de ceros simples, el
orden de convergencia del método de Chebichev es al menos 3 y que, en el caso de que sea
exactamente 3, la constante asintotica del error viene dada por la expresién

3fP%(@) — f'(a) ¥ ()
6/7(a) '
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Problema 5.2 a) Determinar el orden de convergencia del método de Steffensen

f* ()
flop + fzr) — flog)
en el calculo de ceros simples de funciones dos veces diferenciables con continuidad.

b) Aplicacién: Comprobar numéricamente que, al usar este método para el calculo del
cero de f(x) = cosx —x, el orden de convergencia es el encontrado en el apartado anterior.

Th+1 = T —

SOLUCION:

a) Escribimos el método en la forma

f(zk)
g(zr) ’

Th+1 = Tk —

con
~ flag + f(zg)) — flag)
9(zk) = :
far)
Notese que g(xy) es una aproximacion por derivacion numérica de f/(zx) con paso
f(zx). Usando el desarrollo de Taylor de la funcién f en un entorno de xy

fA (&)
2

@ + f(zr) = flar) + f'(zp) f(zr) + ()

con &1 €< xg,xk + f(x) >, se obtiene

1
g(wr) = f'(wx) + 5 fP ) fan) -
Considerando ahora los desarrollos de f y f’ en un entorno del cero simple buscado a:

fla) = (&) (@r — ),
() = f'(@) + fO&) (@, — o)

con &2,&3 €< a, xp > y sustituyendo en la expresion de g(zy), obtenemos

g(ex) = (@) + O(E) (o) + 37O (E) f1(€) ek — )
Entonces, teniendo presente que

FP (&)

flaw) = f'(a)(zk — @) +
con &4 €< o, x >, podremos escribir
(zk — a&)g(xx) — f(ak)
9(xk)

[F®(&5) + 3 FO(€) F(&)) (wr, — )2 — L2880 (3, — )2
F1(@) + [f@(&) + 3O (&) F(&)](ze — a) '

Tp41 — @ =
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Cuando k — oo, > ay & — a parat=1,2,3,4. Por lo tanto,

. oz —a ()
A T T 2 (a)

(14 f'()) -

Asi, la convergencia es cuadratica si f)(a) # 0y f'(a) # —1. En caso contrario, es
al menos cuibica.

b) Consideremos la funciéon concreta f(x) = cosz —x. Podemos escribir la recurrencia
dada por el método de Steffensen de la forma x4 = G(x)) donde

(cosx — )?

Gx)==z

 cos(cosz) —2cosx +

Tomando xyp = 1 y aplicando la recurrencia descrita, se obtiene

r1 = 0.7280103655 ,

2 = 0.7390669669 ,

r3 = 0.739085133167 ,

T4 0.739085133216

rs = 0.739085133216 ~ « ;

de manera que

eo = 0.260915 ,

e; = —0.01107477 ,
es = —0.0000181663 ,
es = —0.000000000049 ;
y, por lo tanto,
e
= 0163, 2=-0148, = _0.148.
€0 €1 €2
Noétese que la constante asintética del error es
f@(a) , a sen o
1 = —————— = —0.1487371708
21" () (14 f()) 2(1 + sen«) ’

valor al cual ha de tender la sucesion

<€k+1)
5 .
€k k>0

Esta tendencia muestra la convergencia cuadratica del método.

Problema 5.3 Demostrar que el método de Newton modificado para ceros miltiples

m f(zy)

xkﬂ:xk—ma

tiene orden de convergencia 2 al calcular un cero o de multiplicidad m de f siempre que f
sea m + 1 veces diferenciable con continuidad y que f+1(a) # 0.
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SOLUCION:

Si f es m + 1 veces diferenciable con continuidad, teniendo en cuenta que f(«a) =

fllay=...= f(mil)(a) =0y f(m)(oé) # 0, resultan las expresiones:
(m) (m+1)
f(ZC) = f m!(a)(w_a)m_‘_ f(Tn—i_(lé;)(x _a)m—i-l 7
(m) (o (m+1)
flx) = ({n_<1))'(x —a)™ 4 fm‘(éz)(x o)™,

con &1,& €< x, a0 >.
Por lo tanto,

(m) (m+1)
m {f m!(a) () — o)™ + f (m+1()§!1) (2 — Q)

(m) a _ (m+1) ’
o (a4 S g —

m+1}

T4l — Q@ =T — Q@ —

con &1,& €< T, a0 >
Operando en la expresién anterior, se obtiene

fmt (&) mfmHD (&)
Tht1l — m! (m+1)!

e

(&) — g fm (&)
m fm () + D (&) (2 — @)

Cuando k — o0, xp — a 'y & — a para i = 1,2. Por lo tanto,

tpp1 —a (@) — 2 fOm D () Fm0 (@)

i (rr — )2 mfm) (a) ~ m(m+ 1) f)(a) 7o

Asi, el orden de convergencia es 2 y la constante asintotica del error es

f(m+1)(a)
m(m +1)fm(a)

Problema 5.4 a) Deducir la formula recurrente del método de interpolacién inversa iterada de
3 puntos para el calculo de ceros de una funcién f.
b) Encontrar el orden de convergencia y la constante asintética del error del método
anterior al calcular ceros simples para el caso mas general.
c) Aplicacion: Calcular, con un error menor que 107, el cero de la funcién

1
f(x)=——2Inz—-0.5,

x

a partir de las aproximaciones iniciales siguientes: xg = 0.5, x1 = 1, z9 = 1.5.
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SOLUCION:

a) Recordemos el algoritmo del método de interpolacién inversa iterada de 3 puntos
para el célculo de ceros de una funcién f:

e Se parte de tres aproximaciones xg, x1, Z2.

e Se interpola la funcion g, inversa de f, mediante un polinomio ¢2(y) que pasa por los

puntos (f(z0),z0), (f(x1),21), (f(22),22).

e Se toma x3 = ¢2(0) y se repite el proceso con los valores z1, x9, x3 como aproxima-
ciones del cero a buscado.

Seguidamente detallamos el célculo de x11 a partir de x_o, zx_1, 2. Para simplificar
la notacion, escribiremos f; = f(x;).

Aplicando el método de las diferencias divididas de Newton en los puntos (fix_2, x_2),
(fx—1,2k-1), (fx,zK), se obtiene el polinomio interpolador de la funcion inversa de f

@2(y) = + 9lfr, o]y — fr) + glfes fo—1, fro2l(y — fr)(y — fr—1) -

Tomando zx41 = g2(0) y operando, se obtiene

Thi1 = Tk — 9L fes fo—1]fre + 9l fk, fo1, fro—2) fufr—1

donde, tal como se ha explicado en el capitulo 3, el calculo de

Tp — Tp—1
g[fkafk—l] fk — fkjfl s
g[fk,fk_l,fk_z] — gl:fk/"fk?—l} _g[fk—lafk—Q]
Je = fr—2
se realiza a través de un esquema triangular del tipo siguiente:

fe | @k
9l fks fr—1]

Je—1 | Tp—1 9l fks fr—1, fr—2]
9lfk—1, fr—2]

Je—2 | T2

Notese que, una vez calculado z41, cuando se inicie una nueva iteracién con Tp41,
T, Tk—1, se podra aprovechar la parte del esquema triangular que tiene como vértice
9lfk, fx—1], v solo tendra que anadirse una nueva fila superior.

b) Para encontrar el orden de convergencia y la constante asintotica del error del
método descrito en el apartado anterior, partimos de la expresién del error que se produce
al interpolar la funciéon g(y) por el polinomio g2(y) (consultese el apartado 3.1.2):

9% (i ()

s WS fee)(y — fie2)

9(y) — q2(y) =

donde n,(y) €< fr, fi—1, fi—2,y >.
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Si evaluamos esta expresion para y = 0 observando que se satisfacen ¢g(0) = a y
¢2(0) = xp41, obtenemos

g9 ()
3!

O — T = Jefe—1fr—2 ,
con 1y = 1 (0).

Tomando e; = x; — a y considerando el polinomio interpolador de Taylor de grado
menor o igual a 1 de la funcién f en « evaluado en los puntos xp, xx_1, Trp_o con los
errores correspondientes, se obtiene

2)(¢.
fi=f'(a)e; + ]022(&)6@2 ,

con & <z, a> (i=kk—1,k—2).
Sustituyendo estas expresiones en la formula del error, podemos escribir

(f’(a) + f(Q)(&)@i) €; .

Cuando k — oo y supuesta la convergencia zy — «, tenemos & — «a, np — 0. Por lo
tanto,

Ck+1 =

gD m) 1
1l

3!

) 2

3)
. Ck+1 g (0) 3
lim = .
kl>oo €rCr—1€k—2 6 f (Oé)

En el problema 5.1 se deduce la expresion de g(® (f(z)) en funcion de las derivadas
hasta orden 3 de f en x

3f*2(2) — f'(2)f¥(2)

/() ’

9D (f(x) =

que, para x = «, queda

d®0) =3 ®2(a) = ["(0)fP(a)

[ ()
Asi, podremos escribir
22(0) — ®3)
o € 3[%a) = [(@)fP0) _
k—00 €kl 1€k 2 6f%()

Si indicamos el orden de convergencia por p y la constante asintética del error por L,

tendremos .
. k+1
lim Lt — [, .

k—o0 GZ

De manera que, para k — oc:
D D P
ep+1 ~ Lep , ep~Le,_ |, ep_1~ Leg_, ;

asimismo, para k — oo,
ep+1 ~ Kepep_1ex—o (kK — 00) .
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Expresando egy1, ex—1 v ex—2 en funciéon de ey y sustituyendo en la dltima expresion,
obtendremos

1+14 %
e, " *
Lr ' »?
Asi, sera necesario que
2 1
p:1+3%%,K:LHﬁﬁ
p P

o equivalentemente,
P
pPP—pP—p—1=0, L=Kr+,

Asi pues, el orden de convergencia del método propuesto sera el tnico cero real del

polinomio

:L’3—:c2—x—1,

que vale, aproximadamente, 1.84; la constante asintética del error sera entonces
D
L= K»r+1 |

Finalmente, obtenemos

3/¥%(a) - f'(a) /9 <a>> A
672(a) |

c¢) Apliquemos ahora el método de interpolacion inversa iterada al célculo del cero de
la funcion f(z) = % — 2Inz — 0.5, partiendo de los valores xg = 0.5, 1 = 1 y 9 = 1.5.
En cada iteracion realizaremos el célculo de g[fx, fx—1] v de g[fx, fi—1, fx—2] mediante un
esquema triangular, teniendo en cuenta que, para su construccién, podremos aprovechar
algunos valores del esquema triangular correspondiente a la iteraciéon anterior. Detallamos,
a continuacién, las sucesivas iteraciones.

En la primera iteracion, el esquema triangular de diferencias divididas

Ji z | glfis fira] | glfs, firn, fival
—0.6442635 | 1.5

ngM,L:<

—0.4369623
0.5 1 0.0644183
—0.2095299

2.886294 | 0.5

nos permite calcular x3 ~ 1.19773 con f(z3) = —0.0259436.
En la segunda iteracion, el esquema triangular de diferencias divididas

fi x; glfis fix1] | glfi, fiv1, fivo]
—0.0259436 | 1.19773

—0.4888569
—0.6442635 | 1.5 0.0986696
—0.4369623

0.5 1
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nos permite calcular x4 ~ 1.186697 con f(z4) ~ 0.0003284.
En la tercera iteracién, el esquema triangular de diferencias divididas

fi x; glfi, fix1) | 9lfis fit1, fira]
0.0003284 | 1.186697

—0.4199677
—0.0259436 | 1.19773 0.1068726
—0.4888569

—0.6442635 | 1.5

nos permite calcular x5 ~ 1.186834 con f(x5) ~ 3.58 - 10~".
Veamos ahora que el error de aproximacion de x5 es ya mas pequeiio que 1075,
Como
flzs) = f'(§)(xs —a), E€<as,a>,
podemos expresar
f(zs5)
f'(€)
Un breve estudio de la funciéon f nos permite asegurar que a € (1,2) y que, por lo
tanto, £ € (1,2) y 1.25 < |f'(§)| < 3.
Resulta, entonces,

€:|65‘:‘

3.58 107
- <107%.
€5 < 195 < 10

Asi, el cero buscado, con error menor que 107%, es

o~ 1.186834 .

Problema 5.5 Comparar, segiin su eficiencia, los métodos de Newton y de la secante al calcular
un cero simple o de una funcion f tal que f®(a) # 0.

SOLUCION:

Queremos calcular un cero de una funcién f con una aproximacién € usando los métodos
de Newton y de la secante a partir de un valor aproximado con error €. Consideraremos
que el coste de una evaluacién de la funcién f es la unidad e indicaremos por c el coste de
una evaluacion de la funcion derivada f’. Despreciaremos los costes correspondientes a las
operaciones aritméticas en comparacién con los de evaluacién de las funciones al aplicar
las formulas iterativas.

Para aplicar la formula iterativa del método de Newton hay que evaluar f y su derivada
f’; en cambio, para el método de la secante, solo es necesario evaluar la funcién f.

De las caracteristicas de ambos métodos, se deduce que:



CAPITULO 5. ECUACIONES NO LINEALES 386

e N iteraciones de Newton tienen un coste de N(1+ ¢) y reducen aproximadamente el
o N ) .
error inicial €y a €2, ya que el método de Newton tiene orden 2 en este caso.

e S iteraciones de la secante tienen un coste de S y reducen aproximadamente el error

1+v5

2> es el orden del método de la secante en este caso.

. . . S
inicial € a €5 , donde p =

Notese que las constantes asintéticas se han considerado iguales a 1; el resultado seria
esencialmente el mismo si no se hiciese esta suposicion.

Para obtener, aproximadamente, el mismo error €, se deberd cumplir la condicién
NIn2 ~ Slnp. Asi, el método de Newton serd més eficiente que el de la secante cuando
el coste total de la aplicacion de aquél sea inferior al de la aplicacién de éste. Esto pasara
para los valores de ¢ que cumplan:

In2

N(1 <S~N—
(140 <S=Np,

osea,cgcozﬁ—;—lzo.élll.
Por lo tanto, podemos afirmar que el método de Newton es més eficiente que el método
de la secante si el coste de una evaluaciéon de f’ es menor que ¢y veces el coste de una

evaluacién de f.

Problema 5.6 Calcular, por el método de Muller-Traub, todos los ceros del polinomio p(x) =
1282% — 25623 + 16022 — 327 + 1.

SOLUCION:

Tal como se ha expuesto en la parte teérica, el método de Muller-Traub se basa en la
construccién de una sucesion de valores xg, x1, T3, ... que tienda hacia el cero buscado a.
Esta construccién se lleva a cabo a través de los pasos siguientes:

e Se parte de tres abscisas (por ejemplo, zg = —1, 1 = 1, x2 = 0).

e Se construye el polinomio de grado menor o igual que 2 que pasa por los puntos
(wOap($0))7 ($17p(x1))7 (l‘2,p($2))-

e Se escoge x3 como el cero de este polinomio que sea mas proximo a xo.

El calculo de x4 se realiza de manera similar, pero partiendo de los valores x1, z9, x3.

Los otros términos de la sucesién se van calculando de la misma manera, partiendo
siempre de las tres ultimas abscisas calculadas.
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e El proceso se interrumpe cuando dos términos consecutivos de la sucesién distan

menos de un error admisible prefijado que, en nuestro caso, estableceremos en 1077,

Un estudio del polinomio p’(x) en un entorno de cada uno de los ceros buscados nos
indica que 1 <|p/(§)|. Asi, teniendo en cuenta que

p(l'k)
P'(§)

con £ €<z, >, |p(x)| es una cota del error de la aproximacion xg. Usaremos
esta cota para estimar la precisién de los resultados a; que obtengamos.

9

|xk—a|=\

Aplicando el algoritmo de Muller-Traub al polinomio p(z) obtenemos la sucesion de

valores:

rog = -1 s

r1 = 1 s

Tro = 0 s

z3 = 0.003484363 ,
x4 = 0.032763594 ,
zs = 0.038144149 ,

¢ = 0.038060056 ,
z7 = 0.038060234 ,
zg = 0.038060234 .

Asi, ay =~ 0.038060234, con | p(aq) |~ 5.3 - 107°.
Conocido el cero a1, podemos proceder, por la regla de Horner, a una deflaciéon del

polinomio p(x)

con

p(x) = (& — a1)pi(x) +plaa) ,

pi(x) = 12823 — 251.128292% + 150.4422 — 26.274142 .

Al efectuar una nueva iteracion de Muller-Traub sobre p;(x) obtenemos:

rog = 1 s

r1r = 0.5 y

xro = 0 s

x3 = 0.43103863 ,

xqg = 0.33287561 ,
rs = 0.31182922 ,
T6 0.30862015 ,
7 0.30865827
rg = 0.30865826 .

El valor aa = xg es un cero aproximado del polinomio pj(z) cuyos coeficientes estan

afectados de un error debido al proceso de deflacion de p(x) que se ha realizado con un
cero a1 que no era exacto. Por esta razén conviene purificar do, aplicando el método
de Muller-Traub al polinomio inicial p(z), tomando como valores de partida los xg,x7 y
ais = g calculados en el proceso que se ha llevado a cabo sobre pi(x).

Obtenemos g =~ 0.30865828, con |p(ag)|~3.3-1078.



CAPITULO 5. ECUACIONES NO LINEALES 388

Procediendo a una nueva deflacién

p1(x) = (z — az)p2(z) + p1(a2) ,

se obtiene
pa(x) = 12822 — 211.620030z + 85.123725 .

Dado que es de segundo grado, el calculo de los ceros de p2(x) no tiene ninguna difi-
cultad. Se encuentran: a3 = 0.69134177 y a4 = 0.96193972.

Nuevamente convendra purificar as v ay de los errores que se hayan podido acumular a
lo largo de las dos deflaciones realizadas. Igual que hemos hecho para ao, este refinamiento
se lleva a cabo aplicando el método de Muller-Traub al polinomio inicial p(x). Se obtiene:
as = 0.69134172, con |p(as3)|~3.3-107% y ay = 0.96193977, con |p(ay)|~ 7.8 - 1075,

Problema 5.7 a) Indicar como puede extenderse el método de Sturm al caso de un polinomio
real con ceros reales multiples.
b) Aplicacién: Separar los ceros reales de

p(x) = 2% —22° + 2 —42? + 8z — 4 .

SOLUCION:

a) Dado un polinomio real p(x) = a,x™ + ... + ag, construimos la sucesion

po(z) = p(),
mx) = pla),
pici(x) = qi(x)pi(x) — cipivi(x) (i=1-+m),

con la ayuda del algoritmo de Euclides.

Esta sucesion acaba cuando pp,+1(z) = 0. Resulta evidente que m < n, ya que p,,(z) =
m.c.d.(p(x),p'(z)).

Si todos los ceros reales de p(z) son simples, entonces {po(z), . .., pm(x)} es una sucesion
de Sturm para p(x) sobre cualquier intervalo de la recta real y se cumple, por el teorema
de Sturm, que si p(a)p(b) # 0, el ntimero de ceros reales de po(x) en (a,b) es V(a) — V(b),
siendo V' (z) el nimero de cambios de signo en la sucesion {po(x),...,pm(z)}.

Si p(z) tiene ceros reales multiples, entonces p,,(z) se anula en algunos valores reales.
Dado que pp,(z) divide a po(z) v p1(z), es facil ver por induccion que divide a todos los
polinomios p;(z) (¢ = 0+ m). Si consideramos los polinomios
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resulta que {fo(x),..., fm(z)} es una sucesion de Sturm para fo(z) sobre cualquier inter-
valo de la recta real ya que las condiciones 1, 2 y 4 son inmediatas (véase el apartado 5.2.4)
y, para demostrar la condicién 3, tan solo tenemos que derivar

po(x) = fo(2)pm(z)

para obtener
po(x) = fo(@)pm(@) + fo(2)pp(z) -

Si fo(a) = 0, entonces

Ph(@) = f(@)pm(a) |
oo pi(@) ph(a) [ ph(a)\?
flefole) = e (@) — <pm<a>> >0

ya que, si pj(a) = 0, también pasa que pp, () = 0y, en la fraccion, se eliminan los factores
anuladores.

Por el teorema de Sturm, si fo(a)fo(b) # 0, el namero de ceros reales de fo(z) en
(a,b) es igual a W(a) — W (b), siendo W (x) el nimero de cambios de signo de la sucesion
{fo(x),..., fm(x)}. Notese que si p(z) # 0, entonces py,(z) # 0y V(x) = W(x). Por otro
lado, dado que fo(z) tiene los mismos ceros que po(z), pero simples, el ntimero de ceros
reales de fo(z) en (a,b) es igual al nimero de ceros reales diferentes del polinomio py(x)
en (a,b), si po(a)po(b) # 0. Asi, se cumple el resultado siguiente:

e Si p(a)p(b) # 0, el niumero de ceros reales diferentes de p(z) en (a,b) es igual a
V(a) =V (b).

b) Seguidamente aplicamos este resultado al polinomio
plx) =a® — 225 + 2t — 42 4 82 — 4.

En primer lugar construimos la sucesién de polinomios asociada. Comenzamos con
po(z) = p(x), p1(z) = p'(x). Para el cilculo de pa(x), dividimos po(z) entre pi(x), obte-
niendo

11 2., 2.4 24, 56 32
po() = (go — PIm(@) — ga' + ga” — S + o — .
Introduciendo po(x) = 2* — 23 + 1222 — 28z + 16, resulta que
1 1 2
po(@) = (5o = 7g)p(x) — gpa(a) -

El proceso se puede continuar:
e Dividiendo p;(x) entre p2(x), se obtendria
pi(z) = (62 — 4)pa(z) — T2p3(z) ,
con p3(z) = 2® — 322 + 3z — 1.
e Dividiendo py(z) entre p3(z), se obtiene
pa() = (& + 2)ps(z) — 3pa(a)

con py(r) = —5x? + 11z — 6.
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e Dividiendo p3(z) entre ps(x), se obtiene

4 1

pa(a) = (=5 + o )ma(@) = 2ps(a) |

5 25
con ps(z) = —x + 1.

e Dividiendo p4(x) entre ps(z), se obtiene
pa(x) = (52 — 6)ps(z)
y se acaba el proceso.

Obsérvese que, usando las relaciones de recurrencia entre los polinomios p;(x), para
calcular {po(z),...,ps(x)} para un valor x dado, son necesarias inicamente 10 sumas y 13
multiplicaciones.

Ya que ps(x) = —z + 1 = m.c.d.(p(x),p'(x)), resulta que 1 es un cero doble de p(z).
Para localizar los otros ceros reales, estudiemos los signos de la sucesién de polinomios
para algunos valores x. Se obtiene la siguiente tabla:

2 || —oo| —2]—1]0]1]1192..]125]15] 2 +oo
polz) | + | + | — | —]0 - - |+ | +] +
)| — | —| —|+|0 - - |+ | +] +
plz) | + [+ |+ [+]O 0 + |+ |+ ] +
ps(z) || — | — | —|—=1]0 + + | + | +] +
pa(z) || — | — | — | =10 + - | == =
ps(z) | + | + | + |+ |0 e e
Vi) || 4 | 4|3 |3 |—] 2 5 |1 [1] 1

HISTORIA DE LA TABLA:

Hemos comenzado con —oo, +00 y, debido a que V(—o0) — V(400) = 3, hay tres ceros
reales diferentes, uno de los cuales ya sabemos que es ¢ = 1. Hemos ensayado después con
0y, como V(—o0)—V(0) = 1, hay un cero real en el intervalo (—oo,0). Probando con —1y
—2, observamos que este cero real negativo estara en (—2,—1), yaque V(=2)—V(-1) = 1.
Tanteando con 2, 1.5 y 1.25, detectamos un cero real en (1.25,1.5). Asi quedan separados
los tres ceros reales.

Hay que hacer dos observaciones:

1. Al ser z = 1 cero multiple, se cumple que p;(1) =0 (i =0+ 5).

2. Si probamos con = 1.192143. .., para el cual pa(z) se anula, aparece un 0 en la
columna de signos. En estos casos se ha de ignorar este valor y calcular el nimero de
cambios de signo segun los elementos anterior y posterior. Asi, si tenemos —, 0, +,
hay un cambio de signo, pero, si tenemos —, 0, —, no hay ningin cambio de signo.
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Problema 5.8 Queremos calcular todos los ceros del polinomio
p(z) =zt — 223 — 142® — 22 — 15 .
Usar el método Q-D para obtener una primera aproximaciéon y los métodos de Birge-
Vieta y Bairstow para precisar los resultados.
SOLUCION:

La resolucién de este ejercicio se realiza en tres apartados.

a) APROXIMACION DE LOS CEROS POR EL METODO Q-D
El algoritmo descrito en la parte tedrica del capitulo nos permite construir la tabla

siguiente:

(J,(Cl) d](:) ql(f) d;f) q;ig) d§€3) ql(€4)
2 0 0 0

0 7 0.1429 7.5 0
9 —6.8571 7.3571 —7.5

0 —5.3333 —0.1533 —17.6456 0
3.6667 —1.6771 —0.1352 0.1456

0 2.4394 —0.0124 8.2347 0
6.1061 —4.1288 8.1118 —8.0890

0 —1.6495 0.0243 —8.2115 0
4.4566 —2.4551 —0.1240 0.1225

0 0.9087 0.0012 8.1120 0
5.3653 —3.3625 7.9867 —7.9894

0 —0.5695 —0.0029 —8.1147 0

En esta tabla podemos observar que los valores de las columnas dV i d® se van
haciendo pequenos, lo cual indica que las sucesiones (q,gl))kzl y (q;?))kzo tienden hacia
ceros reales de p(x). Podemos considerar los valores 5.3653 y —3.3625 como aproximaciones
de estos ceros.

El comportamiento oscilatorio de la columna d® nos indica la existencia de un par
de ceros complejos conjugados. El célculo de estos ceros se llevard a cabo a partir de
la determinacion del correspondiente factor cuadrético de p(x). Este factor sera del tipo
22+ rxz + s, donde

r=— lim (aits + )
o= )

v se calculard por el método de Bairstow, a partir de un factor con valores aproximados
derys.
Con los datos que aparecen en la tabla, observamos que:

e Los primeros términos de la sucesién (c_[/l(i)1 + q](:l))kz_g son:

—0.142857, 0.010417, 0.0228, —0.0015, —0.0027,...
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e Los primeros términos de la sucesion (q,(c?’)q,(f)) k>—2 SON:

0, 1.0714, 1.0938, 0.9938, 0.9908, ...

Asi, podremos tomar como aproximaciones de r y de s los valores 0.00273 y 0.99081,
respectivamente.

b) REFINAMIENTO DE LOS CEROS REALES POR EL METODO DE BIRGE-VIETA

Utilizando la iteracién
p(zy)

p'(zn)
a partir de los valores aproximados calculados por el método Q-D, obtenemos:

Tn4+l1 = Tp — ;

To = 5.3652 To = —3.362527
1 = 5.054466 | 1 = —3.070510
z2 = 5.001458 | 9 = —3.003374
3 = 5.000001 | 3 = —3.000008
x4 = 5.000000 | z4 = —3.000000

Por tanto, los dos ceros reales de p(z) son 5y —3.

Ahora podriamos aplicar el método de deflacion a p(z) y obtener, sin gran dificultad,
los ceros restantes, pero no lo haremos con el fin de mostrar un ejemplo de aplicacion del
método de Bairstow.

¢) CALCULO DE LOS CEROS COMPLEJOS POR EL METODO DE BAIRSTOW

Partiendo del factor aproximado 22 + 0.0027z + 0.9908 y usando el algoritmo de
Bairstow, descrito en el apartado 5.2.5, tenemos rg = 0.0027 y so = 0.9908.

En la primera iteracién, los valores:

by = —2.0027 , c1 = —2.00546 ,

bp = —14.98534255 , c¢o = —15.97067764 ,
b_1 =0.025234896 , c_; = 2.055864669 ,
b_os = —0.152441640 ,

nos permiten construir el sistema

—15.97067764 Arg — 2.00546 Asy = 0.025234896
2.030629773 Arg — 15.97067764 Asyp = —0.152441640 | ’

cuya solucién es
Arg= —2.735-1073 ,
Asg = 9.197347-1073 ;

de manera que r; = 79+ Arg = —5-107% y 51 = 59 + Asg = 1.000007347.
En la segunda iteracion, los valores

by = —1.999995 |, cr = —1.99999 |

by = —15.00001735 , co = —16.00003470 ,
b_y =—6.5306-10"°, c_; = 1.999859388
b_o = 1.2755967 - 1074 |
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nos permiten construir el sistema

—16.00003470 Ar; — 1.99999 As; = —6.5306-107°
1.999924694 Ar; — 16.00003470 As; = 1.2755967-107% ( °
cuya solucién es
Ari= 5- 1076 ,
Asy = —7.3474-1076 ;

de manera que 7o =11 + Ary =0y s9 = 51 + Asy = 1.

Al efectuar una tercera iteraciéon se obtiene Ars = Ass = 0, de manera que los valores
definitivos de r y s son, respectivamente, 0 y 1. El factor cuadratico buscado es 22 + 1,
que tiene por ceros i, —i.

Asi, los ceros del polinomio

p(z) =2t — 223 — 142® — 22 — 15 = (z — 5)(z + 3)(z? + 1)

son 5, —3,1%, —1.

Problema 5.9 a) Sean p(z) y q(z) dos polinomios y € un numero real, pequenio en valor absoluto.
. Coémo pueden aproximarse los ceros de p(z) = p(z) + eq(x), conocidos los de p(x) y
supuestos éstos simples o dobles?

b) Aplicar la respuesta a la pregunta anterior al calculo aproximado de los ceros del
polinomio p(x) = p(x) + eq(x), con

p(ﬂ?) :$3—9$2+15x—}—25 7 q(az) _ —1‘2 e= 10—6 ‘

SOLUCION:

a) Obsérvese que la cuestion que se plantea es como quedan perturbados los ceros de
un polinomio al perturbar ligeramente sus coeficientes.

Sea o un cero de p(z) y @ un cero de p(z) y supongamos que @& proviene de la evolucion
seguida por « al aumentar el pardmetro ¢, partiendo de 0. Consideraremos siempre que
q(a)) # 0 ya que si no « seria también cero de p(x) y no estaria afectado por la perturbacion
(@ = a). Sea § = @ — «a, nos proponemos aproximar 0(€) del cual tan solo conocemos que
5(0) =0.

Consideramos el desarrollo de Taylor de p(z) en un entorno de «, evaluado en @

0=p@) =pla+6) =p(a)+7(a)d + P (a) 54 73 ()

3
2 g Ot

y sustituimos p(z) por p(z) + eq(x)
2
0 = cqfe) + (0F(0) +eq'(0))3 + (0?(a) + g ()
3
HEP(0) + e (@) -
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Ahora conviene distinguir el caso en que « es un cero simple de p(z) del caso en que
es doble.

CASO DE CERO SIMPLE
Para obtener una aproximacién de J, tomaremos los dos primeros términos del desar-
rollo de Taylor,
0~ eg(e) + (p'(@) +€d'(a))d

y despejaremos d:

5o @) _ egla) (1 Q’(a>>1 I OBV

P +ed(@)  play\ " Pla) ()

Si hubiésemos tenido en cuenta también los términos en 62 en el desarrollo de Taylor,
habriamos obtenido el mismo resultado, una vez desarrollada la expresion de 9.

Si el grado de p(z) es 1 y el de ¢(z) es 0, la expresién obtenida de ¢ es exacta y se
ilustra en la figura 5.6. En esta figura, puesto que

tanp = p'(a) = Eq_(?) :
resulta que
P/ C)
=—= ’
P (@)

como estaba previsto.

CASO DE CERO DOBLE

Si, en este caso, tomasemos solamente los dos primeros términos del desarrollo de
Taylor, no se aportaria ningin dato més para la determinaciéon de § que la anulacién de
p(a) y de p'(a), de manera que actuarfamos como si el polinomio p(z) fuese idénticamente
nulo y, en realidad, estariamos buscando un cero de g(x): la expresion obtenida para ¢
serfa igual que el incremento que obtendriamos al aplicar el método de Newton a ¢(x) a
partir de . Para evitar esta pérdida de informacion sobre p(z), tendremos en cuenta los
tres primeros términos del desarrollo

52
0~ eqla) + eq' ()0 + (1 () + ¢ (a)) 5 -
Asi,
5~ —e¢'(a) + H(w)
P (@) +eq®(a)
con

H(a) = (€2¢”(c) — 2eq(c) (pP () + ¢ ()))7 .

Usando desarrollos de Taylor, encontramos las expresiones:

H(a) = /—2q(a)p@(a)ez + O(e

Nlw

)
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Figura 5.6: Funcién lineal desplazada por constante.

sustituyéndolas en la expresion de §, tenemos

—29(@) 1 q(a)
PP () pP(a)

Asi, tomando los términos dominantes,

==

/

—2¢() 1 (o)
PP ()

Aqui conviene hacer tres comentarios:

e El doble signo de § nos indica que el cero doble o de p(x), al ser perturbado, evolu-
ciona (se bifurca) hacia dos ceros.

e Consideremos el caso en que el grado de p(z) sea 2 y el de ¢(z) sea 0. Entonces la
expresion encontrada para 0 serd exacta y podremos realizar un estudio de lo que
pasa:

— p(z) se representara por una parabola con un punto de contacto a con el eje de
abscisas, cuya concavidad o convexidad vendra dada por el signo de la constante
p? ().

— q(x) serda una constante que graficamente perturbard a p(z) trasladando la
parabola en sentido vertical segun los signos de ¢(x) y de e.
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Si suponemos € > 0 (para € < 0 seria analogo), podemos describir en el cuadro
siguiente el comportamiento de los ceros:

signo signo 0 a se bifurca | Figura
de de es a dos
pP(a) | ¢(a) =C ceros ... 5.7
+ + imaginaria | complejos a)
+ — real reales b)
- + real reales c)
)

o

— — imaginaria | complejos

e En el caso de que a fuese un cero de orden k de p(x), se podria reproducir un

razonamiento similar y se obtendria una expresion aproximada del tipo
(Sk (k) a
O:epk(aJré)erk'() ;

donde pg(z) es el polinomio de Taylor de grado k correspondiente a la funcion ¢(z)
en un entorno de a:

pe(z) = q(a) + ¢ (a)(z —a) + -+ x )(:U—a)k.

En este caso, una aproximacion de d, vendria dada por

o —klg(a) 1 2

0= | —Fm——€k +O(ek) .
p*) () ")

Notese que, para obtener § con el mismo orden de precisién en € que en el caso de
ceros simples, tendriamos que considerar k términos en su desarrollo.

b) Apliquemos ahora el estudio anterior al cdlculo aproximado de los ceros del polinomio
p(z) = p(x) + eq(x), con p(z) = 23 — 922 + 152 + 25, ¢(z) = —2? y e = 1076,
Obtenemos:

p(x) = (x+1)(z—-5)?2, plx)=2>—(9+10"%22 + 152+ 25 .

El cero ay = —1 de p(z) pasara a un cero @; = —1 + d; de p(x) y el cero doble ag =5
de p(z) se bifurcara en dos ceros @s = 5+ dy y @3 = 5 + d3, donde:

q(a1) 6 q(=1) 8
51~ —e = —10 =2.778 1078 ,
' P'(ea) P (=1)

—2q(as2) q(az) = 2.04207-1073
pP(az) |
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-y =p(x) y=r(z)
| y=pa)-.. | .-
(c) (d) o
5 e !
e
y = p(z) y = p(z)

Figura 5.7: Funcién cuadratica desplazada por una constante.

83 ~ —2.04207 - 1073 .

Asi:

ap~ —1+2778-1078 ) p(ay) ~ 9.10711 |
g~ 5+2.04207-1073, p(as) ~ 85-107Y,
a3~ 5-—204207-1073, p(asz)~ —85-107°

Problema 5.10 Aplicar el método de Newton con dos variables para calcular la solucién del

r1 = sen(xy + x2)

sistema no lineal:
x9 = cos(x] — x3) }

cerca de v1 = 1, zog = 1. Acédbese el proceso cuando el vector residual, resultante de restar
los dos miembros de cada ecuacién, sea menor que 10710 en || ||so.

SOLUCION:
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Escribimos el sistema en la forma:
f( T ) _ ( fi(x1, z2) ) _ ( x1 — sen(xy + x2) ) _ ( 0 > .
9 fo(x1,z2) x9 — cos(x1 — x2) 0
El método de Newton con dos variables se concreta en la formula iterativa:
( xngrl) > _ ( xgk) ) - [Df < xgk) >]—lf< xgk) )
En nuestro caso,

Df( 1 ) _ < 1 —cos(xy +x2) —cos(xy + x2) )

x9 sen(x] —x2) 1 —sen(z; — z2)

y el calculo de la inversa da

-1
1 B 1 1 —sen(z; — x2) cos(x1 + x2)
[Df < x9 )] BNCE) ( —sen(zy —x2) 1 —cos(z1 + z2) ) ’

donde

A(z1,m9) =1 —sen(z1 — x2) — cos(x1 + x2) + 2sen(x; — x2) cos(z1 + x2) .

Asi, la iteraciéon se escribe:

(k+1) w (1 —sen(al” — 2{") (@ - sen(al” +2{"))

X = X
' ' AP, 2Py

cos(xgk) + xék))(arék) — cos(xgk) — J;gk)))

:zngrl) _ xgk) n Sen(mgk) _ :L‘gk)) x

(1-— Cos(acgk) + xgk))

Haciendo los calculos se obtiene la siguiente tabla de valores:

k xgk) xgk)

0 1 1
1]0.9359511522 1

2 1 0.9350846651 | 0.9980207933
3 1 0.9350820642 | 0.9980200582
41 0.9350820641 | 0.9980200582

Se puede comprobar que

) "
f( %4) ) ~ 10

y, por tanto, la solucién del sistema, con la precisién deseada, es

2\ = 09350820641 , 2" = 0.9980200582 .

398
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Demostrar que la funcién

tiene un Gnico cero.

2. Demostrar que los polinomios de la forma 2™ 4+ = 4+ 1 no tienen ningtn cero real, si
n es par, y tienen exactamente uno, si n es impar.

3. a) Discutir el namero de soluciones de la ecuacion
M =x —esenx (ecuacion de Kepler eliptica) ,

para todos los valores de M € [0,27) y e € (0,1).

b) Hacer lo mismo con la ecuacion
M = esenhx —x (ecuacion de Kepler hiperbolica)

para todos los valores de M >0y e > 1.

4. Usando el método de biseccién, hallar todas las raices de las siguientes ecuaciones
con un error menor que 1072:

i) senx:§aﬁ2, iye ® =zt i) mhz=2-1.

5. ;Qué se obtiene cuando escribimos un nimero cualquiera en la pantalla de una calcu-
ladora y pulsamos reiteradamente la tecla (en radianes)? Responder a la misma

pregunta si, en lugar de pulsar [cos |, pulsamos [arccos|. Interpretar los resultados.

6. Queremos usar la formula de iteracion xjyq = 2%*~! para resolver la ecuacion 2z =
2%, Estudiar para qué valores de g converge y, en tal caso, a qué limite lo hace.

7. Explicar el comportamiento en el limite de la iteracion zx41 = g(zx) con g(x) =
1.4 cos z, partiendo de un valor zg cualquiera.
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8.

10.

11.

12.

Consideremos la iteracion simple xg = 0, zx11 = g(zx) con
€ — 222 — 23
9@) = ——5—,
siendo € suficientemente pequeno.
a) Decidir si es convergente o no y, en caso afirmativo, hacia qué limite.

b) Aplicacion: Efectuar los célculos para e = 0.1 y hallar, en este caso, el orden de
convergencia y la constante asint6tica del error.

. Se quiere calcular la solucién de la ecuacién e® = 3z, usando iteraciéon simple con

diferentes funciones de iteracioén:

a) {Cuales de éstas son utiles?

b) §Con cuél de ellas son necesarias menos iteraciones para obtener el resultado con
una precision dada, partiendo del mismo valor inicial? Comprobarlo numéricamente,
partiendo del valor aproximado xy = 0.6.

c¢) Hallar una funcion de iteracion significativamente mejor que las indicadas y usarla
para el caso propuesto en b).

Sean f1y fa funciones derivables con continuidad en el intervalo [a,b] y supongamos
que una de ellas, por ejemplo f1, tiene inversa. Queremos encontrar una raiz simple
de la ecuacion fi(z) = fa(x).

Consideremos el método iterativo fi(zxt1) = fa(zk).
a) ;Bajo qué condiciones es localmente convergente?

b) Aplicaciéon numérica: Calcular la rafz de (14 x)senx = 1 perteneciente a [, ).

a) Encontrar funciones de iteracion para el calculo de y/a que tengan érdenes de
convergencia 1 y 2, respectivamente.

b) Emplearlas para obtener v/19 con 8 cifras decimales correctas.

El método de la cuerda esta basado en la iteracion

Tp1 =z — mf(xx) (k> 0)

para el calculo de ceros de una funcién f dada.

a) jPara qué valores de m es localmente convergente hacia un cero simple a de f?
., Qué pasa si a es un cero miltiple de f7
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13.

14.

15.

16.

17.

b) Hallar el orden de convergencia en todos los casos.

¢) Indicar qué problemas précticos hay cuando se quieren conseguir los érdenes més
elevados.

Calcular por el método de Newton todas las soluciones de las ecuaciones

3 T

i)z =cosz, ii)a®=10senz , iii)z?=e"",

con 8 cifras decimales y comprobar la convergencia cuadratica del método en estos
casos.

a) Usando el método de Newton, hallar los puntos fijos de g(z) = €* — 2 con un error
menor que 1075,

b) ;En qué intervalos de valores iniciales podemos asegurar que el método converge
v hacia qué solucién?

Sean a,b reales con b > a y f € C*([a,b]) cumpliendo f'(z) # 0, f®(z) # 0 Vz €
[a, b]; supongamos que la funcién f toma signos diferentes en a y b (f(a)f(b) <0) y
que las correcciones que el método de Newton hace de estos puntos son menores que
la anchura del intervalo:

f(a)
f'(a)

f(0)
()

<b—a

‘<b—a.

Demostrar que el método de Newton, aplicado a hallar los ceros de f a [a, b], converge
para cualquier zg € [a, b].

Dada f de clase C? con un tinico punto de inflexién y tal que

im f(z) = —o0,  lim f(z) = o0

. Qué estrategia hay que seguir, segtin los diferentes valores de ¢, para garantizar
la convergencia del método de Newton aplicado a la obtencién de una solucién de
f(x) =¢c? ;Y para obtener todas las soluciones?

a) Demostrar que el método de Newton aplicado a la funcién f(z) = 1 — a permite
calcular é sin realizar divisiones.

b) ;Qué relacién exacta existe entre exy1 = Tppq — é Y ep = T — % (k>0)7?
c) Sia=0.4yey=—0.2, ;para qué valores de k tendremos |ej |< 107207

d) Dar, en funcién de a, los valores de xp que hacen que el método sea convergente.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) Hallar el procedimiento méas simple que, utilizando el método de Newton, calcule
iterativamente (}a para r € N.

b) Aplicacién: Calcular +/0.1.

a) Demostrar que la funcion h(z) = % tiene los mismos ceros que f, pero simples.

b) ;Qué ventajas e inconvenientes presenta la aplicacion del método de Newton a la
funcién h en lugar de su aplicacién a f7

¢) Aplicar el método de Newton para hallar el cero de f(z) = (e* — )3 directamente
y usando la funcién h correspondiente.

Determinar para qué valor de a > 0 la funciéon f(z) = senz — 2e~%* tiene un tnico
cero menor que 7w de multiplicidad 2. Calcular entonces este cero usando un método
iterativo de orden 2.

Consideremos la ecuacion f(z) = e* —z = 0.

a) Demostrar que existe ag tal que, si a > ag, f no tiene ceros reales y, si a < ag, si
que los tiene. Hallar ag e indicar cuél es el nimero de ceros reales en funcién de a.

b) Demostrar que, para todo a < ag y para todo valor inicial real, excepto un punto
como maximo, el método de Newton es convergente.

c¢) Calcular todos los ceros reales para a = %.

Consideremos la ecuacién ax 4+ b = sen x, donde a y b son parametros reales. Deter-
minar los valores de a para los cuales, cualquiera que sea el valor de b, la ecuacién
considerada tenga exactamente 3 ceros. Hacer lo mismo para que tenga exactamente
5y 7 ceros respectivamente, para todo valor de b.

Hallar todos los ceros de la funcién f(x) = senx — 2 — 0.3z con un error menor que
1078, usando el método de Newton.

a) Hallar el primer punto de corte positivo « entre las curvas y = cosz y y = e~ 7.

b) Calcular el area comprendida entre dichas curvas entre las abscisas 0 y a.

a) Modificar el método de Chebichev

flee) [P () ()

TR T ) T 2fB(ay)
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26.

27.

28.

29.

para que tenga orden al menos 3 cuando lo usamos para hallar ceros de multiplicidad
conocida m.

b) Aplicacién: Calcular, con un error menor que 10710 el cero de la funciéon f(x) =
(zlnz —1)2 que se encuentra cerca de o = 1.8 y comprobar numéricamente el orden
de convergencia.

Sea f una funcién de la que se quiere calcular un cero simple.

a) Deducir la formula correspondiente al método iterativo que obtiene k1, a partir
de zy, evaluando en y = 0 el polinomio de Taylor de grado menor o igual que 3
asociado a la funcién inversa local g de f cerca de f(xg).

b) Hallar el orden minimo del método y el coeficiente asintético del error cuando se
da este orden minimo.

Consideremos una. variante del método de Newton consistente en usar este método,
pero utilizando el valor calculado de la derivada g veces antes de calcular una nueva
derivada:

f(*%"q) f(xrq-l—i)

Lrg+l = Lrqg — F(2rg) y  Trg+it+l = Trg+i — W (i=1+q-1).
rq rq

a) Hallar el orden del método iterativo consistente en tomar, como una iteracion de
éste, q iteraciones del método dado.

b) Comparar su eficiencia con la del método de Newtomn.

¢) Aplicacion: Tomar ¢ = 2 y comprobar numéricamente el orden encontrado en el
célculo del cero de f(x) = cosx — x.

Consideremos el método iterativo dado por la férmula de Halley

2f () f' (1)
212 (xr) — flar) f@(zr)

Demostrar que tiene orden de convergencia al menos 3 para ceros simples.

Tht+1 = Tk —

Dadas las ecuaciones

i) senz =e *, i) tanx = g ,

queremos hallar las soluciones menores que 2w, en valor absoluto. Usar el método de
la secante para hallarlas con errores menores que 1075.



CAPITULO 5. ECUACIONES NO LINEALES 404

30.

31.

32.

33.

34.

a) Usar el método de la secante para calcular el cero de f(z) = cosx —x con un error
menor que 10712,

b) Deducir analiticamente cuénto valen

. Ck+1 . Ck+1
lim —+  lim +r .
k—oo €eper_1 k—o0 1+2‘/3
e
k

¢) Comprobar numéricamente los limites anteriores.

Hallar el orden y la constante asintética del error del método de la secante, cuando
se aplica a la busqueda de ceros de multiplicidad impar.

a) Explicitar el método iterativo consistente en aproximar el término f'(zy) que
aparece en el método de Newton por la derivada en el punto z; de la parabola que

pasa por (l‘k7 f(xk))a (xk—lu f(xk—l)) y (mk—Qv f(xk:—Q))
b) {Cudl es su minimo orden de convergencia para ceros simples?

¢) Comparar su eficiencia con la del método de Newton, en el caso de buscar ceros
simples a con f®)(a) # 0.

d) Aplicarlo a la obtencion del cero de f(z) = cosz — x.

Disefiamos el siguiente método para obtener ceros simples de la funcién f: cuando
CONoCemos Ty y Tx_1, encontramos el polinomio ¢3(y) de interpolacion de Hermite a
la funcién inversa local g de f

w(f(2) =, ¢(f(2) =4 () @=zk201),

después tomamos, como nueva aproximacion del cero buscado, zx11 = g3(0).

a) Explicitar este método y obtener su orden de convergencia minimo para la bisqueda
de ceros simples.

b) Generalizacion: Hallar el orden minimo (en funciéon de n y m), de un método
analogo al anterior, pero haciendo interpolacién de Hermite generalizada a g hasta
las derivadas de orden n en los puntos f(xg), ..., f(Tk—m)-

Considerando f de clase C?, queremos construir un método iterativo para hallar ceros
simples a de f; para esto, conocidas las aproximaciones xy y xx_1, encontramos o1
como el cero més proximo a xj del polinomio interpolador a f en xx_1 v x% segin
las condiciones:

p2(we—1) = fwp—1) , palar) = fxr) , Ph(ze) = f(an) .

a) Expresar zj41 en funcion de xp y xp_1.
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35.

36.

37.

b) Hallar una expresion del error f(x) — pa(x).

¢) Denotando e, = x3, — o y suponiendo que f®)(a) # 0, demostrar que

€ht1 ()

k—o0 ezek_l N 6f’(a) .

d) Hallar su orden y su constante asintotica del error.

El método de la secante se puede deducir del de Newton sustituyendo f/(z) por la
derivada primera en xjp de la recta de interpolaciéon en los puntos de abscisas xj y
Tr—1. Tomando como método de partida el de Chebichev y sustituyendo 1@ (k)
por la derivada segunda en xj del polinomio interpolador de Hermite en los puntos
de abscisas xj v x_1, se obtiene un nuevo método iterativo para el calculo de ceros
de funciones.

a) Explicitar la formula de iteracion de este método.
b) Hallar el orden de convergencia minimo para ceros simples.

¢) Comparar su eficiencia con la del método de la secante y la del método de
Chebichev en el caso mas general.

.. Como varia el cero a = 2 de
f(.er) :€6m($3+2l’2—$—14)+€2m($4—5$3+$2+20)

si cambiamos 6 por 6 + € y 20 por 20 + §, con € y J suficientemente pequenos?
Aplicarlo al caso: € = 1070 y § = 1075.

Para resolver la ecuacion f(z) = 0, se aplica el método iterativo
Tpr1 = o — g(xk) f (k) -

a) i Qué condiciones ha de cumplir g para que el orden de convergencia hacia un cero
simple de f sea lo mayor posible? Comprobar que el método de Newton las verifica.

b) En caso de que sea imposible o muy costosa la evaluacion de f’ en el método de
Newton, podemos aproximar f’(x) por

Sk + hi) — f(xr)
hy, ’

con hy > 0. Si el algoritmo de evaluacion de f comete un error relativo acotado por €
y | f®)(x)|< My Vz, hallar el valor de hy, para el cual la acotacion del error cometido
en la aproximacion de f/(zx) sea minima (suponiendo f(xy + hy) ~ f(z1)).
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38.

39.

40.

c¢) Demostrar que, si en la expresion recomendada en a) para g(xy) se sustituye f(xy)
por la aproximacion hecha en b) con el valor 6ptimo de hy encontrado alli, el método
iterativo obtenido tiene convergencia superlineal; es decir, que

. Tkl — &
lim =fH1— ™
k—oo T —

=0.

El método iterativo xp+1 = g(x) (k > 0), que calcula una solucion « de z = g(z),
tiene una funcién de iteracién g que se evaltia con un error absoluto acotado por 4.

a) Si |¢'(z)] < M < 1, expresar una cota del error € del valor calculado fl(z) de
xy, en funcién del error inicial g =|xo — «|.

b) Estimar el nimero méaximo de iteraciones que convendria realizar al usar el método

dado.

Aplicamos el método de Newton a un polinomio p(x) con todos los ceros reales con
el fin de encontrar su cero « de valor maximo. Si iniciamos las iteraciones con un
valor ¢ > «, jpodemos asegurar que es convergente a a? ;Por qué?

Demostrar que, dados un polinomio p(x) de grado n y un valor a tal que p/(a) # 0,
existe como minimo un cero de p(z) dentro del disco C definido por

b

Para la demostracién conviene seguir los pasos siguientes:

p(a)
p'(a)

C:{ZG(C:|Z—a|§n

a) Utilizar el desarrollo de Taylor de p(x) cerca de a.

b) Si i (i = 1+ n) son los ceros de p(z), determinar un polinomio ¢(x) que tenga

los ceros )

¢) Ver que, si un polinomio

q(x) = by + b1zt

+ o b+ by
tiene los ceros 3; (i = 1 +n), se cumple que

bnfl
bn,

=—B1+ P+ +Bn) .

d) Deducir el resultado propuesto inicialmente.
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41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

La regla de Descartes asegura que, si v es el nimero de cambios de signo de los
coeficientes de un polinomio p(z) y p es el namero de ceros positivos de p(x), entonces
pw<vyv—puespar.

a) Usando la regla de Descartes, demostrar que el polinomio de tercer grado p(z) =

23 — 22 — 2 — 1 tiene un tnico cero real positivo.

b) Calcularlo por el método de Birge-Vieta.

Consideremos la ecuaciéon polinomial p(z) = 162 + 1222 — 8z — 1 = 0.
a) Acotar sus raices con los métodos dados en el apartado 5.2.3.
b) {Cuantas raices positivas y negativas tiene?

¢) Determinar sus tres raices.

a) Separar las raices de p(x) = 36x* — 6023 — 2922 4 92 + 2 = 0, usando el método
de Sturm.

b) Calcular dichas raices con 6 cifras decimales correctas por el método de Muller-
Traub.

Usar el método de Laguerre, partiendo de zo = 1000, para calcular un cero del
polinomio p(z) = 2* + 223 + 322 + 42 + 5.

a) Determinar, por el método de Bernoulli, el cero de médulo minimo del polinomio
p(z) = 3223 — 4822 4 187 — 1 con 3 cifras significativas.

b) Refinarlo hasta 6 cifras significativas usando el método de Birge-Vieta o el de la
secante.

a) Calcular, con 3 cifras significativas y por el método de Bernoulli, el cero mayor en
modulo del polinomio

p(z) =2 — 423 — 227 — 12249,

usando las condiciones iniciales z, =0 (k =0+ 2), 23 = 1.

b) Comprobar que la convergencia en el apartado a) es lenta. Utilizar el método Q-D
como método alternativo.

Determinar, por el método de Bairstow, los ceros complejos del polinomio p(z) =

23 — x — 1, a partir del factor cuadratico aproximado x% + x.
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48.

49.

50.

ol.

Calcular, usando el método o la combinaciéon de métodos que se crean méas conve-
nientes, todos los ceros de los polinomios siguientes:

a) 23 — 2z — 5,

b) 23 — 1622 — 3,
c) 2t —32% + 22 — 1,
d) z* + 422 — 32 — 1,
e) 28 + 523 + 7z + 1.

Determinar el cero de médulo maximo de los polinomios:
a) r3 — 2022 — 3z + 18,

b) z* — 323 — 6022 + 1502 + 300,

c) 102® — 2122 — 40z + 84.

Consideremos el polinomio p(x) = 23 —3x+2. ;Cémo varian sus ceros al perturbarlo
sustituyendo el coeficiente -3 por —3 + 10767

Los puntos 2-periddicos de una funciéon f son aquellos valores de x que cumplen
x = f(f(x)). Notese que los puntos 2-periddicos satisfacen el sistema de ecuaciones

v = f(z2)
w2 = f(x1) } '

Para su resolucién, podemos usar un método iterativo de tipo Jacobi

.%'gk—H) _ f(l'gk)) 7 xék-H) _ f(ﬁfgk)) ,

o de tipo Gauss-Seidel
mgk—&-l) _ f(llfgk)) : xgk—i-l) _ f(:ligk—H)) :

por analogia con la resolucién iterativa de sistemas lineales.

a) Dar condiciones necesarias de convergencia de los métodos citados, suponiendo
conocida la derivada de f en la solucién.

b) ;Como se tendria que variar el método en caso de que no se cumplan tales condi-
ciones?

c¢) Aplicacion: Encontrar los puntos 2-periddicos de f(z) = 1.4 cosz, partiendo de
ro = 1.
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52. Calcular, usando métodos iterativos de tipo Jacobi y Gauss-Seidel a partir de zg =
yo = 1, la solucién del sistema no lineal

x = sen(x + y) }
y=cos(z—y) |

53. Dado un sistema no lineal del tipo

z1 = fi(z1, 22, 23)
xo = fo(x1,22,23) o ,
x3 = f3(x1, T2, 23)

escribimos el sistema como = = f(x), con

xTr = (5[71,1'2,1:3) 3 f: (flaf25f3) 3

y buscamos una solucion o = (aq, ae, a3).

a) Obtener condiciones necesarias de convergencia de los métodos iterativos de tipo
Jacobi y Gauss-Seidel, en funcion de los coeficientes de la matriz A = D f(«).

b) Aplicacion: Estudiar el caso en que resulta

03 02 05
A= -03 04 —-0.2
0.6 —0.1 0.2

54. a) Calcular, usando el método de Newton con tres variables, la solucion del sistema

no lineal
x = 2cos(—x+y+=2)
y = 2cos(x—y+2) ,
z = 2cos(x+y—z)

cercader=y=2z=1.

b) Comprobar la convergencia cuadrética del método, usando la norma || |[|eo.
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(A)g, submatriz principal, 51

( ', )m, producto escalar discreto sobre
Iy, 184

(u,v), producto escalar de u y v, 166

< Zg, ..., Tm, T >, minimo intervalo que
contiene xq, ..., Tm, x, 150

A~ matriz inversa de A, 50

Aj, coeficiente principal de un
polinomio, 176

By, matriz de iteraciéon del método
iterativo de Jacobi, 74

Bj(t), polinomios de Bernoulli, 224

Bj), numeros de Bernoulli, 224

Bgg, matriz de iteraciéon del método
iterativo de Gauss-Seidel, 74

B,,, matriz de iteracién del método
iterativo de sobrerrelajacién, 74

D, matriz diagonal, 56

D, operador de derivacion, 293

E, operador desplazamiento hacia
adelante, 293

Eg, error de la férmula de Simpson, 271

E;, nimeros de Euler, 254

E,,, error de una férmula de integracién
interpolatoria, 269

F funcion de distribucién, 7

H;(x), polinomio de Hermite, 210

I, matriz identidad, 50

J, operador de integracion, 293

J(f), integral de f, 267

Jn, funciones de Besel, 42

K,,, factor de E,,, 273

L, matriz triangular inferior de la
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factorizacién LU, 59

L, operador lineal, 294

Lj(x), polinomios de Laguerre, 260

M*, matriz adjunta de M, 50

M7, matriz transpuesta de M, 50

M, 41, cota de la funcion fm™*1, 204

P(u) = I —auu', matriz de Householder
asociada al vector u, 62

Pj m(t), polinomios de Gram, 180

@, matriz ortogonal de la factorizacién
QR, 61

R, matriz triangular superior de la
factorizacion LR, 88

R, matriz triangular superior de la
factorizacion QR, 61

R, (z), error de la interpolacion de
Taylor, 155

R, (z), resto de un desarrollo, 285

S, suma de una serie, 284

S;, suma parcial de una serie, 284

Tj;(t), polinomios de Chebichev, 188

U, matriz triangular superior de la
factorizacién LU, 59

W, matriz de pesos, 172

Wi, pesos de formulas de integracion
numérica, 268

A, operador diferencia hacia adelante,
293

Ay, determinante principal, 51

Ay, determinante principal de orden k,
91

I, funcién gamma de Euler, 348

®;, U,, polinomios béasicos de la
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interpolacién de Hermite, 159

W, funcién digamma, 346

a, cero de una funcién, 353

Gml) = (u+ )+ 2 —1) - (u— ),
203

Z valor exacto de z, 1

d, operador diferencia centrada, 293

di;, delta de Kronecker, 50

€c, cota del error relativo de
representacion en punto flotante
por corte, 2

€R, cota del error relativo de
representaciéon en punto flotante
por redondeo, 2

€q(x) cota del error absoluto de z, 1

e-(x) cota del error relativo de z, 1

qp.Ai_l, tipo de extrapolacién, 293

v, constante de Euler, 319

fn, mejor aproximacion minimax de f,
184

A, valor propio, 52

, ntmero combinatorio, 156

Ai, funcién de Airy, 320

cov(z,y), covariancia de x e y, 169

det A, determinante de A, 51

erf(z) funcién de error, 8

fli(z), representacion en punto flotante de
x, 2

flo(x), representacion en punto flotante
de = por corte, 3

flr(x), representacion en punto flotante
de z por redondeo, 3

p media, 8

i, operador media, 293

1(A), nimero de condiciéon de la matriz
A, 70

V, operador diferencia hacia atras, 293

wm(@) = (2 = 20) (2 —21) - (2 — 2m),
203

M, matriz conjugada de M, 50

T, media de z, 169

1;, funciones bésicas ortogonales, 171

p funcién de densidad, 7

p(A), radio espectral de A, 52

Py, coeficiente de regresion, 170
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o desviacién estandar, 8

o(x), desviacion tipica de x, 169

o2 varianza, 8

@;, funciones basicas de aproximacion,
163

¢, funcion zeta de Riemann, 319

el elemento j-ésimo de la base
candnica, 64

eq(x) error absoluto de x, 1

en(x), funciéon error de aproximacion,

163

er(x) error relativo de z, 1

flxi, ..., iy ], diferencia dividida de
Newton, 153

. ejor aproximacién por minimos

cuadrados de f, 165

Jn, factor de amplificacién en la
eliminacién gaussiana, 71

l;(x), polinomio de Lagrange, 151

o(g(x)), funcién de orden menor que g,
157

pa, polinomio caracteristico de la matriz
A, 52

Dij, polinomios interpoladores de los
métodos de Aitken y Neville,
152

tn(0), suma trigonométrica, 182

u™, subespacio ortogonal al vector u, 62

v, vector propio, 52

w, funcién peso, 165

wy,, pesos, 164

M n, espacio vectorial de las matrices
complejas mxn, 50

Fn, espacio vectorial generado por
funciones bésicas, 165

O(g(z)), funcion del mateix ordre que g,
157

P, espacio vectorial de los polinomios de
grado menor o igual que n, 176

Tn, espacio vectorial de sumas
trigonométricas, 181

abscisas de extremo, 185-187, 189, 246
abscisas de interpolacién, 148

aceleracion de la convergencia, 360, 361
aceleracion de la sumacién, método de,
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aceleracion de métodos iterativos, 376

acotaciones para ceros de polinomios,
376

acotaciéon de ceros, 364

acotaciéon de ceros de polinomios, 366

acotaciéon de los restos de las series, 300

Airy, funcién de, 320

Aitken, acceleracion de , 90

Aitken, método de, 151, 152, 154, 252

Aitken, método de aceleracion de, 360,
361

aleatoria, variable, 7-9

algoritmo, 30, 32

analitica, funcién, 158

andlisis de intervalos, 10

aproximacién continua, 163, 171, 174

aproximacion discreta, 163, 168, 171,
174, 175

aproximacioén minimax, 165, 184-187,
189, 245-247, 262, 263

aproximacién numérica de rafces, 354

aproximacion polinomial, 162, 163, 176

aproximaciéon polinomial por minimos
cuadrados, 243

aproximacién polinomial por minimos
cuadrados, 243

aproximacién por minimos cuadrados,
165-168, 170-172, 176, 178, 179,
183, 233, 234

aproximaciéon trigonométrica, 163, 171,
181, 182, 184, 185

aproximacion trigonométrica
equidistante, 234

Bairstow, método de, 372, 376, 391, 407

banda, matriz, 129

Barrow, regla de, 267

base de funciones ortogonales, 171, 173,
174, 183

base de funciones ortonormales, 174

base de funciones trigonométricas
ortogonales, 184, 188

Bernoulli, método de, 368-371, 376, 407

Bernoulli, nimeros de, 224, 225, 254,
276, 277, 289, 290, 319, 320, 335
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Bernoulli, polinomios de, 224, 276

Besel, funciones de, 42

Bessel, funcion de, 206, 252

Bessel, férmula de, 351

bidiagonal, matriz, 133

bifurcacién de ceros, 395

Birge-Vieta, método de, 368, 391, 407

biseccién, método de, 122, 354-356, 360,
367, 368, 399

bit, 16

cancelacion, 24

cancelacion, 4, 64, 112, 240

caracterfstica, ecuacion, 52, 88

caracteristico, polinomio, 52

casi tridiagonal, matriz, 130

cero, 353

cero de un polinomio, 149, 185

ceros de un polinomio de Chebichev, 188

Chebichev, interpolacién de, 261

Chebichev, abscisas de, 250

Chebichev, coeficientes ortogonales de,
261

Chebichev, error en la interpolacién de,
250

Chebichev, funcién generatriz de los
polinomios de, 255

Chebichev, interpolacién de, 190,
249-251, 262

Chebichev, modificacion del método de,
405

Chebichev, método de, 363, 377, 402

Chebichev, orden del método de, 378

Chebichev, polinomi, 246

Chebichev, polinomio de, 123, 124, 248,
250, 283

Chebichev, polinomio ménico de, 124,
246

Chebichev, polinomios de, 187, 188, 190,
236

Cholesky, factorizacion de, 60, 93, 95,
129, 134

Cholesky, método de, 91, 129, 170

cifra, 2

Clenshaw, regla de, 178, 244
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cociente diferencia (Q-D), método de,
391

cociente-diferencia (Q-D), método del,
370

coeficiente principal de un polinomi, 180

coeficiente principal de un polinomio,
176-179, 188

coeficientes de Fourier, 182

coeficientes indeterminados, método de
los, 268

coeficientes ortogonales, 171, 178, 182

comparacion, método de, 291, 317

compatible, sistema, 52

condiciones de frontera, 125

conjunto de abscisas de aproximacién,
163, 165, 175

conjunto de abscisas de aproximacién
simétrico, 180

consistente con una norma vectorial,
norma matricial, 54, 56, 72

constante asintotica del error, 359, 377

convergencia cuadrética, 359-361, 380

convergencia cibica, 359, 368

convergencia global, 376

convergencia lineal, 115, 359-361

convergencia superlineal, 406

corte, 2

coseno, férmula del, 46

covariancia, 169

criterio de alternancia de restos, 289

criterio de alternancia de los restos, 277

criterio de alternancia de restos, 288

criterio de alternancia de los restos, 158,
287, 320

criterio de comparacién con una serie
geométrica, 287

criterio integral, 288, 318

criterio para series alternadas, 288

Crout, método de, 58, 61, 92, 128

cuadratura, 267

cuerda, método de la, 401

Danilevski, método de, 106

definida positiva, matriz, 51, 55, 60, 74,
94, 130, 132, 134, 170

deflacién de matrices, 90
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deflacion de polinomios, 75, 365

deflacion de un polinomio, 387

deflacion de una matriz, 75, 77

deflacion hacia atras de polinomios, 365,
368

densidad, funcién de, 7, 8

derivacion interpolatoria, férmula de,
264, 265, 301

derivacién numérica, 264, 297

derivaciéon numérica, formula de, 293,
298

derivadas de orden superior, 265, 298

desarrollo asintétic, 292

desarrollo asintdtico, 157, 285, 286, 296,
320

desarrollo de Taylor, 157

desarrollos de Taylor, 286

Descartes, regla de, 407

desviaciones, 168

desviacion estandar, 8, 9, 169

desviacion tipica, 169

determinado, sistema, 52

determinante, 52

determinante de matrices Hessenberg ,
recurrencia de, 88

determinante de matrices tridiagonales,
recurrencia de, 87

determinante principal, 51

determinantes principales, 59, 91, 95

determinantes, calculo de, 68

diagonal, matriz, 51, 56, 60, 80, 82, 89,
135

diagonalizable, matriz, 51, 56, 78, 89

diferencias divididas, 153, 327

diferencias divididas generalizadas, 160,
161, 229

diferencias divididas generalizadas, tabla
de, 230

diferencias divididas, esquema de, 156

diferencias divididas, tabla de, 207, 301

direccién propia, 52, 53

discretizacién, 291

discretizado, problema, 125, 126, 142

distribucién normal, 8, 9

distribucién uniforme, 7

distribucién, funcién de, 7-9
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Doolite, método de, 61
Doolittle, método de, 58, 61, 128
digito, 2

ecuaciones normales, 166—-173, 176, 178,
183, 233, 234, 239, 242, 245

ecuaciéon caracterfstica, 52, 88, 107, 110

ecuacion diferencial lineal, 125

ecuacién diferencial lineal, solucién de
una, 125

equaciones normales, 174

equioscilacién, propiedad de, 186

error absoluto, 1

error absoluto, cota del, 1

error de interpolacién de Taylor,
expresion de Lagrange del, 156

error de aproximacién, funcién, 163, 164

error de derivaciéon numeérica, expresion
asintotica del, 266

error de evaluacién, 330, 331

error de interpolaciéon, 150

error de interpolacién de Taylor,
expresion de Lagrange del, 214

error de interpolacién de Taylor,
expresion de Lagrange del, 213

error de la interpolaciéon de Hermite, 281

error de la aproximacién por minimos
cuadrados, 236, 244

error de la derivacién interpolatoria,
265267

error de la derivacién interpolatoria, 264

error de la formula de Gauss-Legendre,
314

error de la férmula de Newton-Cotes, 273

error de la formula de Simpson, 271

error de la férmula del trapecio,
expresion asintotica del, 276

error de la formulas de integracion
interpolatoria, 269

error de la integraciéon interpolatoria, 269

error de la integracién numeérica, 268,
300

error de la interpolacién de Hermite, 305

error de la interpolacién de Taylor, 285
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error de la interpolacién de Taylor,
expresiéon integral del, 155

error de la regla de los trapecios, 276

error de la regla de los trapecios,
expresion asintética de la, 276

error de la regla de los trapecios,
expresion asintética del, 275

error de la solucio, 59

error de la soluciéon, 57, 69

error de las férmulas gaussianas, 281

error de los datos, 59, 69

error de redondeo, 3, 5, 69, 71, 79

error de truncamiento, 3, 6, 330, 331

error en la interpolaciéon de Hermite
generalizada, 230

error en la solucio, 71

error en la solucion, 71

error estandar, formula de propagacion
del, 9

error hacia atras, andlisis del, 71

error hacia atras, analisis del , 5

error maximal, formula de propagacion
del, 4-6

error relativo, 1

error relativo en las operaciones
aritméticas, acotacion del, 71

error relativo, cota, 3, 5

error relativo, cota del, 1

error, acotacion relativa de la norma del
vector de, 70

error, acotacion relativa del vector de,
100

error, analisis del, 57

error, funcién de, 8

error, formula de propagaciéon del, 4, 9,
71

error, norma del vector de, 71

error, tratamiento estadistico del, 7, 8

errores en la deflacién, 75

errores de redondeo, 71

escasa, matriz, 90

estrictamente diagonal dominante,
matriz, 51, 55, 74

Euclides, algoritmo de, 367

euclidea, norma vectorial, 54, 63

Euler, constante de, 319
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Euler-Maclaurin para sumas, formula de,
289, 319, 345-347

Euler-Maclaurin para sumes, formula de,
290

Euler-Maclaurin, formula de, 274, 276,
288-290, 300, 322, 334, 335, 352

Everett, formula de, 351

exactitud de una formula, 293, 296

exactitud de una férmula de derivacion
numérica, 298

exactitud de una férmula de integracion
numérica, 268, 269, 273, 277282

exactitud de una férmula de
interpolacién, 297

exponente, 2

exponente modificado, 16

expresion asintdtica de una férmula de
derivacién numérica, 298

expresion asintotica del error de
derivacién numérica, 266

expresion integral del error de
interpolacién de Taylor, 271

extrapolacion, 293, 300, 330

extrapolacién repetida, 292

extrapolacion, tipo de, 293, 323, 331

factor de un polinomio, 149

factor 6ptimo de sobrerrelajacion, 141
factorial, funcién, 291

factorizacion QR, 131, 133

Fibonacci, nimeros de, 255

Fresnel, integrales de, 347

Frobenius, forma normal de, 106, 109
Frobenius, matriz de, 105, 106, 109, 369
fuentes de error, 1

funciones bésicas, 163, 169, 171, 173
funcién analitica, 286

funcién contractiva, 359, 360, 375
funcién de densidad, 7

funcién de error de aproximacién, 246
funcién de orden menor, 157

funcién del mismo orden, 157

funcién digamma, 346

funcién error, 209, 349

funcién error de la interpolacién, 265
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funcion gamma de Euler, 348

funcién pes, 283

funcién peso, 165, 180, 185, 280

funcién peso simétrica, 180

funcién peso singular, 165

funcién zeta de Riemann, 346

formula de Euler-Maclaurin para series,
289

Gaus, método de, 91

Gauss hacia adelante, formula de, 326,
327, 351

Gauss hacia atrés, formula de, 326

Gauss, método de, 58, 59, 68, 69, 93,
127, 131, 133, 138

Gauss-Chebichev, formula de, 279, 283,
312, 313, 344

Gauss-Jordan, método de, 69, 131

Gauss-Legendre, formula de, 283, 306,
314, 316

Gauss-Legendre, pesos de la formula de,
316

Gauss-Seidel, método iterativo de, 73

Gauss-Seidel, método iterativo de, 73, 74

Gauss-Seidel, método iterativo de, 100,

140-142
Gauss-Seidel, método iterativo de tipo,
408

gaussiana con pivotaje, eliminacién, 68

gaussiana, eliminacién, 58, 61, 71, 127,
139

gaussiana, error de una féormula, 281

gaussiana, exactitud de una férmula, 281

gaussiana, féormula, 277, 279-281, 311

gaussianas, férmulas, 277

gaussianos, métodos, 60, 70

Gerschgorin, teorema de, 55, 111

Givens, método de, 83

Givens, método de, 89, 90

globalmente convergente, método, 368

Graeffe, método de, 373, 376

Gram, polinomios de, 180

Gram-Schmidt, método de
ortogonalizacion de, 175

Gram-Schmidt, método de
ortogonalizacién de, 131, 171,
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173, 174, 176, 177, 238, 245
Gram-Schmidt, método de
ortogonalizacién modificado de,
172,174, 175
Gregory, formula de, 352

Hélder, norma de, 54

Haar, propiedad de, 149

Haar, propiedad de, 176, 185, 186

Halley, formula de, 403

Hankel, matriz de, 260

heptadiagonal, matriz, 129

Hermite generalizada, error en la
interpolaciéon de, 230

Hermite generalizada, interpolacién de,
159, 229, 230, 273

Hermite generalizada, polinomio de
interpolaciéon de, 160

Hermite generalizada, polinomio
interpolador de , 404

Hermite, polinomios basicos de la
interpolaciéon de Hermite, 307

Hermite, error de la interpolacion de, 159

Hermite, error en la interpolacion, 303

Hermite, error en la interpolacién de,
160, 228

Hermite, funcién generatriz de los
polinomios de, 255

Hermite, interpolacién de, 227

Hermite, interpolacién de, 158, 159, 273

Hermite, polinomio de interpolaciéon de,
227

Hermite, polinomio interpolador de,
159-161, 257, 281, 302, 305-307,
404

Hermite, polinomio interpolador de , 405

Hermite, polinomios de, 210

Hermite, problema de interpolacién de,
159

Hermite, recurrencia de los polinomios
de, 260

Hermite, recurrencia de los polinomios
de, 255

hermitica, matriz, 51, 56, 74

Hessenberg inferior, matriz, 51

Hessenberg superior, matriz, 51, 75, 82,
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83, 88, 89
Hessenberg , reduccién a matriz, 90
Hessenberg superior, matriz, 139
Horner, regla de, 32, 365, 368, 387
Hotteling, deflacion de, 75
Householder, deflacion de, 75, 112
Householder, matrices de, 68
Householder, matriz, 118
Householder, matriz de, 62, 64, 67, 68,
77,84, 112, 123, 144, 172, 240
Householder, método de, 89, 90, 145
Householder, método de ortognalizaciéon
de, 68
Householder, método de
ortogonalizacion, 66
Householder, método de ortogonalizacion
de, 131, 171, 172, 239

independiente, vector de términos, 51,
58, 59

independientes, variables aleatorias, 9

integracién adaptable, 300

integracion interpolatoria, formula de,
268, 273

integracion interpolatoria, formula de,
277

integracién numérica, 267, 298

integraciéon numérica, férmula de,
267-269, 273, 274, 277-280, 293,
299, 304

integral impropia, 289

interpolacion, 147, 297, 362

interpolacion directo, método de, 362

interpolacion directo, método de , 363

interpolacién inverso, método de, 362,
364

interpolacion lineal, 356

interpolacién polinomial, 148

interpolacién polinomial de una funcién,
148

interpolacion, abscisas de, 148

interpolacion, concepto de, 147, 148

interpolacion, error de, 150, 151, 154,
156, 161, 162

interpolacion, férmula de, 293, 297

interpolaciéon, problema de, 147
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interpolacién, puntos de, 148

interpolador, polinomio, 151, 152, 154,
156

interpolador, calculo del polinomio, 151

interpolador, polinomio, 150, 162

intervalo singular, 165

intervalos, funciones entre, 7

intervalos, operaciéon aritmética entre, 7

inversas, calculo de la matrices, 69

iteracion simple, 358, 361, 362, 368

iteracion simple en varias variables,
método de, 374

iteracion simple, método de, 400

iteracion simple, método de , 358

iteraciéon simple, orden de convergencia
del método de, 360

iteracion, matriz de, 71

iteracion, matriz de , 74

Jacobi con umbrales, método ciclico de,
82

Jacobi, método clasico de, 82

Jacobi, método ciclico de, 82

Jacobi, método de, 83

Jacobi, método iterativo de, 74

Jacobi, método de, 80

Jacobi, método clasico de, 116

Jacobi, método de, 90, 116

Jacobi, método iterativo de, 72-74, 100,
140-142

Jacobi, método iterativo de tipo, 408

Jacobi, variantes del método de, 82

Kronecker, delta de, 50

Lagrange, polinomios de, 198
Lagrange, formula de interpolaciéon de,

151, 208, 268
Lagrange, método de, 151, 192, 193, 195,
252

Lagrange, polinomio de, 151

Lagrange, polinomios de, 192, 193,
196-199

Laguerre, método de, 368, 376, 407

Laguerre, orden de convergencia del
método de, 368

Laguerre, polinomios de, 260
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Laguerre, recurrencia de los polinomios
de, 260

Laguerre-Thibault, regla de, 366

Lanczos, economizacion de, 189, 247, 248

Legendre, ceros de los polinomios de, 314

Legendre, polinomio de, 283

Legendre, polinomios de, 179-181, 314,
316

Legendre, recurrencia de los polinomios
de, 255

Leslie, matriz de, 143

Lobatto, férmula de integracion de tipo,
338

localizacion de ceros complejos, 376

localizacion de raices, 353, 354

localizacién de valores propios, 90

LR, factorizacion, 88

LR, método, 90

LR, método iterativo, 89, 146

LU, factorizacién, 59, 60, 69, 71, 88, 89,
128, 130, 131, 139

LU, método, 58, 59, 61, 128, 129

limite, teorema central del, 9

mal condicionada, matriz, 70

mantisa, 2

matrices semejantes, 51, 55

matricial, serie, 136, 137

matriz banda, 129

matriz bidiagonal, 133

matriz casi tridiagonal, 130

matriz de Householder, 144

matriz de iteracién, 71, 74, 103

matriz de un sistema, 51

matriz definida positiva, 51, 55, 60, 74,
94, 130, 132, 134, 170

matriz diagonal, 51, 56, 60, 80, 82, 89,
135

matriz diagonalizable, 51, 56, 78, 89

matriz escasa, 90

matriz estrictamente diagonal
dominante, 51, 55, 74

matriz heptadiagonal, 129

matriz hermitica, 51, 56, 74

matriz Hessenberg inferior, 51
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matriz Hessenberg superior, 51, 75, 82,
83, 88, 89

matriz Hessenberg superior, 139

matriz mal condicionada, 70

matriz ortogonal, 51, 56, 61-63, 70, 75,
76, 80, 82, 84

matriz pentadiagonal, 51, 129, 134

matriz por bloques, 132, 140

matriz regular, 51, 55, 60, 62, 89

matriz semidefinida positiva, 167

matriz simétrica, 51, 56, 62, 65, 76, 77,
79, 80, 82, 84, 89, 129, 130

matriz singular, 51

matriz triangular, 136

matriz triangular inferior, 51, 59, 60, 72,
89

matriz triangular superior, 51, 55, 57-59,
61, 66-68, 72, 89

matriz tridiagonal, 51, 75, 129, 133, 139,
145

matriz tridiagonal por bloques, 74, 129

matriz tridiagonal simétrica, 82-84, 86,
89, 144, 145

matriz unitaria, 51, 55, 56, 70, 135, 136

media, &8, 9, 169

Mediciones incorrectas, 2

Moivre, formula de, 182, 279

Muller-Traub, método de, 363, 371, 376,
386, 407

método de Householder, 118

método de sustituciéon hacia adelante, 57

método de sustitucion hacia atrés, 57, 59

Neville, método de, 151, 152, 154, 252

Newton con dos variables, método de,
397, 409

Newton en dos variables, método de,
372, 375

Newton hacia adelante, formula de
interpolacion de, 297

Newton hacia atras, formula de
interpolacién de, 297

Newton modificado para ceros miltiples,
método de, 380

Newton, formula de interpolacion de, 154

421

Newton, férmula de interpolacién de las
diferencias divididas de, 295

Newton, formula de las diferencias
divididas, 327

Newton, método de, 354-356, 360, 362,
363, 368, 371, 375, 376, 385,
401, 402, 404-406

Newton, método de las diferencias
divididas, 154, 206

Newton, método de las diferencias
divididas de, 152, 160, 193-195,
200, 252, 261

Newton, orden del método de, 360

Newton, regla de, 366

Newton, variando del método de, 403

Newton, variante del método de, 376

Newton-Cotes abiertas, férmulas de, 339

Newton-Cotes, expresion del error de la
formula de, 273

Newton-Cotes, formula de, 272, 273, 299,
324-326

Newton-Cotes, formulas de, 300

Newton-Cotes, férmulas de, 339

norma matricial subordinada a una
norma vectorial, 56

norma de Holder, 54

norma del maximo, 54, 164, 165, 246

norma del maximo ponderada, 164, 165

norma euclidea, 164-166, 173, 176, 182,
183, 233

norma euclidea ponderada, 165

norma matricial, 54, 56

norma, matricial consistente con una
norma vectorial, 54, 72, 98

norma matricial subordinada a una
norma vectorial, 54, 72, 96,
135-137

norma multiplicativa, 54

norma suma de moédulos, 54

norma vectorial euclidea, 54, 63

numero de condicié, 99

nimero de condicién, 70, 136138

nimero de condicién euclideo, 70

numero de operaciones, 90, 129-133

numero de operacions, 133
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operaciones, niumero de , 59

operaciones, numero de, 57, 63-65, 68,
86, 89

operaciones, niimero de , 70, 85, 87

operacions, 57

operacién aritmética, 3—5

operacién aritmética entre intervalos, 7

operador de derivacién, 293

operador de integracion, 293

operador desplazamiento hacia adelante,
293

operador diferencia centrada, 293

operador diferencia hacia adelante, 293

operador diferencia hacia atras, 293

operador identidad, 294

operador media, 293

operadores, formulas con, 300

operadores, propiedades de los, 294

orden de convergencia, 359, 360, 376

ordenador vectorial, 130

ortogonal, matriz, 51, 56, 61-63, 70, 75,
76, 80, 82, 84

ortogonal, vector, 166

paridad definida, 188

pentadiagonal, matriz, 51, 129, 134

pesos, 164, 165, 168, 172, 173, 175, 179

pesos de férmulas gaussianas, 282

pesos de Gauss-Chebichev, 283

pesos de integracion, 268, 280

pesos simétricos, 178

pesos, matriz de, 172, 173

pivotaje, 59

pivotaje completo, 59, 71, 127, 139

pivotaje maximal por columnas, 59, 71,
127, 138, 139

pivote, 59, 69, 71, 131

polinomial de una funcié, interpolacién,
148

polinomial, interpolacién, 148

polinomio caracteristico, 52, 105-107,
109, 124

polinomio interpolador, 150-152, 154,
156, 162, 264, 265, 267, 268,
273, 277

polinomio interpolador, calculo del, 151
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polinomio moénico, 178, 189

polinomio moénico de Chebichev, 189

polinomio ortogonal, 311

polinomio trigonométrico, 185-187, 277

polinomio trigonométrico en cosenos,
187, 278

polinomios ortogonales, 171, 176-181,
188, 191, 243

polinomios ortogonales moénicos, 234, 235

polinomios ortogonales, formula
recurrente de, 243

polinomios ortogonales, formula
recurrente de los, 234, 235

polinomios ortogonales, relacién
recurrente de los, 177, 178

polinomios trigonomeétricos, 182

polinomios trigonomeétricos ortogonales,
171, 181

potencia desplazada, método de la, 79

potencia inversa desplazada, método de
la, 80

potencia inversa, método de la, 80, 87,
88, 114

potencia, método de, 90

potencia, método de la, 77, 78, 114, 144

potencia, variantes del método de la, 79

precision doble, 16

precision simple, 16

precisiéon doble, 133

problema general de aproximacién, 161,
163

producto de operadores, 294

producto escalar, 165, 166, 171, 177, 233

producto escalar continuo, 184, 188

producto escalar discreto, 179, 184, 188,
243

propagacion de errores en sistemas
lineales, 90

propagacion del error estdndar, formula
de, 9

propagacion del error maximal, férmula
de, 5, 6

propagacion del error, formula de, 9

propagacion del error maximal, férmula
de, 4, 5

propagacion del error, féormula de, 4



INDICE DE SIMBOLOS Y ALFABETICO

proyeccién ortogonal, propiedad de, 166
punto fijo, 358, 359, 401

punto medio, 169

puntos 2-periddicos, 408

Q-D, método, 376

QR, factorizacion, 61, 66, 69, 88-90, 172,
173, 175, 238, 239

QR, método, 61, 68, 70, 90

QR, método iterativo, 89, 146

radio espectral, 52, 56, 72, 74, 103, 111,
112

Rayleigh, cociente de, 79

Rayleigh, cocientes de, 115

raiz, 353

rectangulo, férmula del, 272

recurrencia inestable, 39

redondeo, 2

reflexion respecto a un hiperplano, 62, 63

regiéon de convergencia, 284

regla de Horner, 149, 185

reglas de integraciéon numeérica,
convergencia, 300

reglas de acotacién de ceros de
polinomios, 366

reglas de localizacién de ceros de
polinomios, 366

regresio, recta de, 170

regresion, coeficiente de, 170

regula falsi, método de la, 356, 357, 368,
376

regula falsi, orden del método de la, 360

regular, matriz, 51, 55, 60, 62, 89

relajacion, factor de, 73

relajacion, factor optimo de, 74

Remes, algoritmos de, 191
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