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INTRODUCCIO

En els molt diversos camps de la ciéncia, la tecnologia, la medicina, ’economia, les ciéncies
socials, etc, es descriuen tot sovint fendomens reals mitjancant models matematics. L’estudi
d’aquests models fa possible un coneixement més profund del fenomen i adhuc una previsié
de la seva evoluci6é futura. Buscar i aplicar les eines més adients per trobar solucions a pro-
blemes basats en aquests models constitueix 'objectiu principal de la matematica aplicada.
Es tracta d'un art apassionant que, dissortadament, no sempre pot recorrer als métodes
analitics classics per diverses raons: no s’adeqiien al model concret, llur aplicacié resulta
excessivament enrevessada, la solucié formal resultant és tan complexa que fa impossible
qualsevol interpretacié posterior, etc. En tals casos son ttils les técniques numeériques que,
mitjancant una labor de calcul més intensa o menys, arriben a solucions aproximades. La
notable tasca calculistica que comporta I'aplicacié de la majoria d’aquests métodes fa que
el seu Us estigui fortament lligat a la utilitzacio d’aparells de calcul automatic. Aixi, sense
el desenvolupament que s’ha produit en el camp de la informatica, resultaria dificilment
imaginable 'actual nivell d’utilitzacié de técniques numeériques en ambits cada cop més
diversos.

Aquest llibre és fruit d’'una amplia tasca docent en la Facultat de Matematiques de la
Universitat de Barcelona. El seu contingut representa un primer curs de calcul numeéric
i va dirigit a estudiants de carreres cientifiques, técniques o socials que vulguin conéixer,
de manera tan practica com sigui possible, eines basiques que els permetin de fer front a
qliestions numeériques amb comoditat i rigor.

L’aplicacié practica de molts dels métodes que es presenten en aquest text requereix
I’emprament de calculadores i d’ordinadors. Molts dels problemes numérics d’aquest llibre
poden ser abordats utilitzant calculadores de butxaca. La complexitat d’alguns métodes
o llur escala d’aplicacié fa imprescindible 1'4s d’ordinadors. Per aquest fet és altament
aconsellable que el lector conegui algun llenguatge de programacié que li permeti d’imple-
mentar métodes numeérics en programes.

En aquest llibre es desenvolupen, agrupats en cinc capitols, els temes més basics del
calcul numeéric:

e FEl concepte d’error és consubstancial amb el calcul numéric. En cada problema, és
d’una gran importancia fer un seguiment dels errors comesos a fi de poder estimar
el grau d’aproximacié de la solucié que se n’obté. En aplicar técniques numériques a
un problema determinat, cal estudiar els diversos tipus d’error que afecten les seves
solucions: els errors propis del métode numeéric emprat complementats amb els errors
provinents de les dades i de les operacions. En el primer capitol només es poden donar
técniques per tal d’estimar o fitar els errors dels dos darrers tipus, tenint també en
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compte les limitacions de l'eina feta servir (calculadora, ordinador ...). En els capitols
segiients, s’ha procurat acompanyar la presentacié de cada métode numéric amb la
informaci6 necessaria per poder analitzar el seu error.

e Fls models matematics més basics son els models lineals, que sovint provenen d’una
reduccié d’altres de més complexos. L’analisi dels problemes associats als models
lineals comporta el calcul de la soluci6é de sistemes lineals o de llurs valors i vectors
propis associats. El capitol IT contempla una gran varietat de métodes generals per
a la realitzacié d’aquests calculs. En cada situacid, 'eleccié concreta d’'un métode
depeén de diversos factors, com ara Pestructura del sistema (simetria, escassetat de
coeficients no nuls ...), Ueficiéncia, I'estabilitat numeérica, etc. Es aixi que es po-
den triar meétodes directes, métodes iteratius, métodes més estables a costa de més
operacions, métodes especifics per a sistemes amb estructura especial, etc.

e Les técniques d’aproximacié i interpolacié ofereixen procediments per extreure un
model senzill d’una realitat més complexa, expressada bé per un conjunt de dades
experimentals, bé per una funcié d’avaluacié complicada. Aquestes reduccions, ex-
plicades en el capitol III, permeten donar formes alternatives més simples de calcul
de funcions i s6n la base de la majoria dels métodes numerics per a l'obtencié de deri-
vades, integrals i zeros de funcions, presentats en els capitols posteriors. Les funcions
interpoladores i d’aproximacié que s’hi fan servir sén primordialment polindomiques
i trigonométriques. Els métodes d’aproximacié tenen com a objectiu minimitzar la
funcié error segons algun criteri. Les aproximacions per minims quadrats i minimax
que es presenten corresponen a dos criteris diferents de mesura de la dita funcio error.

e Els calculs amb funcions sovint no es poden portar a terme analiticament o no és
eficient de fer-ho. En el capitol IV es descriuen diferents formules de derivacié, in-
tegraci6 i sumacié numérica de funcions, acompanyades del seu error. L’existéncia
d’expressions asimptotiques d’aquests errors permet dissenyar estratégies d’extrapo-
lacié per tal d’assolir una utilitzacié més eficac de les dites formules. Es concedeix
molta importancia al calcul amb operadors per la possibilitat que ofereix d’una re-
formulacié més agil d’algun dels métodes presentats en aquest capitol i en "anterior.

e Una de les tasques més genuines del calcul numeéric és la resolucié d’equacions no
lineals. Els métodes de resolucié es basen en la construccié d’una successi6 obtinguda
iterativament que convergeixi a la solucié. La seva eleccié depén de la funcié i de
la soluci6 cercada. En cada cas, els diversos métodes es diferencien en la velocitat
de convergéncia de les successions prop de la soluci6 i en V'esfor¢ de calcul que re-
quereixen. En el capitol V s’exposa un recull dels procediments més usuals, tant per
a equacions generals com per a equacions polindomiques especificament. Es clou el
capitol amb una breu introduccié a la resolucié de sistemes d’equacions no lineals.

En tot moment s’ha procurat defugir d’un text reduit a un cataleg de métodes, receptes
itrucs. S’ha insistit en les idees generals associades als temes presentats: plantejament del
problema, conceptes que s’hi mouen, estratégies de resolucid, estudi d’errors, qliestions de
convergéncia ... En 'exposicié de métodes concrets s’ha buscat sempre un marc global-
itzador (trets comuns, caracteristiques generals, etc) que eviti una casuistica excessivament
dispersa.
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Cada capitol consta, a banda de les seccions dedicades a l’exposicié teorica, d’una
seccid de comentaris bibliografics, d’una seccié de problemes resolts i d’'una de problemes
proposats.

e En les seccions teoriques, s’ha cercat un equilibri entre la claredat del desenvolupa-
ment i la profunditat conceptual. FEl calcul numéric és, perd, més pragmatic que
fonamentalista, és meés eina que mateéria primera. Aquesta idea ha estat present
en aquestes seccions, de manera que ens ha preocupat més la presentacié del marc
general i 'exposicié concreta de les eines de calcul que els detalls de fonamentacid
d’alguns conceptes.

e Fn els comentaris bibliografics se subministren referéncies complementaries al mate-
rial teoric que, en alguns casos, contemplen demostracions no presentades explicita-
ment. S’aporten també cites que contenen programes implementant els métodes pre-
sentats en diferents llenguatges de programacio per tal que el lector pugui utilitzar-los
directament o bé comparar-los amb els elaborats per ell mateix.

e Les seccions de problemes resolts constitueixen el nucli de cada capitol. Tant la
concepcié inicial com Pobjectiu final de la redaccié d’aquest llibre han estat basats
en el principi que la millor forma de familiaritzar-se en 1'as de qualsevol eina és fer-la
servir degudament. Per aixo, s’ha tingut molta cura de l'exposicié del procés de
resolucié dels problemes. La inclusié d’aquest material té dos objectius:

— Simplificar les exposicions teoriques, remetent a la part de problemes aquells
detalls que les farien massa feixuges.

— Oferir exemples concrets d’aplicacié dels métodes exposats. En aquest sen-
tit, s’ha intentat que els problemes resolts abastin essencialment totes les eines
teoriques presentades i, a través de la practica, en permetin una millor com-
prensio.

e Els problemes proposats, de gran diversitat pel que fa a la seva dificultat, sén argu-
ments de refor¢ que permeten ’exercitacié del lector.

No volem pas acabar aquesta introduccié sense donar el nostre agraiment als companys
de docéncia de P'assignatura de Calcul Numéric a la Facultat de Matematiques. De tots
ells hi ha alguna cosa en aquest text, perd ens complau fer esment d’en Joan Llopart,
col-laborador en uns apunts previs, d’en Joaquim Font, pacient calculador de zeros de
polinomis i d’en Gerard Gémez, conseller en les darreres etapes.

Desitgem fer una mencié especial al nostre mestre comd, en Carles Sim6. Ell va
introduir-nos en l'art del calcul numeéric i, tot fent cami al seu costat, va descobrir-nos
paisatges d’una insospitada bellesa. A ell es deuen els encerts que aquest llibre pugui apor-
tar, nosaltres ens fem responsables dels seus errors. Siguin aquestes paraules un testimoni
de gratitud envers el seu amical mestratge.

La Maribel, la Fanny i la Rosalia han demostrat tenir una paciéncia que tendeix a
Iinfinit, la seva feina també és present en aquestes pagines.

Els autors, juliol de 1991.
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CAPITOL 1

ERRORS

1.1 CONCEPTES GENERALS

1.1.1 Definicions

Tot sovint no coneixem el wvalor exacte T d’una certa magnitud i hem de conformar-nos
amb un valor aprorimat x. Aleshores, definim:

e Error absolut de x: eq(x) = x — .

o Error relatiu de x:

 eq(m)
er(x) = P
si T # 0.
A la practica, si x # 0, se sol prendre
ea()
er(x) o~ pranl

En general, no coneixem aquests errors exactament, siné només una fita d’aquests.
Aix0 és, un nombre €,(z) tal que | eq(x) |< €,(x), per a lerror absolut; o bé, €.(x) tal
que | er(z) |< €-(x), per a lerror relatiu. Usarem també la notacié: T = x £ €,(x) o
x =T £ €,(x), per a l'error absolut, i z = z(1 £ €.(x)) o x = Z(1 £ ¢,(z)), per al relatiu.

1.1.2 Fonts d’error

Des d’un punt de vista numeéric, ens interessen tres fonts d’error: errors en les dades
d’entrada, errors d’arrodoniment durant el calcul i error de truncament del métode emprat.

Error en les dades d’entrada

Els errors en les dades poder ser deguts a dues causes:

MESURAMENTS INCORRECTES

Els aparells de mesura subministrats per la tecnologia no presenten una precisié in-
definidament fina. Aix0 fa que els valors mesurats estiguin afectats d’errors que depenen
basicament de la precisié dels aparells.
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FINITUD DE LA REPRESENTACIO DIGITAL D'UNA DADA
Flegida una base natural b > 2, qualsevol nombre real x no negatiu pot ser representat
en la forma

T =apb" 4 ap " arbtag+a b Ha b i 4
amb a; € Z , 0 <aj <b (j <n), que habitualment s’escriu
r = apdp—-1...0100.0-10—2 ... p ,

i s’anomena representacid digital de x en la base b. Els coeficients a; (j < n) reben el nom
de digits o zifres. Aquesta representacit és ninica, excepte per als nombres racionals x de
la forma

k
T = (k,neZ),
que en tenen dues. Aixi, per exemple,

132—1319999 =1.32
00 - ..oo10 =192 10,

on 1.32 1¢ és la representacio finita de %, formada només per 3 xifres significatives: ag = 1,
a_1 =3, a_s = 2 (per a meés exemples, vegeu els problemes 1.1-1.4).

Suposem ara que fem els nostres calculs amb una calculadora que pot representar
nombres amb ¢ digits en base b. Llavors la representacié6 d’un nombre x amb més de ¢
digits no nuls no sera exactament igual a x, i 'anomenarem fl(x), representacié en punt

flotant de x. En general,
fl(x) =m - b7,

ong€Zim==x0.a1a2...atp,amba; € Z,0<a; <b(j=1+1t)ia #0;qs’anomena
erxponent i m, mantissa.

El pas de z a fl(z) es pot fer per tall, simplement suprimint els digits de x a partir de
at, o per arrodoniment, escollint fl(x) de manera que U'error fi(z) — = sigui minim. Quan
aquesta condicié déna dos possibles arrodoniments, comunament s’escolleix el que té valor
absolut més gran (si aquests casos apareguessin dins d'una cadena llarga de calculs, per tal
d’evitar qualsevol tipus de desviacié de I'error d’arrodoniment cap a alguna direccié fixa,
seria preferible arrodonir de manera que l'tltima xifra de la mantissa sigui, per exemple,
sempre parella).

Les fites de 'error relatiu produit, en cada cas, son:

€r = bt , €A = §b1_t .

EXEMPLES

1. —99.962 (0 —0.99962 - 10?) tallat a 3 xifres queda —99.9 (o també, —0.999 - 10?) i,
arrodonit a 3 xifres, -100. (o —0.100 - 103).

2. 35.47846 arrodonit a 6 xifres queda 35.4785, i 35.4785 arrodonit a 5 xifres esdevé
35.479. Notem, perd, que arrodonint (directament) 35.47846 a 5 xifres queda 35.478.
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3. El nombre 7 és 3.141592653589793238462643.... Si w entra com a dada en una
maquina que sols admet 10 xifres en base 10, sera representat per

fip(r) = 0.3141592653- 10" (si talla) |
fia(m) = 0.3141592654 - 10! (si arrodoneix) ;

on fly indica la representacid en punt flotant de x per tall i fla, la representacid en
punt flotant de x per arrodoniment. Observeu que 'error de la primera representacio
és més gran que el de la segona.

Error d’arrodoniment durant el calcul

L’error en un resultat no solament pot provenir dels errors de les dades d’entrada, sind
també dels errors d’arrodoniment en els resultats dels calculs intermedis.
EXEMPLE
Considerem una maquina que treballa amb 4 xifres decimals i talla o arrodoneix. Hi
tenim dues dades:
a=0.3425-10° , b=0.2517-1072 .

Aleshores,
ab = 0.8620725-10? ,
fip(ab) = 0.8620-10? (s’ha comés un error de 0.725 - 10?) ,
fla(ab) = 0.8621-10% (s’ha comés un error de 0.275-10%) .
Si no es diu el contrari, suposarem que, en cada operacié aritmética (+, —, -, /), les

fites d’error relatiu seran les mateixes que en la representacié de les dades de partida: ep
0 €4.

Error de truncament del métode emprat

Quan resolem un problema matematic per métodes numerics, tot i fent les operacions exac-
tament, obtenim només una aprozimacié numeérica del resultat exacte (per exemple, quan
aproximem una integral per una suma finita o una derivada per un quocient incremental,
etc).

L’error produit depén del métode numéric emprat i rep el nom d’error de truncament.
Per a alguns métodes, disposem d’expressions d’aquest error, com veurem en els capitols
segients.

En decidir sobre la conveniéncia de la utilitzacié d’un métode determinat, s’ha de tenir
en compte no solament el seu error de truncament, siné també els errors d’arrodoniment
produits per les operacions que el métode comporta.

Per exemple, cal sempre defugir els métodes o algorismes que comportin cancel-lacions
de xifres en restar dues quantitats proximes. Atés que en aquestes cancel-lacions es pro-
dueixen errors relatius considerablement grans, convé usar férmules matematicament equi-
valents que les evitin. Per copsar la importancia d’aquest fet, vegeu-ne diversos exemples
en els problemes 1.8-1.11.
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1.2 ESTIMACIO I FITACIO D’ERRORS

L’objectiu de qualsevol estudi d’errors és tractar de conéixer ’efecte que, sobre el resultat
final d’'un problema numeéric, produeix cada un dels diferents tipus d’error que hi poden
tenir lloc.

Distingirem tres tipus basics d’error: els de les dades, els dels calculs intermedis i els
errors de truncament del métode numéric emprat. L’error total sobre el resultat final sera
la suma de les contribucions dels tres tipus d’error.

1.2.1 Propagaci6 dels errors de les dades

Per als problemes numeérics de fer operacions aritmetiques (+, —, -, /) amb dues dades 1
i xo afectades d’error, tenim les segiients fites de ’error propagat:

i les segiients fites aproximades, si els errors de z1 i 3 s6n petits:

67«<I’1.’IJ2> =~ Er(xl) + Er(l'Q) ’
er(x1/x2) ~ €r(x1) + €-(22) .

Per a un problema numéric consistent a calcular el resultat y = f(x) a partir de només
una dada x, obtenim la segiient férmula aproximada de propagacié de l’error

ea(y) = f'(z) - ea(2) (1.1)

com a conseqiiéncia directa del teorema del valor mitja, per a funcions f d’una variable,
derivables amb continuitat. D’aquesta es dedueix una fita aproximada per a I’error absolut
de y, en funci6é d’una fita de l'error absolut de x, donant lloc a la férmula aprorimada de
propagacid de l’error mazimal

ca(y) =| f'(z)] €al) - (1.2)
Finalment, per al problema numéric més general, que consisteix a calcular un resultat
y = f(z1,...,zy,) a partir d’'unes dades z1, ..., x,, disposem de la férmula aprozimada

de propagacio de l’error

gg‘gf (1, ..., xn)eq(x;) ; (1.3)

)

ea(y) ~ Z
=1

d’on, conegudes fites de eq(z;), podem fitar e,(y), obtenint aixi la férmula aprozimada de
propagacid de lerror maximal

n

€a(y) = Z

=1

of
8:31-

(T1,. .. 2n)|€q(xs) 5 (1.4)

especialment adequada quan n, el nombre de dades afectades d’error, no és gran.
EXEMPLE
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Si calculem la suma y = 21 + - - - + x, de n dades zy, ..., z,, aleshores

n

eq(y) ~ Zea(xi) .

i=1

Si cada variable té una fita d’error €, la formula de lerror maximal ens dona €, (y) ~ ne,
fita que només pot ser assolida quan tots els errors e, (z;) tinguin el mateix signe i la maxima
magnitud, cosa altament improbable quan n és gran.

1.2.2 Propagaci6 dels errors en els calculs

La propagacio dels errors en els calculs és estudiada en dues fases (per a diversos exemples,
consulteu els problemes resolts 1.14-1.18).

Analisi de ’error cap al darrera

Partint de dades inicials exactes, per culpa de "acumulaci6 dels errors en les operacions,
obtenim un resultat afectat d’error. La idea basica de 'analisi de [’error cap al darrera
consisteix a estudiar les modificacions que hauriem de fer sobre les dades d’entrada, de
forma que, suposant que no hi haguessin errors en les operacions, s’obtingués el mateix
error en el resultat.

Aquest estudi es fa emprant successivament la formula

fllaxb) = (axb)(1+ ),

amb |04 |< €4, a cada una de les operacions aritmeétiques * = (4, —, -, /) que componen el
procés de calcul, on €, indica una fita coneguda de I'error relatiu en 'operaci6é *; a més,
per a totes les funcions g que intervenen en els calculs, s’escriu

fi(g(x)) = g(2)(1 +4,) ,

amb |J,|< €4, on €, indica una fita coneguda de I’error relatiu en 'avaluaci6 de g.

A continuacié, s’escriu una expressié del resultat final que permeti imputar els errors
dels calculs a les dades. Amb aquest procediment es redueix ’analisi de ’error en els calculs
a una analisi de propagacié d’errors en les dades sense errors en els calculs.

Propagacié dels errors imputats a les dades

Un cop feta la reduccié anterior, s’aplica la formula de propagacié de error maximal a les
fites dels errors imputats a les dades, considerant que els calculs ja es fan sense error. En
el quadre de la figura 1.1 es mostra graficament tot el procés.

1.2.3 Errors de truncament

L’error de truncament depén de cada métode numeéric i el seu estudi es farda de manera
especifica per als diferents métodes que es vagin presentant en els capitols que segueixen.
De fet, 'estimacié de l'error de truncament associat a cada meétode conforma una part
fonamental de la seva exposicio.
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Dada exacta.

Dada amb error.

— Procés sense error d’arrodoniment.
AN Procés amb error d’arrodoniment.

Simbolos:

Dades “erronies”, procés “exacte” | Dades “exactes”, procés “erroni”
(Estudiat en l'apartat 1.2.1) (Estudiado en el apartado 1.2.2)

« AN OAN[ AN

|
: Analisi de
0 - | Ierror cap
: al darrera ..
|
O Y >
Férmula de propagacié d’errors ...1ens trobem en el cas

anterior on podem fer Gs de
la formula de propagacio d’errors.

Figura 1.1: Quadre resum del tractament d’errors.

1.3 TRACTAMENT INTERVALAR I ESTADISTIC

La formula de propagacié d’errors (1.3) és només una férmula aproximada (de primer
ordre) per a la fitacio de lerror. El calcul de Uerror usant intervals permet d’obtenir-ne
fites rigoroses; malhauradament, aquestes fites molt sovint no sén realistes quan el nombre
de calculs és gran; aix0d és, son fites desproporcionades i poc probables dels errors reals.
Per a estimacions més apropades a la realitat convé molts cops analitzar I'error des d’un
punt de vista estadistic. A continuaci6 es presenten aquests dos vessants.

1.3.1 Analisi d’interval

L’analisi d’interval fa s de les operacions entre intervals a fi de determinar un interval en
qué, amb tota seguretat, es troba el resultat final.

Un interval (tancat i fitat) I en IR és un conjunt I de la forma [a,b] = {z € IR:a <
x < b}, amb a,b € IR. Anomenarem I(IR) al conjunt dels intervals en IR.

Es defineixen a continuacié les operacions amb intervals més senzilles. Definim primer
les operacions aritmétiques entre intervals: si I, I € I(IR),

Il*IQZ{yE|R:y:£L'1*.%'2, .%'16[1, xQGIQ},
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per a qualsevol operaci6 aritmeética * entre nombres reals.
Per a un gran nombre de funcions entre nombres reals (per exemple, les continues)
poden definir les funcions entre intervals; aixi, donada la funcié f : IR — IR, definim

FiI(R) — I(R), f(I)={y:y=fla)xel}.

Emprant operacions i funcions entre intervals, en comptes d’operacions i funcions entre
nombres, ’analisi d’interval permet de fer un seguiment, en el decurs de la cadena de
calculs, de la regi6 de la recta real en qué es troben els successius resultats parcials i, en
darrer terme, el resultat final del procés de calcul.

1.3.2 Analisi estadistica

Per tal de donar unes estimacions més realistes de ’error del resultat, quan aquest s’obté
a través d’un procés numéric que comporta moltes operacions, és convenient introduir un
tractament estadistic de error.

Per aixo, se suposa que els errors en les dades d’entrada sén variables aleatories inde-
pendents amb una certa funcid distribucié donada, com es mostra en els exemples segiients.

EXEMPLES

a) Sigui e l'error en arrodonir un nombre a d xifres decimals. Aleshores e pren valors no
nuls només sobre [—¢, €], on € = %10_‘1; si suposem que cada valor sobre aquest interval és
igualment probable, la funcid densitat p d’e correspon a una distribucid uniforme (és a dir,
una funcié que val 2% sobre [—e¢, €] 1 és nul-la fora d’aquest interval); la funcid distribucic

Fz) = /_ ; p(t)dt

que ens doéna la probabilitat que e prengui valors més petits o iguals que z, és una recta de
pendent i en aquell interval. En la figura 1.2 es veuen representades ambdues funcions.
Donem a continuacié diferents magnituds estadistiques de la variable aleatoria e:

po= / zp(x)de =0 (mitjana d’e) ,

o? = / (x — p)?p(x)de = €2/3  (variancia d’e) |
€ 104

— = —— ~0.2887-10"%  (desviacié estandard d’e) .
V3 V12

b) La majoria de les variables aleatories e que hom troba a la practica tenen apro-
ximadament una distribucid normal; aixd és, tenen una funcié densitat de probabilitat
aproximadament igual a
L —@-w2/0?)
2o

plz) = ;
on p ¢s la mitjana i o2 la variancia. En la figura 1.3 se'n troba una representacié grafica.
La probabilitat P(d) que e prengui valors entre g — ¢ i u+ 6 ve donada per

pto 2 f% 2 1)
P(S:/ tdt:—/ eV dt = erf(——) ,
(6) H_(Sp() N er(ﬂa)
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Figura 1.2: Funcions densitat i distribuci6 de la distribucié uniforme.

on 5 o
2
erf(x :—/ e Vdt
(@) VT Jo
rep el nom de funcid d’error.

Com a exemples, Q(5) = 1 — P(J) val 0.317, 0.045 i 0.0027 quan ¢ val o, 20 i 30,
respectivament. Aixo vol dir que, si e representa un error d’'una dada amb mitjana u =0
(per exemple) i desviacié tipica o, 'afirmaci6 que la magnitud de l'error sigui menor que o,
20 i 30 és falsa tan sols en aproximadament el 32%, 5% i 0.3% dels casos, respectivament.

Retornant a la teoria general, el tractament estadistic dels errors es basa en els resultats

seguents:
Siguin ey, ..., e, variables aleatories amb mitjanes u1, ..., u, 1 desviacions tipiques o7y,
.., Op, 1d1, ..., dy constants arbitraries; llavors, es compleixen les propietats segiients:
1.

n
€ = E diei
=1

és una variable aleatoria amb mitjana
n
= dip; .
i=1

2. Siey, ..., e, son independents (és a dir, el valor que pren una variable no condiciona
el valor de cap altra), e té per desviacio tipica o, amb
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| !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

! !

| | >
—0 o x

Figura 1.3: Funci6 densitat de la distribucié normal.

Si, a més, eq, ..., e, s6n normals; també ho és e.

3. Sieq, ..., e, sOn independents i tenen la mateixa funcié de distribucio, la funcio dis-
tribucié de £ s’aproxima a una funci6 de distribucié normal (quan n — oo) (Teorema
central del limit).

Si volem calcular y = f(z1,...,2y,) 1 suposem que eq(z;) = x; — &; so6n variables
aleatories independents amb mitjana nul-la i desviaci6 tipica o(eq(x;)), que escriurem sim-
plement o(z;); eq(y) = y—y ve donada aleshores per la formula aproximada de propagacio
de I’error (1.3). Per tant, tenint en compte les propietats anteriors, és una variable aleatoria
amb mitjana nul-la i desviacié estandard o(eq(y)), que també escriurem simplement o(y),
donada per la formula aprozimada de propagacid de l’error estandard

1/2

n 2
o(y) ~ <Z {gg (z1,.. ,xn)} O'(xi)2> . (1.5)

i=1 '

)

Notem que 'aproximaci6 de e, (y) donada en la formula (1.3) té una distribucié normal,
si les variables e, (x;) la tenen, i aproximadament normal si aquestes tenen la mateixa funcié
distribucié i n és gran.

En 'exemple de la suma y = 1 + 2 + - - - + x,, tractant els errors d’arrodoniment a
t xifres decimals e,(x;) com a variables aleatories independents amb distribucié uniforme
de mitjana nul-la i desviacié tipica € = %10*'57 la formula anterior dona la desviaci6 tipica

segient per a y
n
o(y) ~v/no = ,/ge .

Pel teorema central del limit, e, (y) té distribucié aproximadament normal amb mitjana
nul-la, si n és gran. Aixi, es pot dir que, per exemple, la magnitud de e,(y) és menor que

2\/?6 ,
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en aproximadament el 95% dels casos en qué es facin sumes de n variables independents.

COMENTARIS BIBLIOGRAFICS

La majoria de llibres de calcul numéric porten algun tipus d’introduccié a l’estudi d’errors.
Per a un punt de vista similar al d’aquest capitol, remetem al lector a [DB74|, [RR78],
[SB&0], [YGT72].

Unes bones introduccions a la representaci6 dels nombres es troben en [Hen64|, [Ham73|,
[Knu69], i principalment en [Wil64]. El teorema central del limit es un dels més importants
de la teoria de probabilitats, teoria que ultrapassa el contingut d’aquest llibre i es troba
en els tractats classics [Cra46|, [Fel50|. La referéncia basica sobre ’analisi d’intervals és
[Mo066].
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PROBLEMES RESOLTS

Problema 1.1 Convertiu
a) 26.321¢ a base 2,
b) 1314.961¢ a base 16,
c) AF.3C1¢ a base 10.

SoLuclIo:

Estudiem primer com canvien les xifres d’un nombre r en canviar-lo de la base b a la
base B.
Siry=ay...a0.0_1... b) irg=ANn...Ag.A_1... g, tenim

n N
> oabt= > AjB.
1=—00 Jj=—00

Igualant la part entera d’ambdés membres

n N
Z (Iibi = Z Aij
=0 7=0

i dividint-los per B, tenim que Ag és el residu de la divisio de la part entera de r per B.
Prenent ara el quocient d’aquesta divisio i repetint la divisié per B, obtenim A; com a nou
residu; la repeticié d’aquest procés permet de conéixer totes les xifres de la part entera de
r en la base B: Ag, Ay, ..., AN.

Analogament, igualem ambdues parts fraccionaries

-1 -1
S b= Y. AB,

1=—00 j=—00
i, si ara les multipliquem per B, obtenim com a part entera A_;. Repetint-ho de nou, amb
la part fraccionaria del producte, tenim com a nova part entera A_o i, aixi successivament,
trobariem totes les xifres de la part fraccionaria de r en la base B: A_1, A_o, ...

Per als casos demanats:

a)
26=13-2+0 13=6-2+1 6=3-2+0 3=1-2+1 .

Aixi, 2619 = 11010s.

0.32-2=0.64 064-2=1.28 0.28-2=0.56 0.56-2=1.12
012-2=024 024-2=048 048-2=096 0.96-2=1.92
092.-2=184 084-2=1.68 0.68-2=136 0.36-2=0.72
0.72-2=144 044-2=0.88 0.88-2=176 0.76 -2 =1.52
0.52-2=1.04 0.04-2=0.08 0.08-2=0.16 0.16-2=0.32
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Per tant, ’expressié6 demanada és

26.3279 = 11010.010100011110101110002 | ,

on les linies per sobre indicaran a partir d’ara el periode del nombre.

b)
1314 =82-16+2 82=5-16+2 .

Tenim doncs, 131419 = 5221¢.

0.96-16 =15.36 0.36-16 =5.76 0.76-16 = 12.16
0.16-16 =256 0.56-16 = 8.96

Resulta doncs,

1314.9610 = 522.F5C28:¢

emprant com a digits en base 16: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C, D, E, F. Aquesta
notacié és molt comuna i la usarem d’ara endavant.

¢) Simplement cal fer
AF3C1=10-16+15+3-16"14+12-1672 .

Finalment,

AF.3C¢ = 175.23437519 | -

Problema 1.2 a) Convertiu els nombres segiients a base 10:
100010001.1000100012 , 42356.667 , 1F2D.1244¢ .
b) Convertiu els nombres segiients, en base 10, a les bases 2, 7 i 16:
4235.66 , m, e.
c¢) Feu les operacions segtients:
10001.10012 + 1001.11115 , 11.11012-115, 45.679 449 ,

11.115/0.11115 , 1221.21125/225 , Alyg/Fi .

SoLuclIo:
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a) De la mateixa definicio de la representacié digital d’un nombre en una base qualsevol,
tenim

100010001.100010001y = 1-2840-2740-2040.2°

+1-2440-2240-2240-2!
+1-2°
+1-27'40.-27240-2340-274
+1-27240-27%40-2774+0.278
+1-279

— 28+24+20+2—1+2—5+2—9

= 256+ 16+ 1+ 0.5+ 0.03125 + 0.001953125

= 273.533203125 ,

100010001.1000100012 = 273.533203125 | .

La part entera de 42356.667 és

423567 = 4-7*4+2-73+3.772+5.-7'+6
((4-742)-7+3)-7+5)-7+6
= 10478 ;

i la part fraccionaria,

6.7 6 8
_ 71 . 2_7_71
0.66; = 6-7 " 4+6-7T "= 5 =19

= 0.979591836734693877551020408163265306122448 .

Finalment,

’42356.667 = 10478.979591836734693877551020408163265306122448‘ .

Recordem que les xifres en base 16 son: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, A(=10), B(=11),
C(=12), D(=13), E(=14) i F(=15). Aixi, de forma analoga,

] 1F2D.12416 = 7981.0712890625 | .

b) Analogament al problema anterior,

4235 =2117-2+1 2117=1058-2+1 1058 =529-2+0
529 =264-2+4+1 264 =132-240 132=66-2+0
66 =33-24+0 33=16-2+1 16=8-240
8=4-240 4=2-240 2=1-240
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0.66-2=132 032-2=0.64 0.64-2=1.28
0.28-2=056 0.56-2=1.12 1.12-2=0.24
024-2=048 048-2=096 0.96-2=1.92
092.-2=184 084-2=1.68 0.68-2=1.36
036-2=072 072-2=1.44 044-2=0.88
0.88:-2=176 0.76-2=1.52 052-2=1.04
0.04-2=0.08 0.08-2=0.16 0.16-2=0.32

Resulta doncs,

4235.66 = 1000010001011.1010100011110101110002

4235=605-74+0 605=86-7+3 86 =12-7+2
12=1-74+5 ’

0.66-7=4.62 0.62-7=434 0.34-7=2.38
0.38-7=2.66 ’

Per tant,

4235.66 = 152304422, | .

Agrupant de quatre en quatre les xifres binaries, s’obté

14235.66 = 108B.ABF5C2y | .

Les 25 primeres xifres significatives dels nombres 7 1 e son:

™ = 3.141592653589793238462643 . .. ,
2.718281828459045235360287 ... ,

respectivament.
Considerem el pas del nombre 7 a base 7. Anomenant 7() al nombre 7 arrodonit a j
xifres decimals trobem

@

1
3.1416 = 3.06647 + 57—4 ,
1
70 = 3.14159 = 3.066377 + 57‘5 ;
1, per tant,
1 4 1 —4
7 = 3.0664,; & (57 +510 )
1 1
r = 3.06637, + (57*5 + 510*5) :

Tindrem també, per exemple, que
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m = 3.141593 + 1107% = 3.06636527 £ 777 | |

7 = 3.141592654 + 11079 = 3.06636514327 + 7710

La resta de 'apartat b) es deixa per als lectors més pacients.

¢) Realitzem les operacions aritmétiques demanades de forma analoga a com es fan en
base 10:

10001.10014
1001.1111,
11011.10004

10001.10015 4+ 1001.11115 = 11011.10002 | .

1111014
11,
111101
111101
101101114

11.11015 - 115 = 1011.01115 | .

4567,
44
20501
20501
2255119

45.679 - 449 = 2255.119| .
[11.115/0.11115 = 1005 | .

122121125 | 223
00112 20.12113
0201
0101
0022
00

1221.21125/225 = 20.12113

Alig | Fie
0B0 AB.. 46
08B0

A.116/F16 = A.Flﬁ .
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Problema 1.3 En un ordinador IBM, cada cel-la de memoria esta formada per 32 posi-
cions binaries (bits). Sabem que tot nombre p s’'emmagatzema en punt flotant hexadecimal
(en base 16) de la forma segiient: un cop escrit p en la forma +p’ - 16" =64 amb p” > 0,
% < p' < 1, s’emmagatzemen en els 32 bits i successivament: el signe (0 si + , 1 si —)
(1 bit), exponent modificat p” en base 2 (7 bits) i les primeres xifres no enteres de la
mantissa p’ en base 2 (24 bits, en precisié simple, i 56 bits, en precisié doble). Notem que
un nombre emmagatzemat en precisié doble ocupa 2 cel-les de memoria.

a) Indiqueu com s’emmagatzemen en precisio simple 1.0, 1.1 i —17.0.

b) Expresseu, en forma decimal, els nombres positius més gran i més petit que poden
ser emmagatzemats.

¢) Calculeu Derror relatiu maxim, en notacié decimal, amb qué pot ser emmagatzemat
un nombre qualsevol en precisié simple i doble.

SoLuclIo:

a) El nombre p =1 en la representacié de punt flotant hexadecimal queda
16 )

aixd,

1
P=16= 274 = 0.00015 , p” =65 = 1000001, ,

i s'femmagatzema

’0 | 1000001 | 000100000000000000000000

Per a p =1.1, tenim
AT L1 1 AT 65—64
1.1, =1.000115 , 1.1 = 16 16" = 0.0001000115 - 16 )

i s’femmagatzema

’0 | 1000001 | 000100011001100110011010 | ,

arrodonint adequadament.
Perap=—-1T7:

—-17
—1719 = —100015, —17 = T 162 = —0.000100015 - 160664

Aixi, —17 es representa per

’1 | 1000010 | 000100010000000000000000‘ .

b) La representaci6 del nombre positiu més gran correspon a

’0 | 1111111 | 111111111111111111111111

I
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es tracta, doncs, de
(1—2724).1612764 ~ 169 ~ 7.107 .

La representacié del més petit és

’0 | 0000000 | 000100000000000000000000 | ,

atés que p’ > 1—16. Per tant, aquest nombre és

1 . .
— 167 =16"% ~6.1077 .
16

¢) Suposant que s’arrodoneix en fer la representacio finita de la mantissa de p, una
fita de l'error absolut en aquesta representaci6 és %2*24 167”754 en precisi6 simple, i
%2_56 167" =% en precisio doble.

Com que p” > %6, tenim les fites d’error relatiu segiients:

2—25 . 16p” —64

521 k. 106
& (p) = 16-1. 16761 277 ~05-1077,
en precisié simple, i
2757 . 16p”764 3 16
&) = g e — 2 =11-1007,

en precisié doble.

Problema 1.4 En ordinador CDC 3200, els nombres s’emmagatzemen en punt flotant,
emprant 48 posicions binaries de la manera segiient:

I 36 |
s exponent mantissa

El nombre p s'escriu en la forma p = +p’ - 27" amb % < p’ < 1. La mantissa p'
s’emmagatzema aproximada per les seves 36 primeres xifres binaries no enteres, arrodonides
adequadament. L’exponent p” ha de complir la fita | p" |< 210 i es representa per

paa _|_210 (SI p” > 0) 7 paa +210 -1 (SI p” < 0) )

El bit corresponent al signe (s) és 0 quan p > 0; si p < 0, es pren el complement a 1 de
tota la representacié anterior (aixo és, es canvien el uns per zeros i els zeros per uns; en
particular, el bit del signe sera 1).

a) Indiqueu com es representen els nombres segiients:

1.0, 05, -0.0625, 0.1.
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b) Doneu (en notacié decimal) els nombres positius més gran i més petit que es poden
emmagatzemar.

¢) Quants nombres reals es poden emmagatzemar exactament?

d) Quin és l'error relatiu maximal en 'emmagatzemament dels nombres?

SoLucio:

a) El nombre p =1 en la representacié de punt flotant binaria queda
1
10 2= 5

aixi,
/ 1 —1 9
p:§:2 :0.12,]9:1:12,

i s’emmagatzema

’0 | 10000000001 | 100000000000000000000000000000000000

Per a p = 0.5, tenim

05=—--2°
2

i s'femmagatzema

’O | 10000000000 | 100000000000000000000000000000000000

Per a p = —0.0625, considerem primer el seu valor absolut

1
0.062519 = 6= 0.15-273 .

Aixi, 0.0625 es representa per

’0 | 01111111100 | 100000000000000000000000000000000000

7

per tant, p = —0.0625 tindra la representacié complementaria a 1

’1 | 10000000011 | 011111111111111111111111111111111111‘ .

Finalment, per a p = 0.1, tenim

0.1=0.8-2"2=0.11005- 273

i s’emmagatzema

’0 | 01111111100 | 110011001100110011001100110011001101 | ,

arrodonint convenientment.

b) La representaci6 del nombre positiu més gran correspon a
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’0 | 11111111111 | 111111111111111111111111111111111111 | 5

es tracta, doncs, de
(1— 2—36) .9210-1 _ (1- 2—36) 91023 g, 10307

La representacié del més petit és

’0 | 00000000000 | 100000000000000000000000000000000000 |

atés que p’ > % Per tant, aquest nombre és

1 L9121 9-1024 L g 10—309

c¢) La quantitat de nombres que es poden emmagatzemar exactament serd com a maxim
de 247, ja que cada un dels 48 bits pot prendre els valors 0 i 1, llevat del primer bit
corresponent a la representacié de la part fraccionaria de la mantissa en base 2 que es
forgosament 1 per als nombres positius i 0 per als negatius.

Concretant, cal considerar un factor 2 per al signe, un factor 23° per a les diferents
mantisses emmagatzemades exactament i un factor 2! — 1 corresponents a les possibilitats
d’emmagatzemament de p” que son 20 per als p” > 01 2'° — 1 per als p” < 0.

Resulta, doncs, la quantitat segiient de nombres emmagatzemats exactament

2.2%. 2" —1)~14-10".

d) Suposant que s’arrodoneix en fer la representacio finita de la mantissa de p, una fita
de ’error absolut en aquesta representacié és %2*36 9P
Com que p' > %, tenim la fita d’error relatiu

2—37 . 2p” .
—=2736~03.10719.

o) = G

Problema 1.5 a) Determineu I'error maxim per a y = wlxg, per a
21 =20+01, 2o =3.0+0.2.

i) Exactament, operant amb intervals.

ii) Emprant les formules (aproximades) de I'error maximal en les operacions aritmeé-
tiques.

iii) Calculant primerament 'error relatiu, usant que 'error relatiu és aproximadament
Perror absolut del logaritme.
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b) Calculeu I’error estandard amb les mateixes dades d’a), suposant que les fites per
als errors de x1,xo son, de fet, desviacions estandard.

SOLUCIO:
a)i) x1 =2.0£0.11 2y =3.0+0.2 equivalen a

T1—€1 <21 <T1+€ (f1:2.0,6120.1),

Tg — €3 < 19 < To+ €9 (T2 = 3.0, e2=0.2) .
Com que 1 £ €1 1 Ty + €5 s6n positius,
(Z1— 1) (B2 — €2)® < @123 < (B1 + e1)(T2 + €2)” . (%)

Substituint,
14.896 = 1.8 - 2.8% < 123 < 2.1-3.22 = 21.504 ;

per tant,
—3.104 < 122 — 7175 < 3.504 .

Prenent la fita més gran,

r173 = 18 + 3.504

ii) Usarem €,(y1 +y2) = €a(y1) + €a(y2) 1 €(y1 - ¥2) = € (y1) + € (y2)-
En el nostre cas,

er(mlx%) = er(x120m9) ~ €,.(21) + 26, (2) (k%) ,

_ €l®1) _ealz1) 1 _ €a(w2) _ ealze) 2
67"(551) = 1 — 1 = 20’ 67«(.%2) = = ~ Z = 50
Aixi,
1 4 11 11
er(azla:%) ~ 20 + 30" 60 ea(xlmg) ~ 18& =33

i, finalment,

7123 =18 4+3.3

Una altra manera d’arribar a aquest resultat és operant en (%)

flfg — f%el — 2X1X2€0 + 2096169 + 516% — 616% < 56137% <
2 =2 S _ _ 2 2
T1T5 + T3€1 + 2T1To€9 + 209€1€9 + T1€5 + €165

i menyspreant els termes Zoejea, T1€5 i €165 en els quals apareixen productes d’errors de
les dades (és a dir, que contenen més d’un ),

xlx% = jlj% + (i‘%el + 2@1%262) =18+£3.3
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iii) Usant que €,(y) ~ €,(Iny), tenim
er(z123) ~ eo(Inxy + 2Inzo) ~ €,.(21) + 26, (22) |

com en (xx).

b) Usant la férmula de propagacié de l'error estandard, amb o1 = 0.1, o9 = 0.2, tenim

oly) =~ [(x%)20%+(2$1$2)20'§]%

= [8102 + 14402]2 ~ 2.6 .

Problema 1.6 Donat el sistema d’equacions lineals

3z + ay = 10
br 4+ by = 20 [’

ona=2100+£5-10"%ib = 3.300 £ 5 - 10~%; amb quina exactitud pot ser determinat
r4+y?

SoLucio:

Les components de la solucié del sistema seran

~10b—20a 0
T 3b-50 ° YT 3—_ba’

1 la suma
b—2a+1

3b—ba
Donem a continuacié els valors aproximats de diversos valors intermedis en el calcul de
x 4y, aixi com les fites (aproximades) dels errors respectius:

z+y=10

a=21 €fa)=5-10""=¢,
b=33 €(b)=5
N=b—-—2a+1=0.1 ea(N):ea(b)+2€a(a):3€,
D=3b-5a=-0.6 ¢,(D)=3e(b) + 5eq(a) = 8¢ ,
(

N 10 Neo(D)+ | D] eq(N
$+y=105=—€ oz +y) =10 al )D|2 | €a(V)
650
:?624&0*2.

En resulta, doncs,
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T+y=—-5+4-10"2

Problema 1.7 Tenim el sistema d’equacions lineals

T + ay = 5
br + 2y = d [’

ona=100+£5-10"3,b=1/aid=0b— a. Amb quina exactitud podem determinar zy?

SoLucio:

Si interpretem l’enunciat de forma que b es calcula a partir d’a i d a partir de b i a,
caldra expressar primer el producte xzy de les components de la solucié del sistema en
funcié d’a, b i d i trobar els errors d’aquell a partir dels errors d’a, b i d (entenent que els
errors de b i d son els propagats de lerror d’a).

Les components de la solucié del sistema seran

C10-ad  d—5b
v 2—ab ’ y_2—ab’

i el producte,
10 — ad)(d — 5b
by = (10— ad)(d—5b)
(2 — ab)?
Donem a continuacié els valors aproximats de diversos valors intermedis en el calcul de
xy, aixi com les fites (aproximades) dels errors respectius:

a=1 ¢4
b=1 (b)) = - = —¢(a)=¢,

d= €al

2_ab=1 €2
D=(2-ab)?=1 ¢,(D)=2(2—ab)e,(2 — ab) = 4e ,

Ni=10—ad =10 (

Ny=d—-5b=—-5  €4(Na) = €,(d) + 5eq(b) = Te ,

N =NiNy=-50  ea(N) = |Na|ea(N1) + Ni€a(N2) = 80€ ,
N
(

xy:5:—50 €a

(@)
=)
=
S—
Il
=)
(@)
Q
—
Q,
S—
+
QL
(@)
=)
—
N—
\
[\
)

De, (N N D
xy) = €a( )+D|2 | €af ):2806.

En resulta, doncs,

|y = =50 £ 1.4].
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Problema 1.8 Volem calcular a = (7 — 4v/3)*, emprant el valor aproximat 1.73205 per
a /3. Trieu, de les formules equivalents segiients, la més adequada des del punt de vista

numeéric: )

(97 + 56v/3)2
1
18817 + 10864+v/3

1
(7+4v3)

18817 — 108643 |

(97 — 561/3)2

SoLuclIo:

Considerem les funcions segiients:

fi(z) = (7—40)",

folz) = (T+42)~*,

fa(z) = (97 —56z)?,
fa(z) = (974 562)2,
fs(x) = 18817 — 10864z ,
fo(z) = (18817 + 10864x)~*

Es trivial comprovar que totes les funcions valen a en & = /3,
a=fi(vV3)(i=1+6).

Quan procedim a avaluar f;(v/3) no disposem del valor exacte v/3, siné tan sols de
I’aproximacié « = 1.73205; hem de trobar aquella f; que produeixi el minim error en el
calcul d’a. Per aix0, utilitzarem la formula aproximada de propagacié de ’error maximal
en cada cas; aixi tenim:

ca(fi(x)) =~ 16(7 — 4z)%e,(x) ~ 0.005922¢,4(z) |

€a(f2(x)) = 16(7+ 4z) "eq(x) ~ 0.00003052¢4(z) |

ea(f3(z)) =~ 112(97 — 562)e,(z) ~ 0.5824¢,(x) ,

ea(fa(z)) = 112(97 + 562) 3eq(2) ~ 0.00001534¢,(2) |
ea(f5(x)) =~ 10864e,(x) ,

ca(fo(x)) =~ 10864(18817 + 10864x) e, (x) =~ 0.00000767¢, () .

Observem que la millor férmula des del punt de vista numeéric és I'altima, i que la pitjor
és la donada per f5. Calculant @ amb totes dues, tenim:

f6(v/3) ~20.0000265717 ,  f5(v/3) ~ 0.000976562(!) .

L’estudi anterior assegura que les 5 primeres xifres significatives del primer valor sén
correctes; en canvi, no assegura cap xifra significativa correcta del segon valor obtingut,
com és en realitat.

Cal notar que, en operacions similars a lefectuada (en qué es resten nombres molt
propers), Uerror relatiu pot ser molt gran i caldra evitar de fer-les, substituint la formula
que s’avalua per una altra d’equivalent perd més bona des del punt de vista numeéric.
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Problema 1.9 Si, per calcular In(x—+/z? — 1) per ax = 30, l'arrel quadrada es treu d’una
taula que déna 6 xifres decimals correctes amb arrodoniment, quin sera ’error absolut en el
resultat? Doneu-ne una expressio equivalent que sigui millor numéricament, i fiteu ’error
absolut en emprar-la en les mateixes condicions.

SoLucio:

Anomenem z la quantitat afectada d’error en 'expressio; tenim aixi que cal calcular
Perror en f(z) =In(30 — 2), on z = /899 té una fita d’error de €,(z) = £1076.
La formula de propagacié de l'error dona la fita aproximada segiient:

1 3107°
= e(2) 2
30 — v/899 0.016671

Una manera d’obtenir una expressié equivalent, en qué no es produeixi el problema de
cancel-laci6 observat, consisteix a tornar a escriure 'argument del logaritme en la forma

€a(f(2)) = f'(2)| €a(2) ~3.107°

(m_m)l"i‘\/CCQ—l: 1 .
t4+vVeZ—1 z4+V22-1"

llavors, 'expressié equivalent sera

)=—In(z + Va2 —-1).

In(x — Va2 — 1) = In(

1
r+Va?-—1
Per a x = 30, ara caldra calcular g(z) = —In(30 + z) i I'error estara fitat per

1 31076
e 760,(2) ~ —
30 + /899 59.983329

Destaquem que el factor d’expansié de ’error de z es redueix en un factor proper a
3600 en usar la segona férmula i no la primera, i que aquesta reduccié serd, més gran com

a(9(2)) ~|¢'(2)] €a(2) ~84-1077Y .

més gran sigui x.

Problema 1.10 Treballant amb 5 xifres decimals, calculeu

{/2.15283 — /2.15263 (k = 2,3,4) .

a) Directament.

b) Usant férmules equivalents, millors des del punt de vista numeéric. (Indicacié: Feu
la divisié de polinomis (a* — b*)/(a — b)).

¢) Compareu els resultats i comenteu-los.

SoLuclIo:
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k=2 k=3 k=4
V/2.15283 || 1.46725 1.29123 1.21130
V/2.15263 || 1.46718 1.29119 1.21127
V/2.15283 — ¥/2.15263 || 0.00007 0.00004 0.00003

a) En la taula segiient es donen els resultats dels calculs fets directament, emprant tan

sols 6 decimals:

Cal destacar que només s’obté una xifra significativa en tots els casos; hi ha, per tant,
un problema de cancel-lacié de termes que caldra evitar.

b) Per tal de trobar férmules equivalents, considerem la divisi6 del polinomi a* — v*
entre a — b, feta segons la regla de Ruffini,

10 0 --- 0 |-=bF
b b b2 ... b1k
L b b - 1] 0

aixi,
ab —bF = (" + a2+ PR 4 ab T 0 (0 — )
Per tant, fent en cada cas a = VA i b= /B, tenim

A-B
VA-VB = NI
3 3 . A-B
VASVE - (VA2 + VAYB + (VB) '

A-B
(VA3 + (VA?2VB + VANB)? + (VB)3
usant aquestes formules amb el numerador exacte A — B = 2- 1074, es troba
{/2.15283 — V/2.15263 = 6.81563-107° (k=2),
3.99866 - 107> (k = 3)
2.81340 - 107" (k = 4)

Vi-VB -

)

c) /2.15283 i 1/2.15263 estan calculats amb 5 xifres decimals; per tant, una fita de
Perror en fer la resta en a) és de %10_5 + %10_5 = 1075, Aixi, els resultats d’a) amb les
fites d’error corresponents son:

(7£1)107° ,(4+£1)107° ,(3+£1)107° .
Si usem, en canvi, les formules trobades a b), per exemple amb k = 2, i anomenem
D=A—-B,a=+VAib=+B, obtenim la fita

D D 2.1074
~ a o(b) = 107°~0.2-1077 .
a1 = e al® Feeld) = g 107 = 0.2-10

Aquesta fita assegura que podem considerar correctes les 9 primeres xifres decimals del
resultat del calcul demanat

€a
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’\/2.15283 —1/2.15263 = 6.8156 - 10~°

Fent calculs analegs, es veu que aixo també és cert per als altres valors de k:

/215283 — /2.15263 = 3.9987 - 107° |,

v/2.15283 — v/2.15263 = 2.8134 - 107°| .

Observeu el considerable guany de 4 xifres significatives que s’obté amb 1'us de les
formules de b) en comptes de les d’a).

Problema 1.11 Doneu expressions equivalents per a les férmules segiients que siguin més
bones des del punt de vista numéric, quan € és molt més petit que x:

a) Ve +e— ¥,
e
Vi< V&
1 1 2
2 T4+e T—€ I
d)  sin(z + €) — sin(z)
e)  cos(x+¢€)—cos(z) ,
f)  tan(z + €) — tan(z) ,

xr+e€ dt
g) /x T

)

)

SoLuclio:

a) Emprant la técnica de 'exercici anterior, tenim

Vr+e— Vo=
€

(Var o T+ (Ve T o 2Ha+- + Vo T @ 2+ (Yot

b) Posant denominador comu, tenim

Vi—Vi—e _ (Yi-Vi=d(VE—e+vE)
Vi-e/s | (ave- oWa -+ va)

(Veve— (Vo —et+ Va)

1

T —

[}
Bl
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¢) Posant també denominador comi, resulta

1 12 (z—€e)x+ (r+e)x—2(x+¢€)(xr—e)
r+e wT—€ T (x+¢€)(x—e)x
2¢2
- (22 — )z

d)
sin(xz +¢€) —sin(z) = QSin(x +§ — x> cos(x i ; i x)
= 2 sin(%) cos(z + %) .
e)
cos(x + €) —cos(x) = —QSin(w i ; — a:) sin(x + ; + :U)
= —2 sin(g) sin(x + %) .
f)
 tan(z) — sin(z +¢€)  sin(z)
tan(z + €) — tan(z) cos(x +¢€)  cos(z)
_ sin(x + €) cos(z) — sinz cos(z + €) _ sin(e)
cos(x + €) cos(z) cos(z + €) cos(z)
g)

T+e dt
/ & =@ +e) ~In(z) = 1n(mze) .

Problema 1.12 Calculeu, fitant ’error propagat, 'acceleracié deguda a la gravetat en la
superficie del Sol (gs), donada per la llei de la gravitacié universal de Newton i partint de
les segiients dades aproximades, que suposarem donades per arrodoniment: massa del Sol,
mg = 1.90 - 103°K g; massa de la Terra, mr = 5.98 - 102*Kg; radi solar (rs) igual a 112
radis terrestres (rr), i la gravetat en la superficie terrestre, gy = 9.81 m/s.
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SoLucIo:

Per la llei de la gravitacié universal de Newton, tenim

mg mr
gs =K 5 gr =K 3

r T

S T

on K és la constant de la gravitacié universal, que no es té com a dada del problema; aixi
que, alllant-la de la segona igualtat i substituint-la en la primera, tenim la formula per al
calcul de gg

mg - T3

gs = 7 91 -
mT‘TS

Considerant les variables x; (i = 1 +4) tals que
mg =10%21 , mp =10"2y , rg=w3rr, gr=14;

llavors o
144 6
gs = 5 107 .

x2$3

Emprant els valors aproximats
21 =190, 20=>598, z3=112, z4=9.81m/s*,

s’obté ’aproximacio
gs ~ 248.47 m/s* .
La férmula de propagacié de l'error maximal ens déna de forma aproximada una fita
de ’error absolut de gg

4
dgs
€a(9s) = (71, 22,73, 74)| €a(T;)
= | O
T4 T4 427 T 6
=106 — 2—— — 10° .
(w2$§ €a(T1) + o €a(T2) + P €a(x3) + pow €a(4))

Les fites €,(x;) son les fites en I'arrodoniment a les xifres donades dels valors correspo-
nents de z;: €4(r1) = €q(22) = €o(14) = %10_2 , €a(T3) = % Substituint-los en la féormula
anterior, resulta

€a(gs) ~3.2m/s> .

El treball de calcul és molt més senzill si es fa emprant els errors relatius i no els
absoluts. Els errors relatius de les dades estan fitats per:

(mg) = 11072 ( )_110—2
rims) = 549 0 T 5TEg
(o) = 1102 (rg)_l 1
“\IT) = 5981 N T o112
Aixi, directament,
rs
er(gs) =~ er(mS)+€r(gT)+5T<mT)+2€T(E)
1 1 1 1 1
= 10°3(—+—+—)+—~13-10"2.
2 (1.9 081 T 5.98) T 1o
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L’error absolut esta, doncs, fitat per

€a(9s) = gser(gs) = 3.2,

com abans.
Finalment,

gs = (248.47 £ 3.2) m/s>

Problema 1.13 Considerem una barra de longitud £ i secci6é rectangular, d’amplada a i
alcada b, encastada per un dels seus extrems. Si en l’extrem lliure s’aplica una forca F
perpendicular a la barra, la flexié s experimentada ve donada per I'expressio

4 03

-2t F
STEw

on F és una constant que depén només del material, anomenada modul de Young.

Sabent que una forca de 140 Kp, aplicada sobre una barra de ferro de 125 cm de
longitud i seccié quadrada de 2.5 ¢m de costat, li produeix una flexio d’1.71 mm, calculeu
el modul de Young del ferro i fiteu l'error propagat dels errors de les dades (suposant que
aquestes tenen només 'error d’aproximacioé per tall a les xifres donades).

SoLucio:

El valor aproximat £ del modul de Young es troba alllant primer E de Iexpressié
donada, per a la flexié i substituint després els valors aproximats de les dades

ae

E= F =16374.27 .

s abd

L’error en E es troba comodament treballant amb els errors relatius; aixi,
er(E) = €(s) + 36, () + e-(a) + 3€,(b) + €.(F) ;

on €-(s) = 1o7, &r(€) = 135, €r(a) = e (b) = 55, & (F) = 135
D’on,
1 3 1 3 1
E)= — + ot — 4 — 4+ — =1.97-10"};
(B) =1t s Tas tog tgg = 197107

per tant,
€o(E) = Ee, . (E) = 3226 .

El modul de Young del ferro amb la fita d’error trobada ve donat per

E = (1.6374 + 0.3226)10*
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Volem fer notar que tan sols la primera xifra significativa es pot considerar correcta.

Problema 1.14 Si usem un ordinador que comet errors relatius fitats per €, en la repre-
sentacié dels nombres i en les operacions aritmétiques, i per 5¢ en el logaritme, fiteu error
comés en els calculs de

a) Zai )
i=1

b) H a; ,
i=1

o) wmiyi
i=1

d) ZJ:Z Inz; ,
i=1

e) i a;z’
i=0
emprant diferents algorismes i tractant de decidir (si es pot) quina seria la millor manera
de realitzar-los.
SOLUCIO:
I’enunciat diu que un nombre x s’emmagatzema com a
fi(z) =x(1+9),
amb |0 |< €; analogament, = + y, zy, Inz s’emmagatzemen respectivament com a
Az +y) = (z+y)(1+65), A@y) =zy(1+6), fi(lnz) = (Inz)(l+dy) ,

amb 04| <€, ||0.] < €1 |dy5e.

a) Per tal de calcular ay + ag + as, prenem A; = fl(a;) = a;(1+6;) (i =1,2,3) i trobem
So =fl(A1 + Ag) = (A1 + A2)(1 + 012) , S3=(S2+ A3)(1 +d43) .
El valor calculat de la suma sera
fi(ar + a2 + a3) = {[a1 (1 + 61) + a2(1 + 92)](1 + 042) + a3(1 + 03) }(1 + d43) ,

on els valors absoluts de § amb qualsevol subindex sén menors que e.
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Menyspreant els termes que donarien una contribucié no lineal en els diferents valors
de §, error en el calcul es pot fitar per

|53—(a1+a2+a3)]
< Ja101 4 ag0s + azds + (a1 + a2)dio + (a1 + ag + az)dis|
< (\all—i-]ag\+\a3|+\a1+a2|+\a1+a2+a3\)e,

que també es pot fitar per (3||a1| + 3|az| + 2|as])e.
En el cas general, fitant els valors absoluts de d; per €, queda
n
|Sn = > ail<|a161 + azdy + -+ + anby

i=1

+(a1 +az)dp2 + (a1 +az+a3)dpz3+ -+ (a1 +ag+ -+ ap)oyn|
< > lailldil

=1

+[(n—=1)la1| +(n—1) [a2| +(n —2) [az| +-- -+ |an]le; (*)

fitant com abans |J; |< €, tenim la fita de Perror absolut
n
€q (ZCLZ) <[nla|+n|az| +(n—1)|az| +---+2|an]]e .
i=1

S’aconsella, doncs, de fer les sumes dels nombres sumant primer els termes de menys
valor absolut i acabant amb els de més gran valor absolut per tal de minimitzar ’expressio
trobada per a la fita de 'error absolut.

b) Per al producte [[i"; a; s’actua de forma similar i es troba per a n = 3 el valor
calculat Ps
{[(a1(1 + 51)a2(1 + (52)}(1 + 5.2)&3(1 + (53)}(1 + (53) .

Menyspreant els termes no lineals, s’escriu com
ajazaz(l 4 01 + 0o+ 93 + 0.2+ d.3)

i lerror relatiu esta fitat per 5e.
En general,
P, =ajas---a,(1+(2n — 1)e)

i lerror relatiu esta fitat per
n
€r <H ai> =(2n—1)e,
i=1
independentment de l'ordenacié dels a; (i =1 +n).

c¢) Refent els procediments anteriors, trobarem facilment una fita de l’error absolut en

el calcul de
n
> @iy
i=1
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els productes x;y; tindran errors absoluts fitats per 3|z;y;|e 1 errors relatius fitats per
€; = 3¢, segons la formula anterior per a 'error relatiu en el producte; la suma de tots ells
tindra un error que, prenent a; = x;y;, i fitant |J; | per ¢; en (%) dona

n

€a (Z x,%) <[(n+2) |ziy1| +(n+2) |z2y2 |
i=1
+(n+1) |z3ys| +---+4 |xnyn”€ :

Es recomana, com en el primer cas, de comencar a fer els calculs amb els sumands més
petits, en valor absolut, i acabar amb els més grans.

d) La fita de ’error absolut en
n
Z z; Inx;
i=1

es troba de forma similar al cas anterior un cop es conegui una fita de U'error absolut dels
Inx;. Observeu que calen x; positius a fi de poder calcular llur logaritme.
El valor calculat de Inx; sera
filnz;) = Infx; (14 6;)](1+ om)
~ Inxz; 4+ 6 + Inz;dy, ,
on s’ha aplicat la férmula de propagacié de lerror a la funcié In i s’han menyspreat els

termes no lineals en els valors de §. Aixi, ’error absolut en els productes a; = x; Inz; esta
fitat per (1 +5 |Inx;|)e, i Verror relatiu per

ei:(f)—i— ! )6.
|In 2 |

Fitant de nou |d;| per ¢; en (x), tenim la fita de I'error absolut

n
€a (Zxﬂn(azﬂ) =1tz taz+-+
i=1

+(n+4)|zilnz; | +(n+4) |z2lnxs |
+(n+3)|zslnzg| +---+6 |z, Inz,|le .

e) L’avaluacié del polinomi
n
p(x) = Z a;x’
i=0

s’analitza aqui quant als errors; es tria la regla d’avaluacié de Horner perqué és la que
realitza menys operacions. Notem, pero, que l'algorisme d’avaluacié consistent a trobar
primer tots els termes a;2° i sumar-los després pot analitzar-se emprant la técnica que s’ha
fet servir fins al moment en aquest exercici: trobar l'error en cada sumand i usar (%) per
tal de trobar I'error absolut en la suma.
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La regla de Horner troba p(z) mitjancant la recurréncia
bn_1 = an, bj_l = bjx—i—aj (] =n-—1 +0) ; p(.%') =b_

(vegeu 'apartat 3.1.2).
Establim ara una recurréncia entre fites €; dels errors absoluts de les b; (j =n—1+0)

f(bj—1) = {lbjLele(l+e]l+e)+a;(1+e)}(1xe)
>~ bj_l + H(L‘| €4 + 2 ]b]a:\ €+ |aj| €+ ’bj_l‘ 6] s
el ¢ + 12 [be] + lag] + (b1 [l

fi(bj—1) —bj—1 <
< Jzlei+[laj| +2 |bjx| + |bj_1]le .

Considerarem, doncs, la segiient recurréncia per a les fites:

€n = lan| €,
¢-1 = |zl +[laj] +2[bjz| + [bj—1]le (j =n+0).
Introduint .
dj==+2[b;| (j=0=+n),
queda
dn—l = ‘an"i_z’bn—l‘:?)‘an’a
di—1 = djlz|+|a;j|+3[bj1| (j=n—-1+0);

per tant, com que e_1; = €(d_1; — 2 |b_1|), una fita de 'error absolut en p(z) es pot trobar,
doncs, avaluant en |z | el polinomi de coeficients positius

eo=3lanl, ¢ =laj| 43|61 ] G=n—-1+1), cy=lag| +[b_1] .

Multiplicant finalment per €, trobem la fita demanada

%wm—(iqmﬂe.
=0

Problema 1.15 Un ordinador comet errors relatius fitats per e, €, 2¢, 4€ i be en 'emmagatzematge
de dades, operacions aritmétiques, arrel quadrada, logaritme i exponencial, respectivament.
Per a quins valors d’a i b I'error relatiu en el calcul de a® com exp[bln(a)] és menor que
12¢?
Aplicacié: Estudieu el cas J/x.

SoLuclIo:
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Volem escriure 1’aproximacié fl(a?) en la forma a®(1 + &) i després fitar §. Per aixo,
farem una analisi en cadena de les fites dels errors prodults en ’'emmagatzematge i en cada
operacid, tenint en compte que

fi(z) = 2(1+6z); H(z*y) = fi(z) = l(y)(1 + 0.);
amb |0,| < €1 ]| < ¢, per a les operacions aritmeétiques; i

A(f (z)) = f(A(2)) (1 +65) ,

amb [0f] < 2, per a l'arrel quadrada, [6¢] < 4e, per al logaritme, i |§¢] < 5¢, per a
I’exponenciacio.

Aixi,

fl(a) = a(1 + 0,) (representacié inicial d’a),

fi(ln(a)) = In[a(1 + 04)](1 + d1n) (logaritme),

fi(b) = b(1 + dp) (representacio inicial de b),

fi(bIn(a)) = b(1 + 0) In[a(1 + d4)](1 + d1n)(1 +6.) (producte) ,

fi(a®) = exp{bIn[a(1 + 84)](1 + &) (1 + &) (1 + 8.)}(1 + dexp) (exponencial).

Usant la formula de propagacié de I’error en una variable, tenim

In[a(1 + 6,)] ~ In(a) + 8, , exp[bln(a) +7] ~ a’(1+7) .
Fent-ho servir en ’expressi6é anterior, amb
v = bdg + bln(a) (0, + & +6.)

s’arriba a
fl(a®) = ab[1 + Sexp + bO4 + bIn(a) (G + 0 + 0.)] ,

que ja déna una expressié aproximada per a § en la qual s’han tingut en compte només els
errors lineals en e.

Fitant, I’aproximacié de § en aquesta expressio i usant la informacié donada de les fites
dels errors comesos en I’emmagatzematge i en els calculs, s’obté

8(a%) = a?[1 4 (5 + [bl(1 + 6] In(a))e]
d’on, la condicié sobre a i b demanada en I’enunciat sera
|b|(1+6|In(a)]) <7 .
Tal cosa fa que |b] < 71, en aquest cas,

7 1
—C (6
e "<a<e cC=————.
- 6/b] 6
I’aplicacié correspon a prendre b = %; aixi, l’error en el I'arrel setena, calculada com a
exp[2 In(a)], sera menor que 12€ per als valors d’a en l'interval [e~5, €8).
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Problema 1.16 Trobeu una expressié de la fita aproximada de ’error absolut en avaluar
la funcié

f(z) =4/3+ %) .

Hom suposa que els errors relatius en la representacié de nombres, operacions aritmétiques,
arrels quadrades i logaritmes sén, en valor absolut, menors que €, 2¢, 3¢ i be, respectivament;
a més, hom comet un error relatiu menor, en valor absolut, que 4e a I’hora de mesurar .

SOLUCIO:
Per tal de calcular f(z) = 1/3 + In?(2) fem els passos segiients:
1. Emmagatzematge de z: = — z1 =fl(x) =x(1+4e)(1Le) .
2. Calcul de Inzx : x1 = xo =fl(lnzy) = Inzy (1 £ 5e) .
3. Calcul de In®z : 1y — w3 = fl(23) = 23(1 £ 2¢) .
4. Calcul de 3 +1n?z : x3 = xy =134+ x3) = (34 x3)(1 £ 2¢) .
5. Calcul de V3 +1n’x): x4 — x5 = (\/T4) = \/T4(1 + 3¢) .
Notem que

r1~x, xo~Inx, x3:1n2x, x423+ln2x, x5 ~1\/3+1In’x .

Volem trobar una fita per a ’error absolut. Emprarem repetidament la formula per a
I’error en un producte i la formula aproximada de propagaci6 dels errors:

1. eg(z1) = bze.
1
2. €g(m2) = e€(Inzy)+5|x2] e x—ea(xl)JrS |Inz;|e
1
~ 5(1+ |Inz|)e
3. €a(w3) = €q(x3) 4 2235€ =~ 2w9e,(20) + 203¢
~ [10 |Inz| (1+ |Inz]) + 2In®z]e = (12In* 2 + 10 |Inz|)e
4. €q(rg) = eq(w3)+23+23)e~ (141022 4 10 |Inz| 4+6)e
1
5. ea(x5) = 7@1(%4) + 3+/x4€

2,/1‘4

1
———— (14In®2 + 10 |Inz| +6) + 33+ Inz| € .
[2\/34—1112:3

L’expressio final per a la fita és

1
ca(V/3+n%z) = ———=(10In’z + 5 |Inz| +12)¢
/ 2

3+In“z
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Problema 1.17 Hem de calcular cos(cos+/x) i tenim representat x amb un error relatiu
menor que € i els algorismes de calcul de ’arrel quadrada i el cosinus tenen errors relatius
fitats per 3¢ i1 be, respectivament. Fiteu aproximadament 'error relatiu total en funcié
de x, suposant € prou petit, i demostreu que, per a tot x € (0,1), la fita és menor que

(54 v37.25tan 1)e.
SOLUCIO:
Per tal de calcular cos(cos y/z) fem els passos segiients:

1. Emmagatzematge de z: = — z; =fl(z) = x(1 +¢) .

2. Calcul de /z : 1 — x9 = (/x1) = /21(1 + 3¢€) .
3. Calcul de cos/x : x9 — xg = fl(cos xg) = cosxa(1l + be) .
4. Calcul de cos(cos/x): w3 — x4 = fl(cosz3) = cosz3(1 + He) .

Notem que
r1~1, To~+\T, T3~cosyVT, x4~ cos(cosyT) .
Volem trobar una fita per a l'error relatiu

Er( 4) ~ Ea($4)

~ cos(cos+/x) ;

per aixo, emprarem repetidament la formula per a lerror en un producte i la férmula
aproximada de propagaci6é de 'error:

1. eq(x1) = ze.

2. €q(z2) = e€(Vx1)+3/T1€e >~
7
~ 5\/56 .

1
2\/.1‘1

ea(a1) + 3y/T7¢

3. €a(r3) = e€q(cosxa) + 5cosxae =~ sinxoe,(x2) + 5cos zoe
7
~ (iﬁsin\/}+5cos\/§)e .
4. €4(x4) = e€q(cosx3)+ bcoswge ~ sinwsey(x3) + b coswge

1

K;\/Esin VT + 5 cos /) sin(cos ﬁ)) + 5 cos(cos \/5)} €.
Tenim ja, doncs, la fita per a lerror relatiu per a cada x € (0,1)
er(14) = B\/Esin VT + 5 cos/z) tan(cos vx) + 5} €;
per demostrar que esta fitat per (5 + v/37.25tan 1)e , caldra veure tan sols que la funcié

7
ft) = 5tsint+ 5cost
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esta fitada per v/37.25 per a tota t € (0,1), atés que la funcié tancost és una funcié
decreixent en Uinterval (0, 1) i pot fitar-se per tancos(0 = tan 1.

Fitant f(t) per la funcio g(t) = % cost + 5sint; aquesta funcié pren el seu valor maxim

per a t = t* tal que ¢'(t*) = 0 (aixo0 és, tant* = 1—70); calculant el seu cosinus trobem

b 1 10
cost™ = =
1 4 tan? t* 1/ 149

i llavors, com es volia demostrar

7 77 10 149
< * — oy * = —_—— - = — . .
g(t) < g(t") (2tant*+5)cost (210 +5) == 1 37.25

Problema 1.18 Els errors relatius en la representacié de nombres, operacions aritmeé-
tiques (+, —, - ,/), arrel quadrada i calcul de I'arcsin sén, en valor absolut, menors que e,
€, 2¢ 1 B¢, respectivament. Per a quins valors de x es pot garantir que el valor absolut de
Perror relatiu d’arctan(x) és menor que 20¢, si el calculem mitjancant la férmula

. T
arctan z = arcsin ——— 7

V1 + 22

SoLucIo:

Per al calcul de f(z) = arctanz = arcsin \/ﬁ? cal fer els passos intermedis segiients:

1. Emmagatzematge de z: = — x; =fl(x) =z(1 +e) .

2. Calcul de 22 : v — xy =f(2?) =231 +e).

3. Caleul d’'1 + 22 : xo »xzg=H(14+z2) =1+ z2)(1Le).
4. Calcul de V1 + 22 : x3 = x4 = f(\/x3) = \/T3(1 £ 2¢) .

5. Calcul de \/ﬁ?) : zy — x5 = () = (1 +e)

6. Calcul d’arctanz : x5 — x¢ = fl(arcsin zs) = arcsin zs(1 £ 5He)

Notem que z1 ~ x, £o ~ 22, 23 ~ 1 + 22, 4 ~ V1 + 22, x5 ~ ﬁ, Tg >~ arctan .
Volem trobar una fita per a l'error relatiu de xg per aixd, emprarem repetidament la
formula per a lerror en un producte i la formula aproximada de propagacié de l'error:

= |z|e.

€a(22) + zoe ~ 2 |21 |€q(w1) + 22e ~ 32%€ .
= eo(1+x)+ (1 +z2)e ~ eq(2) + (1 4+ z2)e =~ (1 + 42?)e .

= ea(/x3) + 2¢/x3€ =~ 2;@ea(x3) + 2/z3€
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1+ 422 5+ 82
7+2\/1+$2€:76.
(2\/1+x2 ) 241 + 2

Ty 21| [%1€a(2a) + za€a(21)] n 1]

5. €a(T5) = €qf

x4 Z4 x3 T4

3|z| (3 + 4x2?)

€.
2v1 4+ 22(1 4 22)
. . . 6a(x5) .
6. €.(xg) = e€q(arcsinas) + 5 |arcsinxs | € ¥ ———= + Harcsin zs¢
v/ 1 - x%
3|z| (3 + 42?)

20+ 27) +5\arctanx]]e.

L’expressié obtinguda per a la fita de 'error relatiu és

3|z (3 + 42?)
2 |arctan z| (1 + x2?)

+ 5le ;

er(arctanz) ~ |

la condicié d’error relatiu menor que 20e pot assegurar-se per als x complint

3|z| (3+ 42?)

<15.
2 |arctan x| (1 + 22)

Aquesta es compleix per als valors de x tals que

|x]< 3.25 .

Problema 1.19 Usant un métode recurrent, calculeu el valor de les integrals
1
I; :/ @’ sin(rx) de (j = 2,4,...,20) .
0

Estudieu estabilitat del métode trobat.

38
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SoLucIo:

39

La recurrencia es troba prenent l'expressié d’[; i integrant-la per parts dues vegades:

1 .
L 1 . L
I, = / 2’ sin(mx)dr = ——127 cos(mx) - l/ 27~ cos(mx)dx
0 ™ ™ Jo
0
. 1 )
1 - -1 rr .
= 2L gt sin(mx) 4 / "% sin(nx)dx
s 0 ™ 0
1 jG-1)
= e e

La recurréncia que compleixen les integrals I (j = 2,4,6,...) és, doncs,

2 1 jG-1
Ip == =0.636619772... , I; =~ — ij_g (j>2).
7[' T T

J I;

0 0.636620

2 0.189304

4| 0.088144

6 0.050384

8 0.032433
10 0.022560
12 0.016588
14 | 0.012423
16 | 0.016211
18 | —0.018429
20 7.413890

Taula 1.1: Recurréncia cap al davant.

J I;

0 1.000

2 0.202

4 0.246

6 0.748

8 4.249
10 38.749
12 518.249
14 9556.798
16 232392.245
18 7205154.731
20 | 277413226.170

Taula 1.2: Factors d’amplificacié d’errors.
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J I
26 | 0.000000
24 | 0.004833
22 | 0.005605
20 | 0.006680
18 | 0.008094
16 | 0.010006
14 | 0.012679
12 | 0.016574
10 | 0.022561
8 1 0.032433
6 | 0.050384
4 1 0.088144
2 | 0.189304
0 | 0.636620

Taula 1.3: Recurréncia cap al darrera.

En la taula 1.1 es mostren els resultats obtinguts en emprar la recurréncia amb simple
precisio (que és equivalent a treballar amb 6 xifres decimals).

La recurréncia es mostra decididament inestable: notem que les integrals haurien de
decréixer en augmentar el valor de j, i aix0 no s’observa; a més, cap integral I; pot ser
negativa, i I1g ho és. Aixo s’explica pel fet que els errors s’amplifiquen a cada pas de la
recurréncia per un factor J(Jwizl) Aquest factor augmenta a mesura que augmenta j, i el
factor d’amplificacio total per al calcul d'I; és TJT; que pren els valors aproximats donats a
la taula 1.2.

Els fets anteriors expliquen la inestabilitat i deixen entreveure una forma d’usar la
recurréncia anterior de forma estable: si s’allla T j—2 en la recurrencia anterior es troba

w2 1

Ij o = (

TER

Per tal d’utilitzar aquesta nova recurréncia cal disposar d’algun valor d’I;; ara bé, usant

el fet que la successié d’integrals tendeix a 0, es pot prendre ’aproximacié I, = 0, per a

un valor prou gran de n. FEls errors comesos en aquesta aproximacié s’aniran reduint a

mesura que s’apliqui la recurréncia i podrem fer el calcul demanat. Sies pren n = 26 s’obté

la taula 1.3 que ddna el valor de les integrals demanades amb 6 xifres decimals correctes,
encara que els tres primers valors no tinguin totes aquestes xifres correctes.

—1;) .

™

Problema 1.20 Feu el mateix que en ’exercici anterior amb les integrals

1 i
I = dx (j=1+20).
J /()33+10 T (j )
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SoLucIo:

La recurréncia es troba simplement escrivint el numerador de l'integrand com z7 +
10271 — 10271, Nlavors

1 1 :I;jfl 1
I, = i=1q —10/ dr = = —10I;_q .
J /ox v 0o z+1070 75 -1

La recurréncia pot comencar-se amb Iy = In(1.1) = 0.0953101798... i en cal esperar,
com en l'exercici anterior, una desestabilitzacié numérica del procés.

J I J 1

0 | 0.095310 || 11 0.007622
1| 0.046898 || 12 0.007114
2 1 0.031018 || 13 0.005785
3 1 0.023154 || 14 0.013577
4 | 0.018465 || 15 0.069105
5| 0.015353 || 16 0.753549
6 | 0.013138 || 17 —7.476665
7 10.011481 || 18 74.822208
8 | 0.010194 || 19 | —748.169449
9 | 0.009167 || 20 | 7481.744486

10 | 0.008329

Taula 1.4: Recurréncia cap al davant.

J I; J I;

24 | 0.000000 || 11 | 0.007629
23 | 0.004167 || 10 | 0.008328
22 | 0.003931 9 | 0.009167
21 | 0.004152 || 8 | 0.010194
20 | 0.004347 || 7 | 0.011481
19 | 0.004565 6 | 0.013138
18 | 0.004807 5| 0.015353
17 | 0.005075 || 4 | 0.018465
16 | 0.005375 3| 0.023154
15 | 0.005713 2 | 0.031018
14 | 0.006095 || 1 | 0.046898
13 | 0.006533 0 | 0.095310
12 1 0.007039

Taula 1.5: Recurréncia cap al darrera.

En la taula 1.4 es mostren els resultats obtinguts en emprar la recurréncia amb doble
precisio (que és equivalent a treballar amb 16 xifres decimals), donant-ne les 6 primeres
xifres decimals.

Les integrals haurien de decréixer en augmentar el valor de j, i aixd no s’observa; a
més, cap integral I; pot ser negativa, i I17 ja ho és. L’explicaci6 del fet es basa en que els
errors s’amplifiquen a cada pas de la recurréncia per un factor 10. A mesura que augmenta
J, el factor d’amplificacio total per al calcul d'I; és 107,
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Emprant la recurréncia a l'inrevés

1
Li-i= 15— 1),

1
J
el métode de calcul d’integrals esdevé estable; si partim d’[,, = 0 per a n prou gran, a cada
pas d’utilitzacié de la recurréncia 'error es divideix per 10, es guanya aproximadament
una xifra decimal correcta. Si es pren n = 24, ja s’obtenen els valors demanats amb 6
xifres decimals correctes; les darreres xifres d'I; (j = 24,23, 22,21) estan encara afectades
d’error. Els resultats dels calculs es mostren en la taula 1.5.

Problema 1.21 Volem avaluar en x = 1 funcions de Bessel d’ordre enter
B o) ) (%)Qj—&—n
= I G+n)’
que compleixen la recurréncia

Tusa(0) = (@) ~ Ja(e) (1> 1)

a) Sabent que Jo(1) = 0.765198 i J1(1) = 0.440051, calculeu J7(1) emprant la recur-
réencia.

b) Compareu amb el resultat exacte J7(1) = 0.1502326 - 1076 i expliqueu el fenomen.

c) Emprant la relacio

JU(I') + Qio: er(l‘) =1 s
r=1

calculeu J,(1) (n =0+ 20) , amb 6 xifres significatives correctes.

SoLucio:

Jn(1)
0.440051
0.114904
0.019565
0.002486
0.000321
0.000725
0.008377

N O Ut W NS

Taula 1.6: Recurréncia cap al davant.
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n Jn(1) n Jn(1)

24 1 24 1 9.507130 - 1032
23 48 23 | 4.563423 - 1030
22 2207 22 | 2.098224 - 10728
21 97060 21 1 9.227621 - 1027
20 4074313 20 | 3.873502 - 1025
19 162875456 19 | 1.548478 - 1023
18 6185192960 18 | 5.880344 - 1022
17 222504075264 17 | 2.115375 - 10~20
16 7558953172992 16 | 7.186395 - 1019
15 241664002097152 15 | 2.297531 - 1017
14 7242361222463488 14 | 6.885407 - 1016
13| 202544455746584576 13| 1.925617 - 10~ 14
12 | 5.25891353811773030 - 108 || 12 | 4.999718 - 1013
11 | 1.26011377280803144 - 1020 || 11 | 1.198007 - 10~ 11
10 | 2.76699134485810958 - 102! || 10 | 2.630615 - 1019
9 | 5.52138161795883650 - 1022 || 9 | 5.249249 - 10~?
8 1 9.91081733664729666 - 1023 || 8| 9.422343 - 1078
7 | 1.58020943277800528 - 1025 || 7 | 1.502326 - 106
6 | 2.20238241593444582 - 1026 || 6 | 2.093834 - 10~°
5| 2.62705690163896132 - 1027 || 5| 2.497577 - 10~*
4 | 2.60503302398405905 - 1028 || 4 | 2.476639 - 10~3
3 | 2.05775589444304340 - 10%° || 3| 1.956335 - 102
2 1 1.20860318753651952 - 1039 || 2| 1.149035 - 10~ 1
1| 4.62863725514910340 - 1039 | 1 | 4.400506 - 10~1
0 | 8.04867147387741473-10%0 || 0| 7.651977 - 10~ 1

Taula 1.7: Recurréncia cap al darrera.

a) En la taula 1.6 es mostren els resultats obtinguts en emprar la recurréncia
Jo(1) =0.765198 , J1(1) = 0.440051 , Jp41(1) =2nJy(1) — J—1(1) ,

amb precisié doble (que és equivalent a treballar amb 16 xifres decimals), donant-ne les 6
primeres xifres decimals. b) No hi ha cap xifra significativa de coincidéncia amb el valor

exacte, els errors relatius comesos esdevenen tragicament grans. D’una banda, els errors
absoluts poden amplificarse a cada pas per un factor 2n (si no tenim en compte els errors
de J,—1(1)). La seva contribucié en el factor d’amplificacié total de I’error absolut per al
calcul de J,(1) esdevé de (2n — 1)!, molt gran quan n és gran; d’altra banda, els valors de
Jn(1) son cada cop més petits. El resultat combinat d’aquests dos efectes és el d’un error
relatiu enorme per a J7(1).
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¢) Emprant la recurréncia a l'inrevés
In—1(1) =2nJ, (1) — Jp+1(1)

els errors absoluts van també en augment de la mateixa forma que en a); sembla en principi
que, si procedim a emprar aquesta féormula no obtindrem cap resultat acurat; ara pero, a
mesura que anem trobant valors, aquests sén cada cop més grans i es té ’esperanga d’un
bon funcionament. A més, la relacié

B +2Y Jar()) = 1
r=1

ens procura una ajuda molt valuosa.
El procediment triat es basa en l'establiment de la recurréncia per a un valor d’a
qualsevol

JN_H(I) = 0 s JN<1) =a,
J1(1) = 2nd,(1) = Jpi1(1) (n=N=1),

on Jy41(1) = 0 és una bona aproximacié si N és prou gran. El valor d’a permet controlar
la grandaria dels valors de la successio, atés que sén proporcionals a aquesta a. La successid
buscada es déna per a un cert valor d’a que es pot determinar aproximadament emprant
la relacié anterior. Aixi, triant N parell (N = 2s) i algun valor d’a, usem la recurréncia
anterior per trobar J,(1) (n = N — 1+ 0). Calculem

Sos = jg(l) -+ 22 jgr(l)
r=1

ja que és una aproximaci6 de ﬁ(l) La successié buscada es trobara llavors dividint per

Sas els valors trobats per als J,(1).

En la taula 1.7 es mostren els valors trobats per a ambdues successions, fent servir a = 1
i N = 24. Les 6 primeres xifres significatives dels valors demanats han estat verificades
com a correctes.

El valor trobat per a la suma és de Soq = 1.05184210896169095 - 103!; els valors de
J(1) shan trobat dividint els de .J,,(1) per aquest valor.

Problema 1.22 Siguin ‘
1 2J
= g Uz0)

a) Trobeu una recurréncia per als I i indiqueu com s’ha d’emprar per calcular-los de
forma numeéricament estable.

b) Si es coneixen I, i I,, amb errors absoluts menors que € i 2¢, respectivament; amb
quantes xifres decimals correctes es podra obtenir I; mitjan¢ant el métode trobat a a)
(suposant aritmética exacta)?
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c) Expliqueu com es poden obtenir tots el I; amb t xifres decimals correctes sense
calcular cap integral.

SoLucio:

a) La recurréncia es troba escrivint el numerador de I'integrand com a7 +27 =1 462772 —
2/~ — 62772, llavors

1 N 1 -2
I, = 724 —/7d —6/7d
! /oaC ! 0 $2+x+6x 0 96'24-3:—1—696
1
La recurréncia s’ha d’emprar en la forma
1 1
lj2 = E(jj —Ij — Ij1)

per tal que sigui numeéricament estable; aixi, la suma dels errors d'/; i I;_; es divideix per
6 a cada pas d’utilitzacié de la recurréncia, la qual cosa fa que els errors decreixin.

b) Considerem I, i I,,_1 amb fites d’errors absoluts € i 2e. L’error absolut en I,,_o pot

fitar-se per
ea(Infl) + ea(In) €

ea(In—Q) = 6 = 5 s
que és la meitat del d’I,,_1; repetint-ho de nou n — j cops, trobem
€
€a<Ij) = W .
L’error trobat no afectara la xifra decimal ¢-ena si
€ 1.,

aixi doncs, podem assegurar que el nombre ¢ de xifres decimals correctes per a I; és la part

entera de )
on—j -2
log

€

¢) Si prenem el valor j = n i aproximem I,, per zero es comet un error fitat per
Lgn 1

€a(In) = —dr = ——<=¢€;

alln) /0 6 6(n+1)

si prenem també 'aproximaci6 per zero per a I,,_1, tenim que 'error esta fitat per

1 mnfl 1
/0 5 dx = on < 26 =¢€4(I-1) -

Aixi, aplicant el resultat trobat a b), tenim assegurades t xifres decimals correctes si es
compleix la relacio (*); cal prendre, per a cada valor de j, un valor de n complint

3(n+1)2"771 > 10" .

Notem que, a partir de j = 166666, totes les xifres decimals d’'/; sén nul-les.
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PROBLEMES PROPOSATS

1. Una calculadora treballa en base 2 i mantissa de 20 bits i aproxima per arrodoniment,
i un ordinador treballa en base 16 i mantissa de 24 bits i aproxima per tall. Quin
dels dos es pot considerar més precis?

2. Amb quina exactitud s’ha de mesurar el radi d’una esfera i amb quants decimals s’ha
de donar el ntimero 7 perqué el seu volum es conegui amb un error relatiu menor que
el 0.01%? Considereu ambdoés efectes per separat.

3. Coneixem el sinus i la tangent d’un angle amb la mateixa precisié. Indiqueu si és
millor usar la funci6 arcsin o la funcié arctan per trobar el valor de ’angle.

4. Trobeu les arrels de l’equacié de segon grau x? — 200z + 1 = 0 amb 9 xifres dec-
imals, emprant una calculadora de ma. Per qué no és correcte usar 'expressid
100 + /1002 — 17

5. Coneixent les longituds a i b de dos costats d’un triangle i el valor C' de 'angle que
formen, la longitud c del costat restant es pot trobar emprant la formula del cosinus

c= \/a2 + b2 — 2abcos(C) .

a) Si es coneixen exactament a i b, pero de C' tan sols sabem que és a l'interval I,
trobeu l'interval d’incertesa de c,
e exactament, operant amb intervals,

e gproximadament, emprant la formula de propagacié de Ierror maximal,

i en els casos segiients:
) a=10,b=20, 1 = [%,3]
i) a=b=20,1=—€c¢.

b) Sia=b=201iC = 0.00001, calculeu ¢ amb el mateix nombre de xifres correctes
que la vostra calculadora admeti.

6. Calculeu 'error permeés en la inclinacié6 d’'un cané per assegurar que encerti un ob-
jectiu rectangular de 40 metres de longitud i 20 metres d’amplada, situat horitzon-
talment a la mateixa algada del cand, i el centre del qual és a una distancia de 3.000
metres d’aquest. La velocitat de sortida del projectil és de 600 metres per segon. Su-
poseu que totes les magnituds donades sén exactes i que les dimensions de 'objectiu
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10.

11.

son petites en relaci6 a la distancia a qué es troba el can6. Considereu també que
s’apunta al centre de 'objectiu i que és permés de tocar qualsevol lloc d’aquest.

Quina és la millor manera de sumar 9999, 999, 99 i 9 amb una calculadora que fa
servir representacié decimal en punt flotant de 4 digits de mantissa?

. Estudieu, en funcié d’a, b i ¢, quina és la millor manera de calcular en punt flotant

a+b+c, abe, (a+0b)?% a*? (a+b)(a+c).

. Hem de calcular 2™ per a n natural. Suposem que z estd emmagatzemat amb un

error relatiu menor que €, que les multiplicacions es fan amb error relatiu menor que
€ i que les funcions In i exp donen errors relatius fitats per 4e i 6¢, respectivament.
Compareu 'acumulacié dels errors en els dos algorismes segiients per al seu calcul:

i) 2" = exp[nIn(z)] ;

ii) es representa m en base 2, n = ay---ajap (ar # 0), es calculen les poténcies
¥ (j = 1+ k) i es multipliquen aquelles que es corresponen amb els uns de la
representacio en base 2 (exemple: x2! es calcula fent

16 20

r—a? =t =¥ o pl0 5 220 = 104 5 20 = 220 ),

Volem calcular cos(20x) per a = € [0,7/2]. Disposem d’un ordinador que treballa
en base 2 i, per tant, fa exactament les multiplicacions per enters i les divisions
per poténcies de 2. Les operacions aritmétiques i les representacions dels nombres es
realitzen amb un error relatiu fitat per e. La funcié que calcula cosy per ay € [0,7/2]
comet un error relatiu fitat per 3e.

Fiteu aproximadament l’error relatiu en el calcul de cos(20zx) per a z € [0, /2], usant
els algorismes segiients:

i) Reduir primer I’angle 20z al primer quadrant i aplicar-li després la funcié de calcul
del cosinus.

ii) Aplicar la funcié directament a x per trobar cos z i fer servir la recurréncia: ¢g = 1,
€1 = CoSx, Cpr1 = 2¢1¢ — cp—1 (k=1-+19) , per obtenir cos(20z) = cg.

Per al’avaluaci6 del polinomi p(x) = apz™+- - -+a1x+ap hom disposa dels algorismes
segiients:

i) p<+ao i) p<+an
z+1
(k=1+n) (k=n—-1+1)
Z 4 2%
P p+apz p < DT + ay

(Algorisme de Horner) .
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12.

13.

14.

Sigui € una fita de l'error relatiu en fer les operacions aritmétiques i no considerem
error de representacio.

a) Expliciteu lerror que hom comet en el calcul de p en cada pas, en funcié de ’error
en el pas anterior en cadascun dels algorismes.

b) Doneu una fita de V'error absolut comeés en calcular un valor de p(x), emprant
cadascun dels algorismes. (Indicacio: feu-ho per recurréncia).

¢) Suposant que |a; |~ 1 (i = 0 + n), digueu quin algorisme convé usar: i) quan z
pren valors grans, ii) quan x pren valors petits.

Resoleu 'equaci6

on a = 1.000 &+ 0.001 i estudieu els efectes de la incertesa d’a sobre les solucions de
I’equacio.

Estudieu el comportament de les solucions del sistema,

2v + 3y + z = 6
2¢x + 2y + 2z = 2+4e ,
2ex + 2y — ez = 1+4e€

per a € proper a 0.

Les solucions de I’equaci6 de tercer grau 22 +as2% + a1z + ag = 0 poden expressar-se
en funcié dels coeficients ag, a1 i ag com s’indica a continuacio.

Fent primerament

2 3 [
al as a1a2—3a0 as 3 3 9
= =, r=-—=-—=, 8 = T':l:\/ +re,
¢ 3 3 6 27 1,2 ¢

les solucions zg, 21 1 29 s’expressen aixi:
05 2

§1 + s2 a2i\/§(51_32)i

2 3 2

a
20:(314-82)—?

) Zl,2 = -
Per simplificar, suposarem as = 0.

a) Estudieu per a quins valors d’ag i a; apareixen cancel-lacions en el problema quan
se cerquen les solucions emprant les formules anteriors.

b) Doneu métodes numeéricament meés bons per al cas |ag[>|a; |.

c¢) Aplicaci6: Per a ag = 100 i a3 = 0.01 i suposant que ambdoés tenen error absolut
fitat per €, estimeu el valor de € que asseguri aproximadament una fita d’error absolut
per a zg de 10710,
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SISTEMES LINEALS

2.1 CONCEPTES BASICS

2.1.1 Tipus de matrius

Denotarem per M,, ,, I'espai vectorial de les matrius complexes mxn de m files i n colum-
nes. Els vectors de dimensid m sén elements de M, 1.
Els elements d’una matriu M € M,, , seran denotats per

mig; (k=1+m) (j=1+n)
i els elements d’un vector y, per
ye (k=1+m).

En simbols, M = (mg;) i y = (yx)-

Per a una matriu M € M,,, complexa, denotarem la seva transposada per MT, la
seva conjugada per M i la seva adjunta per M*: M'T € M, m es forma canviant files
per columnes, M € M, es forma conjugant els elements de M i M* € M, ,, és la
transposada de la matriu conjugada de M.

Les matrius tractades en aquest capitol seran considerades reals, llevat que s’especifiqui
el contrari.

Les matrius A amb el mateix nombre de files que columnes (m = n) reben el nom de
matrius quadrades. Denotarem la matriu identitat per I i la inversa de la matriu A per
A~ si existeix. Els elements de la matriu identitat es poden denotar per di;, fent servir
la delta de Kronecker:

du=1, 6;=0 (i#]).

Les matrius kxk formades per les k primeres fileres de les k primeres columnes d’A
seran anomenades submatrius principals d’ordre k d’A i denotades per (A)g.

Denotarem el determinant d’A per det A. Anomenarem determinants principals d’A
els determinants de les seves submatrius principals i els denotarem per Ay = det (A)g.

Vegem ara diferents tipus de matrius quadrades:

o A singular : det A =0.

49
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o A regular : det A # 0.
A hermitica (A simétrica) : A* =A (AT = A).

e A unitaria (A ortogonal) : A7l = A* (A7 =AT).

A definida positiva: A hermitica i x*Ax > 0 Vz # 0.

A estrictament diagonal dominant :

n

‘an"> Z |aij| (i:1+n).

J#ij=1

A banda (p,q) :a;j =0 (i>j+p o j>i+q).

— A Hessenberg superior : p=2, ¢=n.
— A Hessenberg inferior : p=mn, q=2.
— A triangular superior : p=1, ¢=n.
— A triangular inferior : p=n, q=1.

— A diagonal, tridiagonal, pentadiagonal, ... :p=q=1,2,3,...

Les definicions de matrius unitaries i hermitiques corresponen a matrius complexes i
les de matrius ortogonals i simétriques, a matrius reals. Noteu que les matrius unitaries i
hermitiques reals sén, respectivament, matrius ortogonals i simétriques.

Dues matrius A i B s’anomenen semblants si existeix una matriu invertible C, anome-
nada transformacid de semblanca d’A a B, tal que es compleix B = C~1AC.

Una matriu A es diu diagonalitzable quan és semblant a una matriu diagonal.

2.1.2 Definicions
Sistemes d’equacions lineals

Tot sistema lineal de n equacions amb n incognites pot ser escrit, en forma matricial, com
Az =0b o breument (Ab),

on A és una matriu nxn, anomenada mairiu del sistema, i b és un vector de dimensi6 n,
anomenat vector de termes independents. Els elements de la matriu A son denotats per
aij (1,7 =1+n) i, els del vector b, per b; (i =1+n).

Se suposa en aquest capitol que el sistema és compatible i determinat; és a dir, que el
determinant de la matriu A és no nul. L’objectiu és llavors cercar el vector x de components
zj (j = 1+n) tal que Az = b, anomenat solucid del sistema. En el capitol segiient es

tractaran sistemes de la forma
Ma=y,

on M és una matriu mxn amb m > n (amb més equacions que incognites).
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Valors i vectors propis

Donada una matriu nxn A = (a;;), direm que v # 0 és un vector propi d’A de valor propi
A quan
Av = v .

La condicié anterior pot ser escrita en la forma (A — AI)v = 0. A fi que aquest sistema
d’equacions tingui solucions no nul-les és necessari i suficient que A compleixi I'equacid
caracteristica

pa(\) =det(A—\) =0 ;

aixi doncs, els valors propis d’A son els zeros del polinomi p4, anomenat polinomi carac-
teristic d’A.

Els vectors propis d’A i AT s’anomenen també vectors propis per la dreta i vectors
propis per esquerra d’ A, respectivament.

S’anomena radi espectral d’A al modul maxim de tots els valors propis d’A i es denota
per p(A).

A continuacio es presenten dues consideracions que il-lustren les definicions fetes de
valors i vectors propis:

INTERPRETACIO GEOMETRICA

La matriu A pot considerar-se com a representacid, en una certa base, d’'una trans-
formacio6 lineal de ’espai vectorial IR™ en ell mateix. Un vector propi és aquell vector v
que, sotmes a la transformacio, conserva la seva direcci6 (si A és complex, entenem que A\v
representa un vector en la mateixa direcci6é que v, respecte al cos dels nombres complexos).
Si A > 0 en conserva també el sentit i, si A < 0, I'inverteix. Si | A |= 1, en conserva el
modul; si |A|> 1, el modul augmenta i, si | A|< 1, disminueix.

Si A és un valor propi d’A, la solucié del sistema (A — A )v = 0 no és tnica; existeix
tot un subspai vectorial de vectors solucié que s’anomena subspai propi del valor propi .
Un subspai generat per un sol vector propi s’anomena també direccid propia.

EXEMPLE
3 1

La matriu
té per equacid caracteristica
paAA)=B=XNB-N)—-1=X—-6A+8=0,

de solucions A\; = 41 Ay = 2. Aquestes solucions son llavors els valors propis d’A.
Els subspais propis Vi i Vs dels valors propis Ay =41 Ay = 2 sén les direccions propies
generades, per exemple, pels vectors propis

m_ (1 @_( 1
respectivament.

En la figura 2.1 es pot veure el comportament de la transformacio feta per A sobre les
direccions propies.
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Figura 2.1: Efecte d’A sobre els seus vectors propis.

Normes vectorials i normes matricials

Sigui £ un espai vectorial real o complex. Una norma a E és una aplicacid

|: B — RF
A

complint
o [z =0 & z=0;
o |lcz|| =|c| ||x|| V escalar ¢ Vx € F;

o z+yll <llzll +llyll ve,y e E.

Les normes vectorials sén aquelles que estan definides en espais vectorials de la forma
E =IR" 0 E = C". Les normes vectorials més emprades son les normes de Hélder

], = (Z B rp)p (p>1).
=1

Els casos particulars més importants pel seu 1is sén:

e La norma suma de moduls

n
el =" |zl (p=1),
i=1
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e [a norma euclidiana )
n 3
HM2Z<XZMF> (p=2).
i=1

Una altra norma molt emprada és el cas limit (quan p tendeix a infinit) de les normes
de Holder, la norma del mazim

[#][oc = max [z;] .
i=1+n

Una norma matricial és una norma en ’espai vectorial M,,,, que sigui multiplicativa;
aixo és, que compleixi
IAB| < [IA]l Bl VA,B € My -
Una norma matricial || || és consistent amb una norma vectorial (que notarem igual)
si i només si
|Az|| < ||A|l [|z|| YAe My, Ve lR™.

Donada una norma vectorial || ||, sempre pot definir-se una norma matricial consistent
amb ella fent

A
4] = mane 1221
R

)

1 és anomenada norma matricial subordinada a la norma vectorial donada.

2.1.3 Propietats importants

S’enuncien a continuacié algunes propietats importants que poden ser tutils en la resolucid
de sistemes lineals, en el calcul de determinants i inverses de matrius i en la resoluci6 de
problemes de valors i de vectors propis de matrius.

Matrius

1. (A+B)"=AT +BT.

A+B=A+B.
(AB)T =BTAT,
AB=AB.

det AT = det A.

det AB = det A det B.
(AB)™' = B7'A7! si Ai B s6n regulars.

Una matriu quadrada té inversa si i només si és regular.

© » N e ok Wb

Lema de Schur. Tota matriu A és semblant a una matriu triangular superior, mit-
jancant una transformacié de semblanca amb una matriu unitaria.

—
=)

. Criteri de Sylvester. Una matriu simétrica és definida positiva si i només si té tots
els determinants principals positius.
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Valors i vectors propis

1.

Les matrius Ai AT tenen els mateixos valors propis. Els vectors propis per la dreta
son ortogonals als vectors propis per 'esquerra de valors propis diferents.

. Una matriu A és regular si i només si té tots els valors propis diferents de zero; en tal

cas, els valors propis d’A™! sén els reciprocs dels valors propis d’A i v és un vector
propi de valor propi A d’A si i només si v és un vector propi de valor propi % AL

Teorema de Gerschgorin. Els valors propis d’A estan localitzats, dins el pla complex,
en la unié F dels discs

Fi={\| |)\—aii|§g la;j|} (i=1+n),
J#i
i també, en la unié C dels discs
Cj={\| |/\_ajj|§§ laij|} (j=1+n).
i#]

A més, si una component connexa de F (o de C) esta formada per d discs F; (o Cj),
aquesta conté exactament d valors propis d’A comptats segons llur multiplicitat.
Conseqlientment, tota matriu estrictament diagonal dominant és invertible.

. Dues matrius semblants A i B tenen els mateixos valors propis, i v és un vector propi

de valor propi A d’A si i només si C~'v és un vector propi de valor propi A de B,
essent C' la transformacié de semblanca d’A a B.

A
A— 11 | Ao
0 | A
amb les matrius Ay i Aso quadrades, el conjunt de valors propis d’A és la unio

dels conjunts de valors propis d’A1; i d’Ags. Aixi, els valors propis d’una matriu
triangular son els elements de la diagonal.

. Si una matriu A és de la forma

. Si p és un polinomi no nul, A és un valor propi d’A si i nomes si p(\) ho és de p(A);

v és un vector propi de valor propi A d’A si i només si és vector propi de valor propi
p(A) de p(A).

Siguin A1, ..., A, els valors propis d’A, repetits segons llur multiplicitat; llavors,
n n n
)\j:trAEZajj, H)\j:detA.
j=1 j=1 j=1
. Sigui A diagonalitzable per una transformacié de semblanca V. Aleshores D =

V~LAV és diagonal, els elements de la diagonal de D sén els valors propis d’A, les
columnes de V' formen una base de vectors propis (per la dreta) d’A, i les fileres de
V1, una base de vectors propis per 'esquerra d’A.
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9. Vectors propis corresponents a valors propis diferents sén linealment independents.
Per tant, si una matriu té tots els valors propis diferents és diagonalitzable.

10. Els valors propis d’una matriu hermitica son reals. Tota matriu hermitica A és diag-
onalitzable mitjancant una transformacié de semblanca amb una matriu unitaria; si
U* AU és diagonal amb U unitaria, les columnes d’U formen una base de vectors pro-
pis ortonormals d’A. En el cas real, si A és simétrica, és diagonalitzable mitjancant
una transformacié amb una matriu ortogonal, les columnes de la qual formen també
una base de vectors propis ortonormals d’A.

Normes vectorials 1 matricials

1. Les normes matricials subordinades a les normes vectorials || ||1, || |21 |loo resulten
ser
n
Al = jgﬁ}n; laij | 5 (2.1)
[Allz = \/p(A*4), (2.2)
n
[Allc = max > |ay]| (2.3)
i=1-+n <
7j=1
(vegeu el problema I1.4 per a les normes || |11 [loo)-

2. El radi espectral d’'una matriu és menor o igual que qualsevol norma matricial de la
dita matriu:
p(A) < [|A]l .

3. Donada una matriu A qualsevol i per a qualsevol ¢ > 0, es pot trobar una norma
matricial, subordinada a una certa norma vectorial, tal que

[All < p(A) + €.

2.2 SISTEMES D’EQUACIONS

2.2.1 Introduccio

Aquesta seccio esta dedicada a la resolucié de sistemes d’equacions lineals i a problemes
relacionats com sén el calcul de determinants i inverses de matrius.

Els métodes de resolucié de sistemes lineals es classifiquen en meétodes directes i métodes
iteratius.

Els métodes directes permeten obtenir la solucié del sistema després d’un nombre finit
de passos. Hi ha tipus de matrius per a les quals és extraordinariament facil la resolucid
directa dels sistemes corresponents. Alguns son: el de les matrius triangulars i, Obviament,
el de les matrius unitaries (ortogonals, si son reals). Per a altres tipus de matrius més
generals presentarem els métodes gaussians i els métodes d’ortogonalitzacié. Les técniques
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emprades seran esteses de manera natural al calcul de determinants i inverses de matrius
quadrades.

L’analisi de 'error en la solucié de sistemes lineals serveix finalment per obtenir fites
dels errors en la solucio, prodults pels errors de les dades i pels de les operacions.

Els metodes iteratius intenten obtenir la solucié del sistema a través d’aproximacions
successives. A la practica, aquests métodes son bons competidors dels métodes directes
quan les matrius sén escasses; és a dir, que tenen relativament pocs elements no nuls.
S’analitzen els métodes iteratius més usuals: de Jacobi, de Gauss-Seidel i de sobrerelaxacio.

2.2.2 Resolucié de sistemes triangulars

Considerem el sistema Ax = b, en qué A és triangular superior:

a1121 + a2 + ... + a1pxy = b1
a2 + ... + agpTy = by

El metode de resolucié consisteix a substituir x,,...,z;+1 (ja coneguts) en lequacio
1-ena i alllar-ne després x;, comencant per I'tltima equacio:

n
Tp=—, T;=— bi—Zaij:cj (i:n—1+1).

Notem que a;; # 0 (i =1+ n), ja que hem suposat que det A # 0.

n(n—1)
2

El nombre d’operacions aritmeétiques a realitzar és de multiplicacions, n divisions

. n(n—1
i "(nQ ) sumes/restes.

D’ara endavant considerarem que una operacid serd igual a una multiplicaci6/divisio

afegida a una suma/resta. Aixi, per a valors grans de n, el nombre d’operacions és %2 +
O(n), on O(n*) indicara un sumand de l'ordre de n*, quan n — oo, segons es defineix a
I'apartat 4.3.1. En aquest cas, no és res més que un polinomi de grau k£ en n.

Aquest métode per a sistemes triangulars superiors rep el nom de substitucié cap al
darrera. Analogament, pot fer-se substitucié cap al davant per a sistemes triangulars infe-
riors.

2.2.3 Meétodes gaussians

Els métodes gaussians sén els meétodes classics de reduccié de sistemes a forma triangular
i estan basats en l'anul-laci6é dels elements subdiagonals de la matriu fent combinacions
lineals simples de les equacions (eliminacid gaussiana).

En tots ells s’observen dues fases. En la primera es produeix ’eliminacié gaussiana de
tots els elements subdiagonals: el métode de Gauss treballa amb la matriu i el vector de
termes independents; els métodes LU i de Txolesky, de Doolittle i de Crout produeixen una
factoritzacioé de la matriu del sistema com a producte d’una matriu triangular superior i
d’una matriu triangular inferior. En la segona fase cal resoldre un sistema triangular
superior en el métode de Gauss, i dos sistemes triangulars, en els altres. La primera fase
marca les diferéncies entre els diversos metodes.
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Métode de Gauss

El métode de Gauss consta de dues fases.

En la fase anomenada d’eliminacié gaussiana, es fa la reduccié del sistema inicial a un
sistema triangular superior.

Aquest objectiu s’aconsegueix mitjancant un procés d’eliminacié que, partint de la
matriu A = 4 = (ag)
(i>4,j=1+k—-1),

), va obtenint matrius Ay = (ag?)) (k = 2—+n), amb az(»f) =0

(k) () (k) (k)

all a%g) .. a%kk) o oe . a%]/;’l/)
Qg2 =t+ Qg w0 Aoy
RO

de forma que A, resulti ser triangular superior. Paral-lelament a aquestes modificacions
sobre la matriu del sistema, es realitzen modificacions sobre el vector b de termes indepen-
dents, per tal que les transformacions del sistema no alterin les solucions; aixi obtenim els
vectors b(®) de components bgk) (i=1=+n)(k=2+n).

El pas k-é& d’aquesta primera fase es realitza canviant només els valors dels elements
de les fileres que van de la (k 4 1)-ena fins a 'altima i els dels elements corresponents del
vector de termes independents, segons:

k
(k) *)

mi = s B = b gl
Ak
k41 k k) [ .
angr ) = agj) - mika,({j) (j=Fk-+n)
(i=k+1+n) (k=1+n-1). (2.4)

En la segona fase es resol el sistema triangular superior A,z = b(™ pel procediment de
substitucié cap al darrera detallat en ’apartat 2.2.2.

~ Per a n gran, el nombre d’operacions que es realitzen, al llarg de tot el procés, és de

%5 +O(n?). Per a matrius amb caracteristiques especials el métode pot optimitzar-se molt
en el sentit d’evitar operacions innecessaries (vegeu el problema I1.2).

Noteu que, en I’etapa k-ena del procés de reducci6, hem de dividir per 'element diagonal

(k)

ag , anomenat pivot. Convé fer tres observacions al respecte:

1. Els determinants principals coincideixen amb els productes de pivots

1 k
Ap = agl) v 'al(ck) :

El métode de Gauss pot, doncs, aplicar-se directament si i només si tots aquests
determinants séon no nuls (vegeu el problema II.1).
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2. Si a,(clz) = 0, llavors podem cercar agl,:) # 0 (i > k) (que existeix sempre, en ser

det A # 0) i permutar ’equacié k-ena amb la i-ena; aixi es pot continuar el procés.

3. Si a,(ﬁ;) = 0 perd és petit, el métode de Gauss, encara que pugui aplicar-se, és molt
inestable numeéricament en el sentit que els errors de la solucié, propagats a partir
dels errors de les dades, poden ser augmentats notablement. Aixi doncs, convindra
modificar el metode de Gauss també en aquest cas.

Podem triar entre les opcions segiients:

o Pivotatge mazximal per columnes. Es pren com a nou pivot a,(fk) I’element de

(k)

maxim valor absolut dels elements a,,’ (i = k +n).

e Pivotatge complet. El nou pivot passa a ser l'element de maxim valor absolut
dels elements agf (i,j =k +n).

En el primer cas, hem de canviar fileres i termes independents; en el segon, fileres i
termes independents, aix{ com columnes i les incognites corresponents.

Métodes LU i de Txoleski

El métode LU produeix primer la factoritzacié LU de la matriu
A=LU,

on L = () és triangular inferior amb uns a la diagonal i U = (uy;), triangular superior.

Aquesta factoritzacio es pot fer de manera tnica sempre que tots els determinants
principals d’A siguin no nuls: condicié equivalent a la de la possibilitat d’aplicacio del
meétode de Gauss sense pivotatge. Els elements de L i d’U es poden trobar llavors usant
només els elements de la matriu A i aleshores resulta:

b =1, lix = myg(i=k+1+n),
Upj = ag;) (j=k+n)
(k=1+n). (2.5)

En cas que no es compleixi la condici6 exigida i sempre que A sigui regular, sera possible
de permutar les equacions de manera que la nova matriu admeti una tal factoritzacié.

Un cop feta la factoritzacié LU, la soluci6 del sistema Az = b és també la solucié del
sistema Ux = y, essent y la solucié de Ly = b. Aixi, caldra resoldre successivament els
sistemes triangulars Ly = bi Uz = y.

Aquesta segona fase és comuna a tots els métodes gaussians que segueixen i ja no hi
serd explicitada.

Per a matrius simétriques, és millor fer la factoritzacid

A=LDLT,
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on L = (l;;) és una matriu triangular inferior amb uns a la diagonal i D és una matriu
diagonal amb elements diagonals dg; (kK =1+ n):

k-1
2
dee = agk — Y oy
r=1

1 k—1
li = — | ajx — lirdrrlr i=k+1+n
e dkk( k 7; k> ( )
(k=1+n). (2.6)

Noteu que el nombre d’operaracions es redueix essencialment a la meitat.
Per a matrius definides positives, els elements diagonals di; soén positius, segons el
criteri de Sylvester (vegeu la propietat 10 de l'apartat 2.1.3). Si £ és la matriu LDY?,

amb D1/2 = diag(d}{% .. ,d,%z), llavors A pot expressar-se en la forma
A=rL',

anomenada factoritzacid de Tzoleski. La dita factoritzacio, amb elements diagonals de £
positius, existeix i és tnica si i només si A és definida positiva.

En el problema II.1 s’estudia l'efecte de I'eliminacié gaussiana sobre matrius definides
positives i s’exposa un exemple de factoritzacié de Txoleski.

Si la matriu A és complexa, existeixen factoritzacions analogues dels tipus A = LDL*
i A= LL

Métode de Doolittle

El meétode de Doolittle persegueix el mateix objectiu inicial que el métode LU, pero ofereix,
sota les mateixes condicions, un algorisme de calcul dels elements de les matrius que no fa
servir ’eliminaci6é gaussiana:

k—1
ukj = agj— Y Uity (j =k +n)
r=1
1 k—1
=1, L = —|ajp— Lirty i=k+1=+n
Kk k Ukk( k 7;1 k> ( )
(k=1+n). 2.7)

Els elements ugr (K = 1 + n) seran no nuls, sota les hipotesis d’existéncia de la fac-
toritzacio LU: det(A)r #0 (k=1-+n).

L’ordre de calcul és important: uij (j =1+n), [y (1 =2+n), ug; (j =2+n), lip
(i =3+ n), «o oy Up—1,n—1; Un—1,n, ln,n—l 1 Uppy-

Métode de Crout
El metode de Crout és semblant al de Doolittle amb la diferéncia que ara és la matriu U
la que posseeix els elements diagonals iguals a 1:

k—1
liw = ag— Z lipurk (i =k +n),

r=1
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1 = .
ugk =1, ug; = — akj—Zlkru,,«j (]:]C—l-l%n)
lkk r=1
(k=1+n). (2.8)

Els elements [, (kK = 1+ n) seran no nuls, sota les mateixes hipotesis que abans.
L’ordre de calcul és: I3 (i =1=+n), ui; (j =2=+n), lip (1 =2+n), uy; (j =3 +n),
c ey ln—l,n—l; ln,n—l; Un—1,n, lnn
2.2.4 Meétodes d’ortogonalitzacid

Els métodes d’ortogonalitzacid assoleixen la reducci6 a forma triangular mitjancant 1’as de
matrius ortogonals. Aquests métodes estan basats en factoritzacions QR de matrius, que
es defineixen tot seguit, i reben també el nom de métodes QR.

Hi observem també dues fases:

e En la primera, es factoritza A en la forma:
A=QR,

on @ és ortogonal i R triangular superior. Aquesta factoritzacié s’anomena fac-
toritzacid QR de la matriu A.

e Fn la segona, s’acaba la resolucié del sistema Ax = QRx = b, resolent el sistema
triangular superior Rz = Qb pel métode de substitucié cap al darrera.

La dita factoritzacié es fa emprant algun dels métodes QR segiients que poden ser
generalitzats, de forma natural, a matrius no quadrades (vegeu l'apartat 3.2.3).

Métode d’ortogonalitzacié modificat de Gram-Schmidt

El meétode d’ortogonalitzacid modificat de Gram-Schmidt és una millora, des d’un punt
de vista numeéric, del meétode d’ortogonalitzaci6 classic de Gram-Schmidt (vegeu tots els
detalls en 'apartat 3.2.3).

Comengant per A1 = A, un cop coneguda

k
A =(q1 ... g1 a?) ... alP)
amb columnes g; (j=1+k—1)i agk) (s = k +n) complint les relacions d’ortogonalitat
G a=01, ¢jas=0 (jl=1+k—1, s=k+n),

es normalitza la k-ena columna i s’ortogonalitzen, respecte a ella, totes les que la segueixen:

k a
Tkk—”a;(ﬂ) 2, qr= -2
Tkk
ris = qf P oY = alb) — gy (2.9)
(s=k+1+n)
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S’obté ol
A =(q@1 - @ a,](€++1 ) ag‘:"'l)) ,

verificant les mateixes condicions d’ortogonalitat anteriors, substituint k per k + 1 (k =
1+mn).
Al cap de n passos,
Anp1=(q1 @2 -+ qn)
és una matriu ortogonal, perqué q;-rql =0 (J,l=1+n).
Les matrius Q = A,41 i R = (rgs) formen una factoritzacio QR d’A. Com que A és
regular, aquesta és tnica si imposem que els elements diagonals de R siguin positius.

Matrius de Householder

Abans de comencar a descriure el métode d’ortogonalitzacié de Householder, presentarem
les matrius de Householder, que seran ttils també en altres apartats.

Per a cada vector no nul u de IR", definim la matriu de Householder P(u) associada a
u per

2
Plu)=1- muuT .

Aquestes matrius satisfan les propietats segiients:

e P(cu) = P(u), si ¢ # 0. En altres paraules, les matrius de Householder estan
realment associades a direccions o subspais unidimensionals més que a vectors no
nuls.

e P(u) és simétrica: P(u)' = P(u).
e Si denotem per u™ el subspai ortogonal a u:
ut={veR":u'v=0},

aleshores P(u)v = v Yo € ut. Com que P(u)u = —u, resulta que P(u) representa
una simetria (o reflexi6) respecte a ’hiperpla u'. Es aixi que tot 2 € IR" es pot
descompondre com

Tr=cu-+v

amb

v V=T —Cuc ut ,
Pu)x = —cu+wv

(vegeu la figura 2.2).

e P(u)P(u) =1 o P(u)~! = P(u) = P(u)". En particular, P(u) és ortogonal i, per
tant, preserva la norma euclidiana:

1P(w)zll3 = 2" P(u)" P(u)z = 2" P(u)P(u)z = a'z = ||| .
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Ccu /

—cu P(u)x

Figura 2.2: P(u)x ¢és la reflexi6 de x respecte a I'hiperpla u'.

e det P(u) = —1. Aix0d és conseqiiéncia del fet que P(u) és una reflexi6.

e Donat un vector € IR", el calcul de P(u)z es porta a terme molt facilment de la
forma segiient: si préviament es calcula
2
a=—,
ulu
aleshores
Puw)z =z — (afu'z))u

només requereix 2n + 1 operacions.

e Si|lall2 = ||b]|2, @ # b, aleshores P(a — b)a = b. Aix0 respon a la pregunta segiient:
donats a,b € IR", existeix u # 0 tal que P(u)a = b? Com que P(u) és ortogonal, cal
suposar ||all2 = ||b]|2. Escrivint

a=cu+v

amb
T

u a
UTU

c= , v=a—cu€cut,

P(u)a = b equival a b = —cu + v i, per tant, a — b = 2cu; és a dir, u és paral-lel al
vector a — b, que suposem no nul. Aixi doncs, podem escollir u = a — b. Noteu que
u estd determinat llevat d’una constant multiplicativa no nul-la.

e En particular, si @ € IR" no té les n—1 darreres components nul-les: a3+a3+---+a2 >
0 o, en altres paraules, a no és de la forma ce(!), aleshores

P(a+ |lazeM)a = —|af2e . Pla—faf2eM)a = [|a]l2¢!) ;

o sigui, podem trobar dues matrius de Householder que transformen a en un vector
molt simple, amb totes les components nul-les, llevat de la primera: un multiple del
primer element de la base canonica denotat per e = (1 0 ... 0)T.
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Més breument: si s = ||allz 0 s = —||al|2, P(a — seM)a = se(V).
Per tal d’evitar cancel-lacions, molt sovint s’escull s amb el signe canviat del d’a;.

El calcul amb aquest tipus de matrius es fa com s’exposa tot seguit.

CALCUL DE P(u) = P(a — seMV):
Si a=(a1,az,---,a,)" amb a3 +--- 4+ a2 # 0, es calcula:

e s tal que
n
2= llal3 = a? .
i=1
Aixi, s = £|al|2-

e up =aj — s, u; =a; (i =2-+mn). Per tal d’evitar cancel-lacions en uy, se sol escollir

s=llal|lz2sia; <0is=—|alzsia >0.

[ ]
B 2 B 1 _—1
T U T Jala(lallo Jar]) ~ sur

Aleshores P(u) = P(a — se)) = I — auu’ satisfa P(u)a = se(t), on el calcul d’u, o
requereix n + 2 operacions i una arrel quadrada. Una vegada tenim u i o podem afrontar
diversos calculs.

CALCUL DE P(u)x:
P(u)x =  — (a(u' 2))u requereix 2n 4 1 operacions.

CALCUL DE B = P(u)A:
Es calcula

e w=qu.

e pclR" tal que p' =w'A (és a dir, p= ATw).

e B=PuA=(I—ouu")A=A—up';en components,
bij = aij —wip; (i,j=1+n).

El calcul requereix 2n? + n operacions.

CALcuL D’A" = P(u)AP(u):
A" = P(u)AP(u) = BP(u) = B — (aBu)u". Es calcula:

ew=oup=A"wiB=A—up' segons el calcul anterior.
e ¢ = Buw.
e A' =B —qu'; en components,

a;j:bij—qiuj (Z,jzl—n) .
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El calcul requereix, en total, 4n? 4+ n operacions.

CALcuL D’A" = P(u)AP(u), A SIMETRICA:
Només cal conéixer a;j per a i < j; per exemple, calculant w = auip = ATw en
primer lloc. Ara no cal calcular B:

es calcula amb 2n operacions, i
! T T,
A=A—-up' —qu' ;

en components,
!/ . .
a;; = aij —wp; — quy (1<i<j<n).
Aixi, el calcul total requereix 2n? + 4n operacions.
De fet, ’expressio per a A’ es pot escriure de manera simétrica introduint el vector

¢ = % o %(pr)u :
i procedint als calculs:

* W= qu.

e p=Aw.

o ¢ =p—L(wTpu.

o A =A—ug®T —¢®uT; en components,

afy = ay — g\ —qPu; (1<i<j<n).

Els procediments de calcul que s’acaben de detallar seran molt atils a 'apartat que
segueix, a 'apartat 2.3.2 en tractar la deflaci6 de matrius i a apartat 2.3.5 en tractar els
métodes de reduccié de matrius per al calcul de llurs valors i vectors propis.

Métode d’ortogonalitzacié de Householder

El métode d’ortogonalitzacid de Householder per trobar una factoritzacié QR d’una matriu
A amb n files i n columnes consta de n — 1 passos. El métode s’inicia amb A1 = A i, en
el pas k-¢ (k =1+ n — 1), es parteix de la matriu trobada Ay de la forma
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Ry, Mj,

on Ry és una matriu (k — 1)x(k — 1) triangular superior, i My, Ay, son matrius (k —1)x(n —
kE+1)i(n—k+1)x(n—k+ 1), respectivament, essent

la, primera columna d’[lk.
Si les darreres n — k components d’a®) s6n nul-les

n
Z (CLEZ))2 =0,
i=k+1
la matriu formada per les k primeres files de les k primeres columnes d’ Ay, és ja triangular
superior, i prenem Py = I, A1 = Py Ay = Ay.
En cas contrari, escollim s tal que

n
~ k
st = [a®3 = > (ag)? :
i=k
per exemple, s, = [|a®)]|5, si a,(;? <0,is, = N—HEL(k)H, si a,(jg)
matriu (n — k4 1)x(n — k + 1) de Householder P tal que

> 0. Prenem llavors la

Sk
Pkd(k) = 0 = Ske(l) e IR k+1 ;
0
és a dir,
b, = P@a®) = I,_j11 — apa®a®’ |
amb
oo
otk
a® = | | G0 ) g ek
.k
i
—1 1
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Definint aleshores

Iy 0
Pk: = )
0 P
0 equivalentment P, = P(u®), amb
0
W — | ,
0
k)
resulta que
Ry, My,
A1 = PAr=
0 Py Ay,
Ry, My,
fry 0 0 Sk
0
0 b A
0
Ry | My
0 Api

66

és a dir, la matriu Ry11, formada per les k primeres files de les k primeres columnes d’Ag1,

és triangular superior i té la matriu (n — k)xk nul-la sota ella.

La matriu R = R, = A, és, doncs, triangular superior i es té

R=P, 1P, 5 ---PA

amb Py (k =1+ n — 1) matrius de Householder o matrius identitat i, per tant, complint

P, = P,;r =P L. @Q’aqui es dedueix la factoritzacio

A=QR, Q=PP--- P, 1.
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Els calculs per a By = PpAy requereixen 2(n — k + 1)2 + O(n — k) operacions i una
arrel quadrada.

Sumant per a k = 1+n—1, cal efectuar %n3+0(n2) operacions i n— 1 arrels quadrades
per tenir

R=P, 1P, 5 ---PA.

El sistema Ax = b equival a
Rr=2z= Pn_lplpgb .

El calcul de z requereix aleshores 2n + 2(n — 1) + -+ + 2 -2 = n? + O(n) operacions i
la resolucié del sistema Rx = z, %n2 + O(n). Hem de fer el doble d’operacions que amb el
meétode de Gauss; pero, emprant un métode QR, obtenim en general un sistema triangular
superior més ben condicionat, com s’observara en 'apartat 11.2.6.

2.2.5 Calcul de determinants i inverses de matrius
Determinants

Les transformacions que experimenta una matriu A al llarg del procés d’eliminacié gaus-
siana amb pivotatge consisteixen a fer combinacions lineals de files de manera que, llevat
del signe, que pot variar en permutar files i permutar columnes, es preserva el determinant.
Es aix{ que
n
(k)
det A = odet An:aHakk ,
k=1

on o val +1 0 -11 A, és la matriu triangular final que té els elements a,(c];;) a la diagonal.

Cal fer dues observacions:

e El valor de o serd +1 o -1 segons s’hagi fet un nombre parell o senar, respectivament,
d’intercanvis entre files i entre columnes.

e Podria donar-se el cas que, en el k-& pas de l'eliminacié gaussiana, agz) =0(k<i<
n). Aquesta circunstancia clouria el calcul del determinant: det A = 0.

El métode d’ortogonalitzacié de Householder ofereix una altra técnica de calcul de
determinants

det A = det P1P2'-'Pn_1R:O'detR,

on det R és el producte dels elements diagonals de R i o és el producte dels determinants
de les matrius Py (k = 1+ n —1). Com que la matriu identitat té determinant +1 i
les matrius de Householder, -1; o valdra +1 o -1 segons que el nombre de matrius de
Householder emprades sigui parell o senar.

Inverses

Donada una matriu nxn regular A, la matriu X = A~! compleix el sistema d’equacions
matricial AX = I. Atenent a la columna k-ena d’aquesta equacio, tindrem que

Az® = e®) (k=1+n),
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on e indica el k-¢ vector de la base canonica i (%), la k-ena columna de la matriu X.

Aixi doncs, el calcul d’A~! quedara redult a la resolucié de n sistemes amb una matriu
comuna i amb termes independents molt senzills.

Aquests fets comporten un avantatge de calcul: si s’utilitza el métode de Gauss, es
podra realitzar la fase d’eliminacié simultaniament en els n sistemes, situant la matriu
identitat I en el lloc de la columna de termes independents. Una generalitzacié del pro-
cediment que s’acaba de descriure déna lloc al métode de Gauss-Jordan, que parteix dels
sistemes d’equacions Az(F) = e(*¥) (k =1+ n) escrits en forma matricial

a1 - ap |1 - 0
Al =1 : SRR

anl o A |0 e 1
i va modificant les files de (A|I), usant els elements de la diagonal com a pivots (com en
el métode de Gauss) i aconseguint que es vagin anul-lant els elements no diagonals (també
els de sobre la diagonal!), columna a columna. S’obté, finalment, (D|B) amb D diagonal,
llavors A= = D7!B.

Alternativament, 1'ts de les factoritzacions LU i QR ens ofereix també la possibilitat

de calcular la inversa segons:

Al =uiL7t, AP =RTIQT.

Hi ha altres procediments per calcular la inversa d’una matriu A. En el problema
I1.9 se’'n descriu un que es basa en la construccié d’una successié de matrius que, sota
certes condicions, convergeix cap a la matriu inversa A~!. En els problemes proposats se’n
presenten altres métodes.

2.2.6 Analisi de ’error

En resoldre un sistema Az = b, A i b apareixen com a dades i x com a soluci6. Els errors
de x poden provenir de:

e la propagacio dels errors de les dades A i b,

e 'acumulacié dels errors d’arrodoniment en els calculs prodults en el decurs del procés
de resolucio6.

Propagacié dels errors de les dades

Suposem que no disposem exactament de la matriu A i del vector b, sin6 d’una matriu
A+ 0A1idun vector b+ 6b. En aquestes condicions, no obtindrem la solucié cercada x del
sistema Ax = b, sin6 una solucié x + dx del sistema pertorbat

(A+6A)(z +6x) =b+6b.

Disposem de la formula segilient per tal de fitar, de forma relativa, una norma qualsevol
del vector d’error dx

oI}, 16A [l + o]
[ P 1 A

sobre la qual cal fer les observacions segiients:

162
< u(A
fap < #&
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e En general i a efectes practics, ||z + x| =~ ||z||.

e u(A) = ||A|l ||A7!|| s’anomena nombre de condicié de la matriu A i representa el
factor maxim d’ampliacié dels errors relatius d’A i . Parlarem de matrius mal
condicionades quan tinguin nombres de condici6 excessivament grans.

El problema II.5 presenta una fitacié de l'error relatiu de x, sota unes condicions
particulars, i posa de manifest, amb un exemple concret, les conseqiiéncies del mal
condicionament de la matriu sobre 'amplificacié dels errors de les dades.

e Les normes matricials emprades en la formula han de ser consistents amb les normes
vectorials.

e Si U és una matriu ortogonal (i, per tant, unitaria) tenim que, emprant el nombre
de condici6 euclidia po(A) = || All2]| A7,

p2(UA) = p2(A) ;

aixi, en el métode QR, la matriu R del sistema redult Rz = QTb té el mateix
nombre de condicié que la matriu A de partida. Es té, doncs, la garantia que el
condicionament del sistema triangular no empitjora, cosa que no pot assegurar-se en
general per als métodes gaussians.

Al problema I1.3 es detalla un estudi de propagacié d’errors en un procés de factoritzacioé
de Txoleski.

Acumulacié dels errors d’arrodoniment

En resoldre el sistema Az = b, per culpa dels errors d’arrodoniment durant el procés, no
obtenim la soluci6 exacta z, sin6é una soluci6 aproximada x + dx. Per tal de fitar 'error dx
(en alguna norma), es pot fer servir I'analisi de 'error cap al darrera, tractant de cercar
primerament §A tal que

(A+0A)(x +dx) =0

Es redueix, doncs, el problema a un d’equivalent en qué es culpa els elements de la
matriu A dels errors d’arrodoniment; després caldra aplicar la férmula de propagaci6 dels
errors de les dades acabada de trobar per tal de fitar I’error en la soluci6é x, atés que no
cal considerar errors en les operacions.

La matriu § A depén, evidentment, del métode de resolucié que se segueixi. En concret,
si el métode fos el de factoritzacié LU, es pot arribar a la fita segiient per a l'error carregat
a la matriu A després de fer ’analisi de I’error cap al darrera

[6A]00 < (ng + 3n2)gn€HAHoo )

on n és la dimensié del sistema, € és la fita de ’error relatiu en les operacions aritmétiques

(vegeu 'apartat 1.1.2) i
N _(k
;. |af)|

max; j | ag |

QI
3
11l
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indica el factor maxim de creixement del modul dels elements calculats &Z(»f) pel metode

d’eliminacié gaussiana respecte al maxim dels moduls dels elements de la matriu A de
partida.

Si definim g, de forma analoga, perd considerant els coeficients al(-f) sense els errors
acumulats, es poden obtenir les fites segiients:

e g, < 2" ! usant pivotatge maximal per columnes;

e g, <3n 2+41LM, usant pivotatge complet.

Aquestes fites sén molt pessimistes en la major part de les aplicacions practiques; aixo
és, Uerror real és molt més petit que la fita obtinguda.

Cal pero observar que, si no s’usa pivotatge en la resolucié dels sistemes lineals no es
té generalment cap control sobre la grandaria del factor g,; aquest pot arribar a ser molt

gran si, durant el procés, ens trobem amb pivots propers a zero. Aquests faran créixer
(k)

molt els elements calculats a;;” i consegiientment I'error en la solucio.

2.2.7 Meétodes iteratius
Generalitats

Els métodes iteratius estan basats en la idea segiient: donat un sistema lineal Az = b,
li associem d’alguna manera determinada un sistema lineal equivalent x = Bz + ¢ que
resolem de forma iterativa. Aixo és, comencem amb z(?) arbitrari i obtenim després z(1),
z®) | ... mitjancant la recurréncia

2 ) = Ba®) ¢ (k> 0);

si la successi6 de vectors z(F) (k > 0) és convergent a un vector z, aquest sera la soluci6 del
sistema x = Bx + ¢ i, per tant, del sistema de partida Ax = b. La matriu B s’acostuma a
anomenar matriv d’iteracid.

Analitzant el comportament dels errors e®) = 2(%) — 2 quan k tendeix a infinit, i tenint
en compte les propietats de les normes vectorials i matricials donades en ’apartat I11.1.3,
s’arriba als resultats segiients sobre la convergéncia dels métodes iteratius:

e El metode iteratiu z*+Y = Bz(®) 4 ¢ (k > 0) és convergent, independentment de
Pelecci6 de (9] si i només si el radi espectral de la matriu d’iteracié p(B) és menor
que 1. El teorema de Gershgorin, presentat a 'apartat 2.1.3, és una bona eina per a
la fitacio de p(B) (vegeu el problema II.11).

e El métode iteratiu anterior és, doncs, convergent si i només si [|B|| < 1 per a alguna
norma matricial consistent amb alguna norma vectorial (per exemple, les normes
matricials subordinades || |11 ] [loo)-

Descriurem a continuacié els métodes iteratius més coneguts.
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Meétode iteratiu de Jacobi

Suposant que els elements diagonals d’A s6n no nuls, si dividim cada fila per 'element de la
diagonal corresponent, queda una matriu amb uns a la diagonal. Podem imaginar aquesta
matriu formada per la suma d’una matriu triangular inferior L amb zeros a la diagonal,
de la matriu identitat I i d’'una matriu triangular superior U amb zeros a la diagonal; aixi
queda descomposta la matriu A com a producte de la seva diagonal D per la suma de L,
1iU,

A=D(L+1+70).

El sistema Ax = b és llavors equivalent al sistema
r=—(L+U)z+D'b.

Noteu que aquest sistema equivalent s’obté simplement alllant en ’equacié i-ena la
variable z; (i =1+ n).
Aquest sistema permet de definir el métode iterativ de Jacobi

2 ) = (L +U)a®™ + Db,

que, en components, pren la forma

1
$§k+1) = — (bi - Zaijxg-k) (i=1=+n).

i i

Métode iteratiu de Gauss-Seidel

Igualment com el métode iteratiu de Jacobi, només sera aplicable a sistemes Az = b en
qué els elements diagonals d’A siguin no nuls i esta basat en I'equivaléncia amb el sistema

r=—(I+L)""Wa+(I+L)"'D .
Aixi, es defineix el métode iteratiu de Gauss-Seidel mitjancant
g ) — (1 + )" wz®™ + (I+L)"'D ',

que equival a
.’B(k+l) — —L$<k+l) _ Ux(k’) + D—lb ’

1 que, en components, s’escriu

i—1 n
2 = L (bi - Zaijxﬁ-km - aijxﬁ-k)) (i=1+n).

ii j=1 j=i+1

Els dos meétodes que s’acaben de descriure sén molt semblants, atés que la férmula
d’avaluacié de la component i-ena del nou vector és practicament la mateixa: la diferéncia

rau en el fet que, en el métode iteratiu de Jacobi, la dita component es calcula a partir
(k) (k) (k) (k)

de les components del vector anterior de components xy"”, ..., x; "y, ;7 ..., Tn ', i en
el meétode iteratiu de Gauss-Seidel es prenen les anteriors components del nou vector ja
(k+1) (k+1) (k) (k)

calculades: xj g Ty Ty ey T
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2.2.8 Meétodes iteratius de sobrerelaxacid

Es tracta d'una familia de meétodes que generalitzen el meétode iteratiu de Gauss-Seidel.
Estan basats en 'equivaléncia d’Ax = b amb

r=x—w(lx+(I+U)x— D),

on w és un parametre real, anomenat factor de relazacid, Aquest sistema també és equiv-
alent al sistema
r=B,x+c,,

amb
B, =T+ wL)™'(1-wI-wlU], c,=wl+wL)™'D7b.

Es defineix el metode iteratiu de sobrerelazacié amb factor w per la recurréncia
26t = B 2™ 4
que també pot escriure’s com
g ® D = 28 _ (L *HD 1 (1 + U)2® — D7) .

En components, pren la forma

i—1 n
k+1 k) | W k+1 k . )
xg ):wg )y 2 bi—Zaijxg )—Zaijaf§-) (i=1=+n).
(229 1 .
J j=i

Cal observar que, per a w = 1, es retroba el métode iteratiu de Gauss-Seidel.

Els meétodes de sobrerelaxacié que s’acaben de descriure es basen en una transformacio
del sistema Az = b en un altre d’equivalent del tipus x = B(w)z + c¢(w), sobre el qual es
defineix la recurréncia. La construccié del sistema = B(w)z + ¢(w) es pot fer de diverses
maneres que donen lloc a nous meétodes iteratius. En el problema II.8 se’n defineix un i

s’estudia la seva convergéncia.

Convergéncia dels métodes iteratius de Jacobi, de Gauss-Seidel i de sobrere-
laxacio

D’acord amb el que s’ha dit abans, els métodes iteratius de Jacobi, Gauss-Seidel i sobr-
erelaxacié convergiran si i només si els radis espectrals de llurs matrius d’iteracio (By =
—(L+U), Bgs = —(I + L)™'U i B,) s6n menors que 1. En el problema II.6 s’estudia la
convergéncia dels métodes de Jacobi i de Gauss-Seidel en aplicar-los a un sistema lineal de
dues equacions i dues incognites.

A continuacié es donen alguns resultats relacionats amb la convergéncia d’aquests mé-
todes en casos particulars i que no requereixen el calcul del radi espectral:

e Si A és estrictament diagonal dominant, els métodes iteratius de Jacobi i de Gauss-
Seidel convergeixen.

La rapidesa amb qué es produeix aquesta convergéncia depén de les caracteristiques
del sistema. En el problema II.7 es presenta una estimacié del nombre d’iteracions
del metode iteratiu de Jacobi que fan falta per tal de poder garantir una fita d’error
donada en resoldre un sistema on, entre altres condicions, la matriu se suposa estric-
tament diagonal dominant.
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e Els métodes iteratius de sobrerelaxacié divergeixen per a factors w que no pertanyen
a 'interval (0, 2).

e Si A és hermitica amb elements positius a la diagonal, els métodes iteratius de sobr-
erelaxacié amb factors w € (0,2) convergeixen si i només si la matriu A és definida
positiva.

El métode iteratiu de sobrerelaxacié té I'avantatge que permet de modificar el factor
w de forma que pugui assolir-se una convergeéncia més rapida per a certs tipus de matrius;
per exemple, es disposa del resultat segiient en aquest sentit:

e Per a una matriu A, definida positiva i tridiagonal per blocs i tal que els blocs de la
diagonal siguin matrius diagonals, tenim que

p(Bas) = p(By)* .
Si, a més, els valors propis de By son a (—1,1); llavors, per a

2

14+/1—-p(By)?’

w=w=

tenim que

p(By)
1+ /1-p(By)?
w és el valor de w que minimitza el radi espectral de les matrius B,; per tant, el

meétode iteratiu de sobrerelaxacié corresponent serd el més rapidament convergent.
Per aquesta ra6, @ s’anomena factor optim de relazacid.

2
p(B@>=w1=< ) < p(B) V.

2.3 VALORS I VECTORS PROPIS

2.3.1 Introduccid

El problema de cerca de valors i vectors propis d’una matriu és, de fet, un problema no
lineal, perd té una forta component lineal. Aixi, el calcul de valors propis es redueix a
cercar els zeros d’un polinomi i pot ser portat a terme mitjancant els métodes generals
de cerca de zeros de polinomis (que seran presentats en el capitol V), o bé pels métodes
iteratius lineals explicats en aquest capitol. Un cop coneguts els valors propis, el calcul
dels vectors propis si que és un problema lineal.

En general, pero, és excessivament laborios el calcul directe del polinomi caracteristic
d’una matriu. Es per aquesta raé que el calcul efectiu de valors i vectors propis no passa
per 'obtencié del dit polinomi, excepte quan ’especial naturalesa de la matriu ho permet:
matrius de dimensions petites, tridiagonals, de Frobenius (vegeu els problemes 11.10 1 IT.11),
etc.

El concepte de deflacio de matrius és semblant al de deflaci6 de polinomis (vegeu
Papartat 5.2.2) i permet de simplificar el problema de trobar valors i vectors propis, un
cop coneguts alguns d’ells. Es descriuen tot seguit els métodes de Hotteling, Wieland i de
Householder.
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Els métodes de calcul de valors i vectors propis sén de diversa naturalesa: uns, com
son els métodes iteratius de la poténcia, de Jacobi, LR i QR, calculen els valors propis
mitjangant técniques iteratives; d’altres, com els de Givens i Householder, redueixen la
matriu inicial a una matriu semblant Hessenberg superior (tridiagonal simétrica, si la
matriu és simétrica), en un nombre finit de passos. Per a aquests tipus de matrius reduldes,
es donen métodes especifics de calcul dels valors i vectors propis que si que passen per
I’obtencié del polinomi caracteristic. En el problema II1.10 es descriu un meétode d’aquest
tipus (el de Danilevski), que redueix la matriu inicial a la forma normal de Frobenius, el
polinomi caracteristic de la qual s’obté d’immediat.

2.3.2 Deflacié de matrius

Partint del coneixement d’un valor propi A i d’un vector propi associat v d’una matriu nxn
A, el procés de deflacié consisteix a trobar una nova matriu A (de caracteristiques més
simples, sovint de dimensié més baixa) de manera que, trobant els valors i vectors propis
d’A, es puguin trobar els d’A, amb facilitat.

Convé fer servir la deflacié, alternant-la amb meétodes que permetin trobar els valors
propis d’un a un, i aix{ poder obtenir tots els valors propis treballant cada cop amb matrius
més senzilles. A més, andlogament al que passa amb la deflacié polinomial, que s’estudiara
en el capitol V, és millor que els dits valors propis es vagin calculant des del més petit al
més gran, a fi de guanyar estabilitat numeérica; els valors i vectors propis trobats al final del
procés convé que siguin corregits tenint en compte la matriu de partida, per tal d’eliminar
els errors acumulats en tot el procés de deflacié.

Existeixen diversos tipus de deflacié de matrius; esmentarem aqui els de Hotteling,
Wielandt i Householder. Cal destacar els avantatges d’aquest dltim, que empra transfor-
macions de semblanca amb matrius ortogonals.

Deflacié de Hotteling

Considerem coneguts un valor propi A d’A i vectors propis associats v i u, per la dreta i
per esquerra respectivament, satisfent u'v # 0; es construeix la matriu
A
A =A— "—vu' |
(H) ulv
que té els mateixos valors propis que A, llevat que el valor propi A ha estat substitult pel
valor propi zero; els vectors propis sén els mateixos.
Si A és simétrica, pot triar-se u = v.

Deflaciéo de Wielandt

Conegut un vector propi v de valor propi A d’A, amb v1 # 0 (per exemple) i denotant per
aWT la primera filera d’A, la matriu
L e
Ayy=A— —va ,
U1
té la primera fila nul-la. Nomeés cal ara cercar valors i vectors propis de la matriu (n —
Dx(n—1), Ay, formada per les darreres n — 1 fileres de les darreres n — 1 columnes d’A.
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Aixo es deu al fet que, si A # X és un valor propi d’fl(v) amb vector propi (de n — 1
components) associat ¢’ i fem

o 0 _()\/—)\)Ul
w = bl ) C_Wa

aleshores v/ = v + cw és un vector propi d’A de valor propi .

Deflaciéo de Householder

Es el tipus de deflacié al qual prestem més atencio, atés que es porta a terme mitjancant
matrius ortogonals; aix{ s’aconsegueix un control de I’estabilitat numeérica i la conservacié
de la simetria de les matrius, quan s’escau.

Conegut un vector propi v de valor propi A d’A, si v és de la forma

v=1 . amb b= =
v A

serd un vector propi de valor propi N dA.

Aquest resultat ens permet calcular els vectors i valors propis d’A, a partir dels d’A,
de dimensié n — 1.

Si A és simétrica, c =01 A és també simeétrica i, si ¥/ és un vector propi d’A de valor
propi X, aleshores

sera, un vector propi de valor propi X' d’A.
Retornant al cas general, si v és vector propi de valor propi A d’A, amb v3+- - -+v2 # 0,
podem trobar matrius de Householder P tals que

Pv=seM | s==|v|s
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(vegeu l'apartat 2.2.4 per al calcul efectiu).
Com que P=P" =P,

1
PAPeM) = ZpAy = iPv = eV ;
s s

per tant, la matriu PAP és de la forma volguda:

El vector v’ és un vector propi de valor propi A d’A’ si i només si Pv’ és un vector
propi de valor propi A d’A. Si A és simetrica, també A’ (¢’ = 0) (vegeu el problema 11.12).

2.3.3 Meétodes de la poténcia
Meétode de la poténcia

El métode de la poténcia i les seves variants sén molt dtils quan només sén requerits alguns
valors propis i llurs vectors propis associats. També serveixen per calcular tots els valors
propis de la matriu si es combinen amb algun dels tipus de deflacié descrits anteriorment.
El métode de la poténcia propiament dit permet calcular aproximacions successives del
valor propi de modul maxim (si existeix), aixi com vectors propis associats a aquest.
Donada A, matriu nxn, siguin \; (j = 1+n) els seus valors propis, repetits segons llur
multiplicitat i ordenats segons llur modul

M2 A2 ]> . >

Suposarem, per simplicitat, que A és diagonalitzable i anomenarem v) (j = 1+ n) els
vectors propis linealment independents associats als valors propis A; (j = 1 +n), i també
que existeix un unic valor propi de modul maxim A;: | A; [>] A2 |. Uns altres casos son
tractats en els problemes proposats.

El métode de la poténcia considera les iteracions

25 = A2 (k> 0)

per a algun vector

20 = Zajv(j) amb a1 #0;
j=1

aixi tenim

A2\ " AN
k) = )\’f ajv® 4 ay <)\1> v 4y, ()\1> o™

Si tenen sentit les successions de quocients

(k+1)
(k) _ T C ) -
4 = (k) (Z_l-n)a

Ly
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és a dir, si SL‘E ) # 0, aquestes tenen per limit A\1; a més, quan k — oo:

k
g™ —1h1+o<if>]u—1+m, (2.11)
z() Ao |F
AN (Y A2
v v 1+O<Al . (2.12)

Aquestes son expressions asimptotiques per a Ap i per a algun vector propi associat a
ell, tractades a I’apartat 4.3.1; la velocitat de convergéncia depén essencialment de |§—f\ i
pot ser molt petita, quan | A2 | sigui proper a | A1 |.

Com que la successio (A})r>o generalment tendeix a zero o no esta fitada, convé nor-
malitzar d’alguna manera la successié dels vectors #®) . Un possible procediment és el
segiient: un cop tenim z(*), el normalitzem segons

(k)

€T

y® = Z
2 ®1]

(emprant una norma qualsevol) i fem z*+1 = Ay*) (k > 0); llavors,

LEFD &) o

A fi d’assegurar la convergéncia de les successions a A1, s’ha hagut de suposar que la
component o de (9, segons v(1), no era nul-la. En cas contrari i suposant, per exemple,
que ag # 01 | A\a|>|A3], s’obtindria analiticament que

(k+1)
L _
dm = = A

(2
Malgrat aixo, a la practica, els errors d’arrodoniment que es cometen durant el calcul
introdueixen en els *) una component no nul-la segons v que implica la tendéncia de
la successié a Ay, i no a As.
Per a matrius A simétriques, és més eficag calcular la successié de quocients de Rayleigh
de o )T 4b)
%) Ax > 0)

gor = —————
P W Tk
emprant la recurréncia

w_ =Y

W9 = s 2 =W o=y BT (k2 0).
X 2

Aleshores obtenim la convergéncia de les successions anteriors:

o)

li =X, limy® =+——

k—o00
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segons les expressions asimptotiques, quan k — oo:

AQ 2k
g = )\1 1+O Y N
1
(1) 3\, [k
® - + " 110 ‘2 . 2.13
Y TElr ¥ (2.13)

La utilitzacié dels quocients de Rayleigh comporta un augment de la velocitat de con-
vergéncia en el calcul del valor propi, en ser

A2

2
A2
71 <

M

Algunes possibles variants del métode de la poténcia sén les indicades tot seguit.

Métode de la poténcia desplacada

Aplicant el métode de la poténcia a la matriu A—dI, que té com a valors propis j1; = A\j —d
amb vectors propis associats () (j = 1+ n), s'obté el valor propi p; de modul maxim
d’A — dI (sempre que sigui Gnic) i un vector propi associat v permet, doncs, calcular el
valor propi A; = d + p; d’A més allunyat de d.

Métode de la poténcia inversa

Suposant ara que A és invertible, A™! té els mateixos vectors propis que A amb valors

propis p; que son els reciprocs dels d’A: p; = )% (j =1-=+mn). Siel valor propi de modul
J

minim és tnic (| A, |[<| An_1|), Paplicacié del métode de la poténcia a A~ déna el valor

propi i d’A~" i un vector propi associat: podem conéixer aixi el valor propi de modul

minim A, d’A.

Meétode de la poténcia inversa desplacada

Es una combinaci6 de les dues variants anteriors. Consisteix a aplicar el métode de la
poténcia a (A — dI)~!, que té per valors propis els u; = ﬁ (j = 1+mn). L’aplicaci6 del
metode dona el valor propi p; de modul maxim d’aquesta Jmatriu, sempre que sigui tnic, i
un vector propi associat v(): aixi podem trobar el valor propi Aj=d+ ui d’A més proper
ad. ’

Aquesta variant és molt Util per refinar aproximacions d de valors propis, i per trobar
vectors propis associats.

En el problema I1.13 es presenta un exemple d’ts combinat del métode de la poténcia
amb el métode de la poténcia inversa per al calcul de tots els valors propis d’'una matriu
4x4.
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2.3.4 Meétodes de Jacobi
Métode de Jacobi

Sigui A una matriu nxn simétrica. Sabem, per la propietat 10 de valors i vectors propis
en Papartat 2.1.3, que existeix una matriu ortogonal O (O~! = OT) tal que A = OT AO
és diagonal: A = diag(A1,...,\,); la columna j-ena d’O és un vector propi d’A associat al
valor propi A; i les dites columnes formen una base de vectors propis ortonormals d’A.

El métode de Jacobi dona precisament un procediment de cerca de successives aproxi-
macions Ay 1 O de A i O, respectivament, on Oy és un producte de matrius ortogonals
senzilles (k > 1). Es tracta, per tant, d’'un meétode iteratiu, el mecanisme de construccio
del qual es déna a continuacié.

Comencem el procés amb Ay = Ai Oy = I'i, coneguts Ay, = B = (by;) i O, = Q = (wij),
triem en B un element no diagonal by, (amb p < ¢) complint by, # 0.

Els elements byy, bpq, bgp(= bpg) 1 bgq formen una matriu 2x2 simétrica. Cerquem una

matriu de rotacio
c —s .
c = cos s = sin
S C ) SO ) (P )

de forma que la matriu simétrica

dpp dpg \ c s bpp  bpg c —s
dep dgg | \ —s ¢ bgp  bgq s ¢
sigui diagonal.

Per aixo, ’angle ¢ ha de complir

bpp — bqq

cot 2¢p = %
pq

i es pot triar ¢ complint [p|< 7.
Les formules que s’obtenen llavors per a ¢ i s sén:

Sibpy =bgg: e=sgn(by), c=

Si bpp # by : (2.14)

[

|

n
5]

=
,E@
Q
—
=

1 qq!
¢2 =y

d =/ (byp — bgg)? + 402, (2.15)
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Prenem ara la matriu

1

on els elements no escrits sén nuls; aquesta matriu representa una rotacié d’angle ¢ en el

pla coordenat p — q.

Calculem ara B = R" BR = (b;;) (canviant només les fileres i columnes i-ena i j-ena de
B)iQ = QR = (w;;) (canviant només les columnes i-ena i j-ena de ) segons les formules:

E@\
<.

o (=
| Q@‘\ S | S“
2 = 2

=
<

Wip
Wig

on s’ha emprat t = 2; les

bip =bpjc+bgis (j =1+n, j#p,q),

byi = —bips +bigc (i=1+n, i #p,q),

bppC? + 2bpyCs + bygs® = bpp + bpgt (2.16)
bppS” — 2bpgCs + byg® = —bpgt + byq

qu =0,

WipC + Wig$ , (2.17)

—WwipS +wige (i =1=+n) ;

altres components no canvien.
De manera anéloga, en la k-ena iteracié del procés iteratiu s’obté:

Aps1 = Rl ARy =--- =R ---R{ AR, - - Ry,

Ort1=0OrRy=-=R1- R (k>0).

Les matriu Ay son, doncs, semblants a la matriu A, mitjancant les transformacions ortog-

onals Oy:

A, =0l A0y (k> 0) .

Variants del métode de Jacobi

La tria dels elements no diagonals b,, que volem anul-lar pot ser feta de diverses maneres
que donen lloc a les diferents variants del métode de Jacobi.

Aixi, si fem que

by |= by
| pq| Hl.lfj?d Z]’
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tenim el métode classic de Jacobi (vegeu el problema I1.14).

Els elements no diagonals b,, # 0 poden ser triats també d’altres maneres: per exemple,
prenent llurs indexs segons l'ordre: (1,2), (1,3), ..., (1,n), (2,3), ..., (2,n), ..., (n—1,n).
Repetint aquest procés les vegades que faci falta, el métode corresponent s’anomena meé-
tode ciclic de Jacobi. Una variant d’aquest consisteix a efectuar només aquelles iteracions
anul-ladores dels elements més grans, en valor absolut, que unes certes quantitats prefix-
ades, anomenats llindars, i que poden canviar en cada cicle; el métode es diu llavors métode
ciclic de Jacobi amb llindars.

Notem que els elements no diagonals anul-lats en una iteracié poden tornar a ser dife-
rents de zero després d’alguna de les iteracions posteriors; malgrat aixo, es pot demostrar

que, si definim
EQ(B) = Z b?j ,

i#j
resulta que, per al métode classic de Jacobi,
_ n no_ 2
(B) = (B) + 30 < =3 ¥ < AB) 1 - o) s
s s n(n—1)

aix0 implica que els elements no diagonals d’ Ay, tendeixen a 0 quan k tendeix a infinit i que,
sota condicions molt generals, les successions (Ag)r>0 1 (Ok)r>0 tenen limits respectius A
i O tals que A = OT AO, amb A diagonal i O ortogonal.

2.3.5 Meétodes de reduccid

L’objectiu d’aquests métodes consisteix a reduir una matriu A real a una matriu Hessenberg
superior, mitjancant transformacions de semblanca ortogonals. En el cas que la matriu de
partida sigui simétrica, quedara redulda a forma tridiagonal simétrica.

La matriu redulda tindra els mateixos valors propis que la matriu inicial, i els vectors
propis de la matriu inicial es trobaran a partir dels de la matriu redulda per aplicacio de
la transformaci6 ortogonal trobada. En 'apartat segiient es donaran meétodes de calcul de
valors i vectors propis de les matrius reduldes.

Tractarem primer el cas simétric, el cas no simétric s’entendra com una extensié
d’aquest, on els procediments de transformacié portaran a matrius Hessenberg superior,
atés que en aquest cas no es produeix I'anul-lacié dels elements simétrics durant el procés.

Un cop obtinguts els valors i vectors propis de les matrius tridiagonals simétriques (o
Hessenberg superior), els valors propis de la matriu inicial coincidiran amb els d’aquests; els
vectors propis de les matrius reduldes hauran de ser transformats més endavant a vectors
propis de la matriu de partida per les transformacions de semblanca fetes.

Métode de Givens

Com el métode de Jacobi, el métode de Givens empra transformacions de semblanca suc-

cessives que s6n rotacions en plans coordenats; ara, perd, es vol que, en cada transformacio,

es faci zero un element no tridiagonal, i també el simétric respecte a la diagonal, de forma

que es mantinguin nuls tots els elements anul-lats en transformacions anteriors. Es tracta,
) N : - (n—=1)(n—2)

per tant, d’'un metode directe que aconsegueix anul-lar els m = *=—5—= elements en un

maxim de m transformacions.



CAPITOL 2. SISTEMES LINEALS 82

A cada pas se cerca una rotacié Ry en el pla coordenat p — ¢ a fi que es faci zero
Pelement (p — 1,¢q) i el seu simétric. Aquest procés es fa en el segiient ordre dels plans
coordenats p—¢q: 2—3,...,2—n,3—4,...,3—n, ..., (n—1) —n de manera que es vagin
anul-lant els elements (1,3), ..., (1,n), (2,4), ..., (2,n), ..., (n — 2,n), i llurs simétrics.

Al cap d’aquestes m transformacions de semblanca tindrem la matriu

Api1=R! - R AR,--- R,

que serd ja tridiagonal simétrica.
Emprant una notacié analoga a la feta servir en el métode de Jacobi, I’angle ¢ de la

rotaci6 en el pla p — ¢ que fa Bp,l,q = 0 compleix que
byy—
tan = 7bp Lg ;
p—1,p

aixi doncs, cal triar els valors segiients de c i s:

bp—1 bp—1
¢ = p—1.p s — p—1.q

12 2 ’ /12 2 )
bpfl,p + bpfl,q bpfl,p + bpfl,q

Es pot comprovar que els zeros assolits soén preservats en les successives transformacions.
En aquest sentit, ’ordre indicat és important.

Métode de Householder

Les transformacions de semblanca ortogonals es realitzen ara mitjancant matrius de Hou-
seholder (vegeu l'apartat 2.2.4). Es vol aconseguir, en cada transformacio, que els elements
no tridiagonals de la columna corresponent (i els de la filera simétrica) esdevinguin nuls.

Partint d’As = A, cal considerar en el pas k-¢& una transformaci6 ortogonal Ay, =
P APy de la matriu simétrica

0
Ty
Ay = ak)T ,
0 a(k) Ay,
on
L 82

T, =

Sk—2 Tk—2 Sk-1
Sk—1 Tk—1
ja és tridiagonal simétrica i

a _
k+1.,k 1 c [R?—Fk+1
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Si (agle’k_l)Q + -+ (afl]fll_l)Q = 0, la matriu (Ag)r (formada per les k primeres
files de les k primeres columnes d’Ay) ja és de fet una matriu tridiagonal simétrica, amb
Sk = al(ekllfh Ty = CL](fl)f 1 només cal escollir Pk = I, Ak+1 = PkAkPk = Ak

En cas contrari, triant s; tal que

. "k
2= [a®3 =3 (® )2,
1=k

podem trobar una matriu (n — k + 1)x(n — k 4 1) de Householder P, tal que

Sk
- 0
Pa® = | | =spe™ e R
0
De fet R
Py = Ly_p1 — oga®a®T |
amb )
R U U T—

sk(sk — Qg jo_1)

(vegeu 'apartat 2.2.4).
Definint aleshores

0
u®) = : ’
0
k)
resulta que
Ty 0
sg 0 0
A1 = PAgP, = Sk
0
0 : P, AP,
0
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Tky1 0
= k1T
0 ~
gk+1 Ak+1
El calcul efectiu de
Tk d(k+l)T
P.AP. = | _ 5
[ (Ll R P

es fa seguint 'apartat 2.2.4 i requereix 2(n — k + 1)2 4+ O(n — k + 1) operacions i una arrel
quadrada.
Al cap de n — 2 transformacions de semblanca s’obté la matriu tridiagonal simétrica

Ap 1 =Py 1 PBAP--- P, 1,

amb
n—1

2
Y R(n—k+1*+0n—k+1)] = gn?’ + O(n?)
k=2
operacions i n — 2 arrels quadrades.
En el problema II.15 es presenta un exemple d’utilizacié d’aquest meétode.

2.3.6 Valors i vectors propis de matrius reduides

Un cop feta la reduccié a forma tridiagonal simétrica o Hesseberg superior és 1’hora de
trobar-ne els valors i vectors propis. Per a aquestes matrius si que calcularem els valors
propis com a zeros del polinomi caracteristic. Per aix0, és necessari fer una incursié en
el moén dels métodes de cerca de zeros de polinomis descrits en el capitol V; per exemple,
utilitzarem el teorema de Sturm per tal de separar els valors propis de matrius tridiagonals
simétriques, i els métodes de la secant i de Newton a fi de calcular-los efectivament.

Métodes per a matrius tridiagonals simétriques

Considerem una matriu nxn tridiagonal simétrica

al bg
b2 a9 bg
bg as b4

bp—1 apn—1 by
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Suposarem que b; # 0 (j = 2+ n), ja que sind la descompondriem en dues matrius del
mateix tipus 71 i Tp

T 0

0 T

i, gracies a la propietat 6 de valors i vectors propis en 'apartat 2.1.3, per trobar els valors
propis de T' només cal trobar per separat els de 17 i T5.

Com que det (A —T) = (—1)"det (T — M), cercar els valors propis de T equival a
resoldre I’equacié polinomial py,(\) = det (A —T) = 0.

Els valors p,(\) es poden trobar per recurréncia: comencant amb

pO()‘) =1 ) pl()\) :)‘_al )

definim llavors el determinant p;,1(A\) de la matriu formada per les j primeres fileres de
les j primeres columnes de la matriu A\l —T'; aquest determinant es troba a partir dels dos
determinants analegs anteriors fent

pi(A) = (A= aj)pj—1(A) — vpj—2(N) , 7 =05>0(j >2).

Observem que p;(A) és un polinomi de grau j. La recurréncia que s’acaba d’establir
és molt semblant a la que compleixen els polinomis de Txebixev. El problema I1.16 fa ts
d’aquesta similitud.

Notem que no es precisa conéixer explicitament els coeficients de p,(A) a fi de cal-
cular els valors propis de T, i que, donat un valor qualsevol de A, p,(\) es calcula amb
aproximadament 2n operacions.

La successié de polinomis {p,(A), pn—1(N), ..., p1(A),po(A)} conforma una successio
d’Sturm per a p,(\) sobre IR (vegeu 'apartat 5.2.4 per a més detalls); aplicant el teorema
d’Sturm, tenim que

e Els valors propis de T son tots reals i diferents (suposant b; # 0 (j = 2+n)). A més,
si pn(a)pn(b) # 0, el nombre de valors propis de T" entre a i b és igual a V(a) — V' (D),
on V(A) és el nombre de canvis de signe en la successio {po(A\),p1(N),...,pn(A)}

Amb 'ajut d’aquest resultat, podem localitzar i separar els valors propis de T’; després
podem aplicar qualsevol métode de ’apartat 5.1.2 per trobar zeros d’una funcié, com els
métodes de la secant o de Newton, a fi de refinar el seu valor. Observem que, si es vol fer
servir el metode de Newton, el calcul de p/,(A\) es pot dur a terme també per recurréncia

Po(N) =0, pi(A) =1,

Pi(A) =pj1(N) + (A= a;)pj 1 (A) = 1P o(N) (G =2+n).

Aquesta recurréncia s’ha de fer servir conjuntament amb ’anterior per tal de trobar
pn(A) 1 p),(N\) al mateix temps.
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Un cop trobats els valors propis A; (j = 1+n) de T, cal trobar vectors propis associats.
Si volem trobar un vector propi v de T, associat a un valor propi A, s’ha de resoldre el
sistema,

(A —ay)vy — bave =0
—bivi—1 + (A —a)v; —bip1viy1 = 0(i=2+n-1),
—bpUp—1+ A —ap)v, = 0
amb la condici6 v1 # 0 per tal que v no sigui nul.
Prenent v; = 1, s’obté
)
v = ]lj;l(bz (1=2-=+n)

(vegeu el problema I1.15).

Aquest procediment no sempre esta ben condicionat, atés que només coneixem apro-
ximacions de A. En tal cas, s’obtindrien resultats més precisos aplicant unes quantes
iteracions del métode de la poténcia inversa a T — A, encara que s’hagin de fer més
operacions.

Meétode per a matrius Hessenberg superior
En el cas de matrius Hessenberg superior

hi1 hig --- him—1 hin
ho1  hoo  hos han

hnf 1,n—2 hnfl,nfl hnfl,n
hn,n—l hn,n

s’obté també una relacié de recurréncia per als determinants de les matrius formades per
les j primeres fileres de les j primeres columnes de A\l — H, p;j(\) (j =1+ n), que porten
a l'equaci6 caracteristica p,(A) = 0 que compleixen els valors propis de H.

Suposem hji1; #0 (j =1+ n—1), com en el cas tridiagonal simétric; sin6 passariem
a trobar per separat els valors propis de les matrius Hessenberg superior Hy i Hs tals que

Hy Ny

0 Hy

A fi d’escriure millor les relacions de recurréncia de la successié de polinomis p;(\)
(j =0=+n), prenem

_ pi(N)
hothga -+ hjy1j

qo(A) =po(A) =1, g;(A) (j=2+n);
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la recurréncia queda llavors en la forma

A—h
N =1, a(N) = 5 =
21
o = A= hG)g-1(A) = [h1igo(A) + - + hj—1,5¢j-2(N)]
QJ( )— I }
j+1,5

(j=2+n).

A diferéncia del que succela amb matrius simétriques, els valors propis de matrius
qualssevol no sén necessariament reals. Aixo ens diu que els zeros de g, () no sempre
seran reals. S’hauran de cercar usant metodes de calcul de zeros de polinomis que permetin
trobar zeros complexos (vegeu el capitol V); els vectors propis associats es poden cercar
llavors amb 'ajut del métode de la poténcia inversa.

2.3.7 Meétodes de factoritzacio

Els métodes que es tractaran estan basats en les factoritzacions LU (dita aqui LR) i QR,
esmentades en els apartats 2.2.3 i 2.2.4, respectivament.

Métode iteratiu LR

Donada una matriu nxn real, el meétode iterativ LR parteix de la matriu A; = A i, quan
coneix la matriu Ay, calcula la seva factoritzaci6 LU (si existeix)

Ay = LRy,

amb Lj triangular inferior amb uns a la diagonal i Ry, triangular superior; a continuacio,
forma A1 = RiLy; (k> 1).
Com que
A1 = L AgLyg = -+ = (L1 -+ L) "A(Ly -+ L)

les matrius Ay (k > 1) son semblants a la matriu A.

Métode iteratiu QR

El métode iteratiu Q)R usa la factoritzacido QR en comptes de la LU: aixi,

A = QrRy , Apt1 = RiQr

1 llavors

A1 = QuAkQr == (Q1-- Qi) "A(Q1-- Qy) -

Per tant, les matrius Ay (k > 1) sén també semblants a la matriu A.
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Consideracions generals

Les successions (Ag)>o convergeixen en una matriu triangular superior, sota condicions
bastant generals; n’hi ha prou, per exemple, que es verifiquin les tres condicions segiients:

e els valors propis d’A estan separats en modul

[Ar[> - >l

e A ¢s diagonalitzable: existeix una matriu regular X tal que la matriu D = X 1AX
és diagonal,

e existeix la factoritzacio LU de les matrius X i X L.

El métode iteratiu QR conserva la simetria de la matriu; aixo és, si la matriu A és
simétrica, totes les matrius Ay (k > 1) son simétriques, i la convergéncia a una matriu
triangular superior es tradueix en convergéncia a una matriu diagonal.

Els métodes iteratius LR i QR conserven a més les formes Hessenberg superior de les
matrius; el métode iteratiu QR conserva, doncs, el caracter de matriu tridiagonal simeétrica.

El nombre d’operacions que requereixen aquests métodes és elevat i sén bastant costosos
quan s’apliquen a matrius plenes qualssevol; és, pero, molt eficient transformar préviament
la matriu A a una forma redulda (Hessenberg superior o tridiagonal simétrica) per algun
dels métodes donats en l'apartat anterior (de Givens o de Householder) i aplicar llavors els
métodes descrits acf a les matrius reduldes.

Notem, per exemple, que la factoritzacié QR de matrius Hessenberg superior (o de
matrius tridiagonals simétriques, en particular) es produeix molt eficagment mitjangant
un métode que empra rotacions R; en plans coordenats (n—j+1)—(n—j) (j =1+n—1)
en lordre segiient: n—(n—1), (n—1)—(n—2), ..., 2—1, i de forma que es vagin anul-lant
els elements (n,n — 1), (n — 1,n —2), ..., (2,1) de les matrius transformades. En cada
transformacié es modifiquen només dues fileres de la matriu i es preserven els elements
anul-lats en els passos anteriors.

COMENTARIS BIBLIOGRAFICS

S’han suposat coneguts els resultats teorics elementals sobre resolucié de sistemes lineals
i problemes de valors i vectors propis, que poden ser trobats, per exemple, en [HS74|,
[QueTl], ... Diversos llibres hi dediquen algun capitol introductori amb un punt de vista
mes algorismic, com |Cia82|, [DM73|, |Fro69|, |[Hou64|, [IK66]|, on poden ésser trobats els
resultats de la seccid 2.1.3.

[Cia82| és una de les millors referéncies per a la resolucié de sistemes lineals, juntament
amb [Wil64] per a métodes directes, i [You71| per a métodes iteratius. Aquests tres llibres
cobreixen essencialment tots els resultats d’aquest capitol. Unes altres referéncies gene-
rals basiques son [DBT74|, [Gas66], [Hil74|, [Jac77|, [Ral65]. En [CdB72| i, principalment,
[WRT1] es presenten programes amb la implementacio efectiva dels diferents métodes, tant
de sistemes lineals com de valors i vectors propis. Les matrius escasses no han estat trac-
tades, encara que apareixen sovint en la resolucié de molts problemes reals; una referéncia
molt util pot ser [Ric81]. L’estudi de propagaci6 dels errors es troba en [IK66]| i sobretot en
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[Wil64]. Per a factoritzacions QR, la referéncia estandard és [LH74|, que també incorpora
rutines en llenguatge Fortran. Els calculs sobre el nombre d’operacions dels diferents meé-
todes d’aquest capitol apareixen desenvolupats en moltes referéncies com [Cia82], [IK66] i
[LHT74].

Pel que fa al calcul de valors i vectors propis, cal destacar [Cia82|, [Ham70], [RR7S],
[Ste73]| i [Wil65]. Per a diferents resultats sobre localitzacié de valors propis, consulteu
[SB80]. Els diversos métodes presentats de deflacié es troben a [DMT73], [Fro69] i [RR7S].
Una implementacié més efectiva del métode de la poténcia i variants utilitza altres téc-
niques, com l'acceleracié d’Aitken i una eleccié adequada dels desplacaments d per a la
matriu A — dI, vegeu [IK66], [RR78] i [Wil64]|. El meétode de Jacobi i les seves diverses
variants pot ser trobat d’una manera més detallada a [Cia82] i [IK66]. Aquest dltim text
també incorpora els calculs sobre el nombre d’operacions necessaries per portar a terme
els métodes de Givens i de Householder. Un métode alternatiu per reduir matrius no
simétriques a matrius Hessenberg superior consisteix a usar eliminaci6é gaussiana amb pi-
votatge per columnes, vegeu [RR78]. En aquest llibre i a [Cia82] hi ha una bona discussié
sobre el teorema de Sturm. La convergéncia dels métodes iteratius LR i QR, aixi com la
seva implementaci6 efectiva, usant matrius desplagades, com en el métode de la poténcia,
es pot trobar a [Cia82|, [LH74], [RR78] i, sobretot, en l'article de B.N. Parlett a [RW67] i
a [Par80].
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PROBLEMES RESOLTS

Problema 2.1 a) Si A = (a;;) és una matriu definida positiva, demostreu que:
i) a;; >0 (i:1+n);
11) maxm |aij |: max; Qqg;,
iii) les submatrius A®) = (a,g?))i,j:k+n (k =2 +n), trobades en aplicar el métode de
Gauss, sén definides positives I, per tant, que es pot portar a terme el procés sense haver
de recorrer als pivotatges;
iv) al(fH) §a£f) (i=k+1+n, k=1+n-1).
b) Aplicacié: Demostreu que la matriu

13 11 11
11 13 11
11 11 13

és definida positiva, trobeu-ne la factoritzacié de Txoleski i el seu determinant.

SoLucIo:

a) i) Es dedueix de la mateixa definici6 de matriu definida positiva, prenent z = e
(vector i-¢ de la base canonica) :

ai =eDT4e) >0 (i=1+n).

ii) El criteri de Sylvester assegura que una matriu és definida positiva si i només si
els determinants principals Ap (k > 0) son estrictament positius. Una matriu definida
positiva continua sent-ho després de permutar dues de les seves fileres al mateix temps
que es permuten les columnes corresponents, atés que aixd representa només un canvi de
variable consistent a permutar les components corresponents dels vectors. Aixi, canviant
les fileres i columnes 4 i j per les fileres i columnes 11 2 de la matriu A, s’obté una matriu
definida positiva amb determinant principal d’ordre 2

— ey 2 .
= Qi — Qg5 > 0;

per tant,
laij|< aii o |a|<aj; (i,j=1+n,i#j),

1 obtenim la relaci6 demanada

max |a;; |= maxa;; .
(2 (2

),
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iii) Ho demostrarem per inducci6. L’enunciat del problema ens diu que A1) = A
és definida positiva. Suposarem que A% n’és i deduirem que A*tD) també és definida
positivaperak=1-+n — 1.

Si A%) és definida positiva, resulta que:

. agz) > 0.

Es dedueix aplicant apartat i) a la matriu A®) Per tant, el pas k-¢ del metode de
Gauss podra realitzar-se sense pivotatge.

o A1) &g simétrica.

Aquesta afirmaci6 es dedueix de la formula d’obtencié dels elements d’A*+Y a partir
dels I’A®) i del fet que A®) és simetrica:

a®
JBFD ) Gk (h)
ij 1] (k) "kj
Ak,
(k) Jﬁ(@ (k+1)
_ J _
= Y T Ty Wi T Y
Ak

(i,j=k+1+n).

o AKk+D) a5 definida positiva.

Com que és simétrica, aplicant el criteri de Sylvester, serd suficient demostrar que
tots els seus determinants principals son positius. Atés que el procés d’eliminacid
gaussiana sense pivotatge preserva el determinant, tenim que

det (AW); = a®det (A®D), | (j=2+n—k+1).

Aplicant el criteri de Sylvester a la matriu A®) det (A(k))j > 0. Com que a,(c];;) > 0,

resulta que det (A®TD); 1 >0 (j =2+ n—k+1), que és el que voliem demostrar.

Observeu que, a més de demostrar que les submatrius A®*) (k = 2+ n) son definides
positives, hem dedult que es pot aplicar el métode d’eliminacié gaussiana sense necessitat
de recorrer al pivotatge.

iv) Usant la simetria d’A®) i el fet que agz) > 0, resulta que

k
§?D=¢?—%%§?=ﬁ?—g%ygé?@:k+1+m.
A, Qg

a

b) A fi de trobar la factoritzaci6 de Txoleski, cercarem primer una factoritzacio de la
forma LDL" valida per a una matriu simétrica qualsevol; les formules recurrents de calcul
dels elements de les matrius L i D es dedueixen, per exemple, de les féormules de métode
de Crout, entenent que la matriu U ara és DLT.
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Tenim, doncs,

din=an =13, Iy = % = 4,
48
dzzzazz—lgldu:ﬁ), I3 =94 = 33,
aszy — l31la1d 11
lazzwzﬂ’ d33 = agg — [3,d11 — 3pdoy = 35 .
Aixi, en forma matricial,
1 0 0 13 0 0 1 3 %
_ T_| 1 48 1
13 24 12

La matriu A és definida positiva atés que tots els elements diagonals de D sén positius
i la seva factoritzacié de Txoleski A = LLT s’obté amb

Vi?’ 04 0 3.6056 0 0
L=| o5 Vi 0 |=]| 30509 19215 0
11 ou /8 [% 3.0509 0.8807 1.7078
Vi3 24\ 13 12
Finalment,
48 35
det A = dyydosdss = 13— -2 = 140 .
e 11d22d33 313 1 0

Problema 2.2 Calculeu el nombre d’operacions necessaries per resoldre un sistema Ax =
b, on A és una matriu pentadiagonal tal que a;; =0, si |i — j|= 1.

SoLucIo:

La matriu A és de la forma

aq 0 C1
0 as 0 ()]
d3 0 as 0 C3

La resolucié del sistema pel métode de Gauss es compon de dues fases ben definides:
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TRIANGULARITZACIO

En el pas k-& hem d’anul-lar tinicament I’element do; deixant a part aquesta anul-lacio,
els tinics elements modificats son el agio de la matriu A i el bi4o del vector b, que se sub-
stitueixen per

_ di42 - d12
Qs = Uy = =7 =Ck s bi+2 :bk+2_a7kbk (k=1+n-2),

on s’ha fet inicialment a; = a1 , a2 = ag, by =byiby = bo, atés que aquests elements no
es modifiquen en el procés.

En cada pas s’han de fer, doncs, 2 restes, 2 multiplicacions i 1 divisio; en total: 2(n —2)
restes i multiplicacions i n — 2 divisions.

SUBSTITUCIO CAP AL DARRERA
Cal trobar les components del vector solucié x recurrentment, segons

Tp = ; Tp—1=

@I‘I
S |S

by — cpx
xkzw (k=n—-2=+1).
ay
En aquesta etapa calen, doncs, n — 2 restes i multiplicacions i n divisions.

En la taula segiient es resumeixen els nombres d’operacions trobats:

_ * /
Triangularitzacio | 2(n —2) | 2(n —2) | n—2
Substitucié n—2 n—2 n

’Total \3(71—2)\3(71—2)‘2(72—1)‘

Comptant les operacions com a multiplicacions/divisions+sumes/restes, en total cal
fer-ne 5n — 8.

Problema 2.3 Considerem la matriu nxn

a
1

— Q
—_

a
1 a

a) Demostreu que la matriu A és definida positiva per a a > 2.
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b) Sia > 2, trobeu un métode recurrent per fer la factoritzacié de Txoleski de la matriu
A, A=LLT amb

o
B2
Bz a3

ﬁn—l Qp—1
Bn Qp

c¢) Si Pelement a1y d’A té un error absolut ¢ i els altres elements sén exactes, doneu
una estimacié de Derror relatiu de «,, en fer la factoritzacié, suposant  prou petit.

SoLucio:

a) Pel criteri de Sylvester, cal demostrar que els determinants principals A; (j = 1+n)
son positius.

Es evident que A} = a i Ay = aA; — 1 i, desenvolupant el determinant d’(A);j4+1 per
I'ultima fila o columna,

Aj_H:aAj—Aj_l (]ZQ—H—l)

Veurem per induccié que Aj 1 > A; >0 (j=1+n—1).
La relacio es compleix pera j =1: Ag =a?> —1>a = Ay > 0, ja que a > 2; suposada
la validesa de la relacié fins a j — 1, tenim

Aj-i—l = CLAj — Aj_l > QA]' — Aj_l = Aj + (A] — Aj_l) > A]’ >0,
ja que sha suposat que A; > A; 1 > 0.
b) Suposem realitzada la factoritzacio L£' de la matriu A amb

aq
B2 g
[ —
Bn-1 Qp—1
Bn On
Cal cercar els valors de o (j =1-+n)ide 3; (j =2+ n) de manera que es compleixi
la igualtat matricial A = £L£T que, component a component, s’escriu:

o=l
1:Oéj_1,6j, CL:O[?-{—BJQ(:Q—TZ)

Alllant les incognites, tenim la recurréncia segiient:

1 .
m=va; fi=_— aj=yfa=fFi(j=2+n).
i
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¢) Aplicant la formula aproximada de propagacié de l'error a les recurréncies trobades
en Papartat b):

1
ea(al) ~ g 3
1 ; .
ea(Bj) =~ ———ea(aj-1) , ealay) =~ _jea(ﬂj) (j=2+n)
7—1 J
Aixi,
B 1
eq(0r) eq(0j—1) = eq(j—1)
| (an) =~ — Lcalon) = =on () O
eq(ay) =~ o) = =——eu(o) @ —2—6 .
v anal 4 o} al™l ;-‘:1 a;* al™l 2 H;‘Zl a;*
Tenint en compte que
n
det A= H oz? ,
j=1
resulta 3

an
eqlo,) ~ ———=§ .
alen) 2(det A)?
D’on, error relatiu en a,, pot estimar-se per

2
Qy

er(ay) =~ (et A2 A)2(5 .

Problema 2.4 Demostreu que les normes matricials subordinades a les normes vectorials
lally =37 Jaal oo = max |
i

son respectivament:

|Al[x = m?XZ laij| s [[Alleo = m?XZ la;| -
i J

SoLuclIo:

La definicié de norma matricial subordinada a la norma vectorial || ||; és

A
||14||1 — max H le
U
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Com que

|Az[[y = Z Zaw%

< Z (Z Iam!> |zj]< m]aXZ |aij | [l

(2

tenim que

A1 < mj&XZ laij| -
7

Ara bé, si

max »  lag|= > |aql
7 i

prenent T de components Z; = ¢; tenim que ||Z|; =11

|AZ[ly = Z Zawxj

Z lair|= maxz |az'j| .
i T

D’on,

A1 = mj&LXZ lai;| -
7

De manera analoga, tenim per a || ||co:

E aijxj

J

[ Az ][0 = max Sm?XZ laij ||z |< m?XZ laij | |7l

J J

que implica
14]loo < maxy_ |ai;| -
J

Si ara

m?XZ\aij\ZZ\akj!a
; j

triant Z de compoents Z; = sgn(ay;), tenim que ||Z||oe =11

|AZ]| 0 = max Zaijjj = max Zaij sgn(ak;)
J J
= D lanj|=max} [a;] .
J J

D’on,
[Alloo = mgxz laij| -
j

96
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Problema 2.5 a) Partint de (A+ 6A)(z + dz) = b+ b, demostreu que, si

AT flsAl <1,

Hlavors

16z . w(A) <H5b|! HMH)
2l = 1= E T Al
sempre que la norma matricial emprada sigui consistent amb la norma vectorial.

b) Trobeu una matriu 3x3 A tal que compleixi i, (A) > 10°, malgrat que || Al|oo < 1076,
¢) Resoleu els sistemes corresponents Ax = b amb

1 0.9
Do=bM =11, i) b=b@ =] 1.1
1 1

d) Comenteu els resultats trobats a I'apartat c).

SOLUCIO:
a) De (A4 6A)(z +dz) =b+6bi Az = b, es dedueix
ox = A716b — A5 A(x + o) .
Prenent normes consistents i emprant les seves propietats,

6z = [|A710b— A6 A(x + 6z)||
|A7L6b|| + | A6 A(x + 52)|
JATY] [|6b]] + [JA™H) I6A| [l + o]

VANVAN

com que b = Ax, resulta que

LAl
— < siz,b#0.
el < ol
Aleshores,
52| (Hébll o+ 2] ||5A|>
< A +
El DU =l 1
b ||5Au) 15A] 152
< A <+ + p(A) ST
O U ™ 1ar) T AT e
i, fent servir que
Al
(AL _ a1y sag < 1
@l =14 sl

tenim finalment

[0 p(A) [16b]] - [[0A]
< o + .
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b) Considerem § suficientment petit i € molt més petit que J; llavors la matriu
e 1 0

A=90] —e 1 0

0 01

compleix que ||Allco = 0(1 +€) ~ § i la seva inversa

L[ -1 o
Ailzﬁ € € 0
“\o 0 2

compleix que |[A7!|| = ; d’on, el seu nombre de condici6 és molt gran

1+e 1
foo(A) = =

€ €

Prenent, per exemple, e = 10771 § = 10~" tenim:

1+1077
[Alloe = 1077(1+107T) <1070, juoe(4) = 5 > 10°

¢) Resolem primerament el sistema amb b = b1 = (1 1 1)T, la soluci6 exacta sera

1

2 = A71M = (0 5)T.

Si fem el mateix per a b® = (0.9 1.1 1)7, la soluci6 sera 2 = z(I) 4 §z amb
6x = A7L6b, essent b = (—0.1 0.1 0)', resulta aixi

1
10ed

O =

dr=A"16b = —

0

Per als valors donats de €1 § resulten:

2V]|oo =107, 02|00 = 10" .

d) Els resultats de 'apartat c) ens fan observar que una pertorbacio petita, en termes
relatius, del vector b(1)

161 oo
16 1o

produeix una pertorbacié important en la solucié del sistema

=10""

[02]] oo 6
=10°.
(2SR
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Aquesta amplificacio és deguda al fet que la matriu A t& un nombre de condicié molt
alt, que eleva notablement el valor de la fita de I'error relatiu de = dedulda a I'apartat a)

I6blloc 141077 1
[ 16Dl 1077 10

= (141077)10° .

Adoneu-vos que, en aquest cas, la fita anterior és practicament assolida.

Problema 2.6 Demostreu que, per al sistema

ax + by = p
cx + dy = q |~

una condicié necessaria i suficient de convergéncia dels métodes iteratius de Jacobi i Gauss-
Seidel és |be|<|ad]|.

SoLucio:

Els meétodes iteratius de resolucié de sistemes lineals convergeixen si i només si la matriu
d’iteraci6 té tots els valors propis menors que 1 en modul. Per als métodes iteratius de
Jacobi i de Gauss-Seidel, un cop feta la descomposici6 d’A = D(L+14U) amb D diagonal,
L triangular inferior amb zeros a la diagonal i U triangular superior amb zeros a la diagonal,
les matrius d’iteracié son By = —(L +U) i Bgs = —(I + L)~'U, respectivament.

En el cas en qgiiesti6:
a 0 0 10 0
s (s )=o) (0 6)]

— D(L+I1+7U),

v
pas = -|(
(33)

Els moduls dels valors propis de les matrius d’iteracié sén

Qo O
(]
ORI

Qo ©  alo O
o O
~_—
+
VR
O =

be
_ B :
b

O, i s peraBGs.
ad
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Per tant, els métodes convergeixen si i nomeés si
|bc|<|ad| .

Notem finalment que, en aquest cas especial, la velocitat de convergéncia del métode
iteratiu de Gauss-Seidel és el doble de la del de Jacobi.

Problema 2.7 Volem resoldre pel métode iteratiu de Jacobi el sistema Ax = b partint de
2(0) = 0. Tenim la informacié segiient sobre les dades:

|a¢¢]>a2]aij] (i:1+n), a>1,
J#i

0<y<lai| (i=1+n), [blloo=45,

on «, 3,7 sén constants conegudes.

a) Quantes iteracions k del métode calen per tal de garantir un error en la norma del
maxim menor que ¢, ||[z*) — 2| < €?

b) Aplicacié: Quan val ksia=2,3=10,y=1ie=10767

SoLucIo:

a) El métode iteratiu de Jacobi es pot aplicar sempre a matrius d’aquest tipus perque
els elements diagonals sén no nuls. Si descomponem la matriu en la forma A = D(I + N),
on D és una matriu diagonal i N té els elements diagonals nuls, el métode iteratiu de
Jacobi es basa en I'equivaléncia del sistema Az = b de partida i el sistema z = D~'b— Nz;
el métode iteratiu en qiiestioé sera, doncs,

La convergéncia del métode esta assegurada perqué A és estrictament diagonal domi-
nant. El problema consisteix ara en fitar ||z*) — z||.

Noteu que el comportament dels errors vectorials z(¥)

—x és
2® — g = —N@®D — )

i, per tant,
2% = lloe < [N [loollz® ™ = 2o -

Calculem ara una fita de || N||s.
Els elements de N = (n;;) sén

oo ar (sii#g)
TTl0 (sii=g)
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aleshores,

IN]|oo = maxz |nij|= maXZ

J#i

Z|aw|<

|a“ | JFi
D’on,

(k=1)

1 1 1
l2®) — 2o < EHQU — Zfloe <+ < JHHU(O) — @0 = J”xHOO :

Com que z = D~'b — Nz, prenent normes, tenim
Izlloo < 1D locllblloo + [N locll2llo < iﬁ + él!:rHoo ;
per tant, 8
Q@
[2]loe < -1

En conseqiiéncia, si

k) _ B
T Zlloo <
H HOO ozk_l(a— 1)'Y
s B
ela—1)y
lavors ||z*) — x|l < € prenent logaritmes, obtenim la fita inferior segiient del nombre

d’iteracions necessaries, a fi d’assegurar que ’error, en la norma del maxim, sigui menor
que e€:

a

B
log a1y

k>1+
log
b) En 'aplicacié demanada, per a o =2, =10, 7y =1ie = 1079, s’obté k > 24.25;
aixi és que 25 iteracions seran suficients per tal de garantir aquella fita d’error.

Problema 2.8 Sigui A una matriu nxn amb valors propis A\; (j = 1+ n), reals entre
m>01iM:
O<m=A A< <<\, =M

Per tal de resoldre el sistema Ax = b, es considera la familia de métodes iteratius
20t = B 2™ 4

on B,=1—wA ic, = wb.
a) Demostreu que sén convergents per a tots els valors w € (0, ).
b) Si p(w) indica el radi espectral de B,,, demostreu que

M—-m

M+m

p(") = min p(w) =

)

2
M+m-

per al valor optim de w, w* =
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SoLucIo:

a) El métode iteratiu sera convergent quan tots els valors propis de B, tinguin modul
més petit que 1.
Els valors propis de B,, sén de la forma p; = 1 —w); (j = 1+n), complint-se la relaci6

I1>1—-wm=1—-w\i>1—-wh>--->21—-—wh,=1—wM .
Es compleix, doncs, que
p(w) =max(|1 —wM|,|1 —wm]) .
Representant les funcions, tal com mostra la figura 2.3, s’observa que:

1. Aquestes funcions coincideixen per a w = 0 i per a un altre valor w = w* i el maxim
p(w) d’ambdues funcions coincideix amb la segona d’elles només en 'interval [0, w*],
i amb la primera, per als altres valors.

2. La funcié p pren el valor 1 per a w = 01w = w, en qué la funcié y =1 — wM | val

1; aixo és, quan w.M — 1 =1, w, = % La dita funci6 es manté menor que 1 en

l'interval (0,w.) i és més gran o igual que 1 per a la resta de valors reals.

3. La funcié p és decreixent, fins al valor de w = w*, i creixent, a partir d’aquest valor.

Figura 2.3: Grafiques de les funcions y =|1 —wM | iy =|1 — wm]|.
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Del punt 2 de 'estudi de la funcié p es dedueix la convergéncia del métode només per
a valors de l'interval (0, 2 ).

b) El valor optim de w es troba quan el radi espectral de la matriu d’iteracié és minim;
és a dir, quan la funci6é p és minima. Segons el punt 3, el dit minim es troba en w = w*
descrit en el punt 1 com el valor de w, diferent de 0, en qué coincideixen les dues funcions.
Aixo és,

2
w'm=w , w M +m
El valor minim de la funcié p serd, doncs,
M—-m
N=w'M-1= .
pw) = w M m

Problema 2.9 Siguin A una matriu nxn regular i X, una aproximacié d’A='. Conside-
rem la successié (Xj),>0 de matrius donada per la recurréncia:

Ey=1-AXy, Xpn=Xp(I+E,+Ef) (k>0).

a) Vegeu que Ey1 = E3 i que Xy = A7 (I — E3¥) (k > 0).
b) Doneu condicions necessaries i suficients de convergéncia de (Xj)g>o cap a AL,
¢) Si partim d’una matriu X, tal que

0.1 02 0.3
Eo=1| 02 03 01 |,
0.3 0.1 0.2

quantes iteracions s’han de fer a fi de poder garantir que || Ey||c < 107122

SoLucio:
a) Tenim

By = I—AXpy =1— AX(I+ Ex + E2)
I—(I—E)(I+Ey+ E?)
— I—(I-FEy+FEy—E}+E} - E}) = E}

1, per induccié,
E,=E (k>0).

De la relacio Ey = I — AXj, tenim

Xp=AYI-E)=A"'1-FE") (k>0).
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b) La convergéncia de (X;)g>o cap a A~! equival a la de (Egk)kzo cap a la matriu 0,

que es déna si i només si
p(Eo) = p(I — AXp) < 1.

c) Treballant amb la norma del maxim, tenim que ||Epllec = 0.6 i que ||Eglloc <
|1 B0l = 0.63". La condici6 0.63° < 10712 equival a

12
log —log 0.6

log 3

k> ~ 3.63 .

Per tant, s6n suficients quatre iteracions.

Problema 2.10 Sigui B una matriu de Frobenius; aixo és, una matriu de la forma

bl bg bg bn—l bn
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B=1190 0 1 0 0
0O 0 0 - --- 1 0

a) Trobeu el polinomi caracteristic de B.
b) Si \ és un valor propi de B, trobeu un vector propi associat a \.

- . 1 . - -
c) Sigui A = Ay = (az(»j)) una matriu nxn qualsevol. Considereu les successives trans-
formacions de semblanca

A = M;_llAan_l (l=1+n-1),

essent

1
1
Mk: mkl .. “ .. ml{:k PR o« e mk,‘n y
1
1
amb _—
n—
o My _ 1
mg; = a(nik) (] 7é k) , Mgk = a(nik) 5
k+1,k k+1,k

suposant que a,(ﬁ:lklz #0 (k=n—-1=1).
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Demostreu que A" és una matriu de Frobenius. Se ’anomena forma normal de Frobe-
nius d’A. La combinacié dels apartats a), b) i ¢) ofereix un métode de calcul de valors i

vectors propis anomenat métode de Danilevski.

d) Apliqueu aquest métode de reduccié a la forma normal de Frobenius a fi de trobar

els valors I vectors propis de la matriu

SoLuclio:

a) El polinomi caracteristic es troba desenvolupant per la primera filera el determinant

det(B — AI)

39 —-16 —56
A= 87 —36 —126
-2 1 3

Aixi doncs, el polinomi caracteristic de B sera

IL’expressié anterior del polinomi caracteristic es pot obtenir també per induccid, de

forma analoga a la que es fa servir en el problema II.11.

bl - A b2 b3 bn—l bn
0 1 -\ o 0
-2 0 0
1 = 0
b= 0 1 - 0
0 0 1 —\
1 0 0 0
0 O 1 —\
0 1 —A 00
+(—1)n+1bn 0 1 0 0
0 O cee o 01
(b1 — ) (=N = by(=A)"2 4 -+ (—1)*F 1,
(=)A= A" — A2 — by,
(—l)n()\n _ bl)\’ﬂfl o b2)\n72 L bn) .



CAPITOL 2. SISTEMES LINEALS 106

b) Si A és un valor propi de B, ha de complir I'equaci6 caracteristica
NV D AT AT b, =0

Els vectors propis y = (y1 y2 - yn)T de B, associats a A, compleixen By = A\y; aix0
és, el sistema d’equacions

biyr + bay2 + b3ys + - + bp—1Yn—1 + bpyn = A1
Yiel = MY (i:2+n) .

Les n— 1 darreres equacions permeten posar totes les components en funcié de I'altima

Yn' )
Yn—i = Nyn (1=1+n—-1);

la primera equacié s’escriu llavors com
A" = A — b A" — o b))y, =0,

equacid que és satisfeta per a qualsevol y,, atés que A és precisament una arrel de 'equacid
caracteristica.
Aixi, els valors propis y de B associats a A s’escriuen en la forma

Anfl
An—2

prenent y, = 1, donem com a vector propi associat a A

An—l
An72
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ve donada per

1
M;}l — 1 )
aty) ag}t—l asm
0 0 1

aleshores,

Ay = MY AM,
o @ S

ayq ayg S £ PP | in
N (2) (2) (2) (2)
Ap-11 Ap-12 "7 7" Gp_1n-1 An_1n
0 0 cee e 1 0

Usant que la matriu My té per inversa

1
1
-1 _ (n—k) (n—k) (n—k)
My =\ @y - o Gy o Gy |

1

i sabent que A; té les darreres [ — 1 darreres fileres de les [ — 1 darreres columnes en forma
de matriu de Frobenius, es dedueix que

Ay = ML AM,

té les [ darreres fileres de les [ darreres columnes en forma de matriu de Frobenius (I =
1+n—1).
Aixi, amb n — 1 passos s’arriba a la forma normal de Frobenius de la matriu A

o ay) afy - el )

1 0 0 0 0

_ 4 0 1 0 0 0

B=Av=1 "9 0o 1 0 0

0 0 0 1 0

d) Emprant el meétode anterior sobre
39 —-16 —56
Ai=A=| 87 =36 -—-126 | ,

-2 1 3
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trobem recursivament:

10 0 100
My=|21 -3 |, My'=| -2 1 3 |,
00 1 00 1
7 —-16 -8
A2 = M2_1A1M2 = 1 -1 =2 5
0o 1 0
11 2 1 -1 -2
Mi=|010]|, M'=]l0 1 o[,
001 0 1
6 —11 6
B=A3=M'"A:M;=| 1 00
0 10

El polinomi caracteristic de B és, doncs,
pe(A) = =A% +6X* — 11X +6 .
Els valors propis de B, i també d’A, son aixi:
AM=1, =2, A3=3.

Usant l'apartat b), podem donar una base de vectors propis de B,

1 4 9
y(l) -1 7 y(Q) -1 9 ’ y(3) —| 3
1 1 1

Com que B es troba a partir d’A aplicant dues transformacions de semblanga amb les
matrius My i M7, trobarem una base de vectors propis d’A fent

o) = MuMyyW) (j=1=3) .

Resulten
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Problema 2.11 Sigui B,, una matriu de la forma

by by b3 bn_1 bn
a 0 O 0 0
0 a O 0 0
0 0 a 0 0 )
0O 0 O a 0

amb b; = 251 (j=1=+n).

a) Considerem el cas en qué a i K son reals no negatius. Responeu a les preguntes
segiients:

i) si n és parell, poden ser tots els valors propis de B, reals positius?

ii) poden ser negatives totes les parts reals dels valors propis?

b) Trobeu I'equacié caracteristica i els valors propis de B, peraa=2i K = —2.

c¢) Considerem un meétode iteratiu general del tipus

2 ) = B 4 ¢

per a ¢ qualsevol. Estudieu la seva convergéncia per a |a|< 11 |K|< 1.

SoLuclIo:

a) 1) Si n és parell, no poden ser tots els valors propis de B,, reals positius; si fos aixi,
el producte de tots ells seria positiu, pero

n—lE

—1
2na” <0,

[1 X =det By =(=1)"""bpa " = (-1)
j=1

sia>0, K >0in parell.
Les parts reals dels valors propis no poden ser totes negatives; en tal cas, la seva suma
seria també negativa, pero, d’altra banda,

K
— >0
2— )

n n
> Re(A) =D Aj=trBy=b =
Jj=1 Jj=1
si K > 0.
La primera igualtat es basa en queé els valors propis sén els zeros d’un polinomi a
coeficients reals; els zeros no reals d’aquest polinomi han de ser conjugats dos a dos de
manera que la seva suma serd sempre real.

b) Hem de calcular A,, = det (B, — AI) per a
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Fem-ho primerament per an =21 peran=3:

Ay = bi=A b2 =N+ A+1,
a —A
bi— X\ by bs
Ay = a =X 0 | ==\ H+AHA41).
0 a —A

Aix0 ens fa pensar que
Ay = (=D A"+ A" AT
Ho demostrarem per induccié. Suposem que
Apog=(=D)" A A2 4 A4 1)
desenvolupant B,, per I'altima columna, tenim
Ap =M1+ (=) et
Aixi doncs,
A, = =D AT A1)
HED ()2
= (1) X" XN+ (D)
= (1) + X" A+ 1),

que és el que es volia demostrar.
El valors propis de B,, sén aquells valors de A que anul-len

n)\n—i—l -1

s AFELD;S

AnN) = (=D "W+ A" A1) = (—1)

aixo és,
AT =1

L ONEL.

Els valors propis son, doncs, les arrels (n + 1)-enes de la unitat, exceptuant A = 1.

¢) Una condicié necessaria i suficient de convergéncia és que el radi espectral de B,

sigui menor que 1.
Aplicant el teorema de Gerschgorin, sabem que els valors propis de B, son a la unié

dels discs: .
A =be <D b1y, A= 0[<al}
j=2
Per als valors de A al primer disc, tenim
K ° @ B 1 1 K|

~ < Lo K2 - ) < 2
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aixi,
K K
ASIA= [+ I<IK[ST,
2 2
ja que se suposa | K |< 1.
Per als valors de A\ a laltre disc:
A <|a|< 1,

suposant |a|< 1.

Aixi doncs, ambdos discs estan continguts en el disc unitat, centrat a ’origen i, per
tant, el radi espectral de B, és més petit que 1; consegiientment, el métode iteratiu donat
és sempre convergent.

Problema 2.12 Sabem que el vector (1 1 1 1)7 és un vector propi de valor propi 32 de
la matriu

19 11 1 1

3 3 13 13

A= 5 o5 16 7
9 9 7 7

Utilitzeu la deflacié de Householder per tal de trobar els altres valors propis i una base
de vectors propis d’A.

SoLuclIo:

Dient v = (1 1 1 1)T, hem d’escollir s tal que s = ||v||3 = 4 per tal de formar el
vector u = v—sey tal que P(u)v = se;. Escollim, per exemple, s = 2 (normalment, s’escull
s de signe contrari al de v1, ja que no tenim problemes greus de cancel-lacio).

Aixi,

2 -1 1

u:v—selz(—llll)T7 a:m: .

S1U1 2 '

La matriu de Householder P = P(u) = I —auu' satisfa Pv = 2e;, i amb ella procedim
al calcul I’A" = PAP.

Primerament calculem

B=PA=({I-ouwu)A=A—u(ouw) ' A=A—uw'A=A—up',

on
1
w=ou=_(-111 DT, pl=w'A=(-1 3 17 13);
aleshores,
~1 18 14 18 14
1 4 0 -4 0
B=A-| [ |(-t8 1w )= , , 5
1 10 6 —10 —6
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Finalment, procedim al calcul de la matriu transformada
A'=PAP=BP =B(I-ouu')=B— (Bw)u' =B —qu' ,

ong=Bw= (14 —4 —6 —10)7T, resultant

14 32 0 40
N e N2 | o 404
~10 0 16 0 4

La matriu A’ té els mateixos valors propis que A; un dels valors propis és \; = 321 els
altres valors propis sén els de la matriu redulda

. 4
A= 8
6

—
S = O
= O

que trobem calculant el seu polinomi caracteristic

R 4— X\ 0 4
det(A—A)=| 8 4-X 0 | =@A-N(12-A)(-4—2)).
16 0 4-—2)

Els seus zeros
=12, A3=4, =4,

son lavors els valors propis d’A.
Notem que, si ¥ és un vector propi d’A de valor propi A, aleshores

U1

v = N , amb v =
v

és valor propi de

1 0 -1
7@ =1 1 @ =11 , oW = 1
2 0 2

Calculant primer

o 41 1 4] 1 s __ L.
L7 12-32 571 4 —32 700 T —4-32" 9’
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tenim que
_1 _1 _1
5 7 9
@2 _ | 1 @ _| 0 | 1
v 1 , U 1 , U 1 s

[\
o
[\

son vectors propis d’A’ = PAP de valors propis associats As , A3 1 A4, Tespectivament.
Aplicant-los la matriu P trobarem els vectors propis d’A:

19 6 17
1] -1 1] -8 1| —37

@ _ L @ _ L @ _ 1
v 10| -1 " mwl 6| " T
1 _8 17

Una base de vectors propis d’A sera, doncs, la formada pels vectors:

1 19 3 17
1 —11 —4 —-37
1 ’ —11 ’ 3 ’ -1
1 -1 —4 17

Problema 2.13 Trobeu tots els valors propis de la matriu

— = =
— = N
— W =
N

emprant els métodes de la poténcia i de la poténcia inversa.

SoLucio:

Construlm primerament la successio de vectors definits per
@D =@1111)", 2 = 4% (& >0),

i la de vectors de quocients ¢*) de components
¢V = i=15n) (k1)

Els resultats s’exposen en la taula segiient:



CAPITOL 2. SISTEMES LINEALS 114

k|1 2 3 4 5 6 7 8 9
4| 22| 126 728 4218 | 24464 | 141946 | 823740 | 4780650

5| 27| 153 881 5099 | 29563 | 171509 | 995249 | 5775899

™ 1 6] 34| 194 | 1116 6450 | 37364 | 216674 | 1257088 | 7294826
7| 43| 255 | 1493 8697 | 50555 | 293611 | 1704573 | 9894369
4|55 |5.73|5.778 | 5.7999 | 5.8022 | 5.80319 | 5.80359 | 5.80376
5154|567 5758 | 5.7978 | 5.8014 | 5.80289 | 5.80347 | 5.80371

¢® | 6| 5.7 570 | 5.753 | 5.7929 | 5.7999 | 5.80175 | 5.80296 | 5.80348
716.2| 593 5.855 | 5.8129 | 5.8077 | 5.80555 | 5.80460 | 5.80420

Observem la convergéncia lineal de les components dels vectors de quocients al valor
propi de modul maxim A; ~ 5.804.
L™ s de quocients de Rayleigh porta a una successié més rapidament convergent
L (EHDT (k)
2T (k)
5.5, 5.77, 5.7999, 5.80319, 5.80376, 5.803863, 5.8038820,
5.80388554, 5.803886331, ... (k>0)

Ok

al valor propi A\ ~ 5.8038863, que podem donar amb 7 xifres decimals correctes.
La matriu inversa d’A és

17 -6 -3 —2
1l =6 6 0 0

-1 _ .

4 6| -3 0 3 0 ’
-2 0 0 2

repetint el procés per a B = 6471, per tal de portar a terme les iteracions amb enters, i
partint ara de (%) = (1 00 0)T, obtenim

k 1 2 3 4 5 6 7
17 338 6830 | 138332 2802884 56796776 | 1150932152

—6 | —138 | —2856 | —58116 | —1178688 | —23889432 | —484117248

) 3| —60| —1194 | —24072 | —487212 | —9870288 | —200001192
2| =38 | =752 | —15164 | —306992 | —6219752 | —126033056

19. | 20.21 | 20.254 20.262 20.26404 20.264114

23.| 20.70 | 20.349 20.282 20.26491 20.264298

q® 19. | 20.21 | 20.254 20.262 20.26404 20.263879
19. | 20.21 | 20.254 20.262 20.26404 20.263972

La convergéncia al valor propi dominant py de B és més rapida, si usem els quocients

de Rayleigh; notem que

o5 = 20.26413315 |

0’6:20

.26413316 .

El valor propi més petit en modul d’A sera, llavors,

A4

6
M1

6 5 9296000 .
o6
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Els altres valors propis Ay i A3 es calculen ara facilment, usant que tr A i det A sén
respectivament la suma i el producte dels valors propis:
MFX+A3+=trA = 10,
A3y =det A = 6.

O sigui,
A2+ A3 = 10— A — Ay =3.990024 ,
6
A2\ = 3.491473 ;
2A3 Y

d’on, els dos valors propis restants d’A sén

Ao = 2507752, A3 =1.392272 .

Problema 2.14 Apliqueu el métode de Jacobi per tal de trobar els valors i vectors propis
de la matriu simétrica

4
A= 2
1

W ot N

1

3|

6

fins que els elements no diagonals siguin tots menors que 1076,

SoLuclIo:

Emprarem el métode classic de Jacobi. L’element maximal no diagonal de B = A4; = A
és baz = 3; cal aplicar primer una rotacié Ri, en el pla coordenat 2-3, que anul-li 'element
bog de B = RlTBRl. El cosinus ¢; i el sinus s; de ’angle de la rotaci6 es troben fent:

dy = \/(bz2 — b33)2 + 4b3, = V37 ,

1 1
c1 =4/=(1+ —)=0.7630199825 ,
2 dy

1 1
s1=—y/=(1— =) = —0.6463748961 ;
2V 4

i els elements de B es transformen segons

bis = biscr + bizs; = 0.8796650689

—byast 4 biger = 2.055769775

bog booct 4 2bassicy + bazs? = bag + bogty = 2.458618735
b3z = booss — 2byzsicy + byzct = —bosty + byz = 8.541381266

613
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on s’ha emprat t; = i—i Recordem que b11 = by1 1 que bog = 0, per construcci6.
Tenim aixi,

4 0.879665069 2.055769775
Ay = B = | 0879665069 2.458618735 0
2.055769775 0 8.541381266

Ara, I’element no diagonal maximal de B = Ag és bi3; la rotacié s’ha de fer, doncs, en
el pla 1-3. Els sinus i cosinus es troben de forma analoga, essent

c2 = 0.9330913253 , s = —0.3596395121 ;

la matriu resultant és

3.207648792 0.820807845 0
Az = Rj AyRo = | 0.820807845 2.458618735 0.316362316
0 0.316362316 9.333732474

Repetint el procés, s’obtenen els sinus i cosinus dels angles de les rotacions i matrius
transformades:

c3 = 0.8411621222 , s3 = 0.540783029 ;

3.735346059 0 0.171083372
Ay = R;—AgRg = 0 1.930921469 0.266111997
0.171083372 0.266111997 9.333732474

ca = 0.999356178 , s4 = 0.035877979 ;

3.735346059 —0.00613812 0.170973224
As = R} ARy = | —0.00613813 1.921367757 0
0.170973224 0 9.343286185

cs = 0.999536434 , s5 = —0.0304452993 ;

3.730138314 —0.00613528 0
Ag = R5TA5R5 = | —0.00613528 1.921367757 —0.000186877
0 —0.00018688  9.343286185

ce = 0.999994248 , sg = —0.003391903 ;

3.730159124 0 0.000000634
A7 = R AgRg = 0 1.921346947 —0.000186877
0.000000634 —0.00018688  9.348493935

c7 = 0.999999997 , s7 = 0.0000251595 ;
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3.730159124 0.000000000 0.000000634
Ag = R7TA7R7 = | 0.000000000 1.921346942 0
0.000000634 0 9.348493935

Observem que les 9 primeres xifres significatives dels elements de la diagonal no han
variat en I'iltima iteracié del métode; donem aix{ les aproximacions segiients dels valors

propis:
A1 >~ 3.73015912 , Ag ~ 192134694 , A3 ~ 9.34849394 .

Una aproximacié dels vectors propis ortonormals associats a Ay, Ao i A3 és donada per
les columnes de la matriu ortogonal Og que és producte de totes les rotacions fetes

Os =RiRy--- Ry,

atés que
Od AOg = Ag ~ diag(A1, A2, A3) .

Per tal de calcular O3 a partir de Q = O2 = Ry, s’ha de fer el producte de matrius
Q) =03 = Ry05 = RxQ)
en qué només es modifiquen les fileres 1 i 3 de la matriu ) segons
W1j = Wijca +w3jse , W3j = —wijsy +wsjer (§=1,2,3) .
Resulta aixf,

0.933091325 0 0.359639512
O3 = | —0.232461952 0.763019983 0.603126808
—0.274412134 0.646374896 0.711967327

Repetint el procés, es troba finalment la matriu formada pels vectors propis d’A

0.774686009  —0.488736998 0.401245229
Os = 0.196800996  0.789366503  0.581523767
—0.600600794 —0.517791163 0.713020526

Problema 2.15 Redulu la matriu

—_ = =

A=

—_ = =

11
2 1
1 3
11

o

a forma tridiagonal simétrica pel métode de Householder i trobeu després els seus valors i
vectors propis.

SoLuclo:
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Comencem amb el procés de reducci6 a forma tridiagonal simétrica. Aixo s’aconseguira
a través de dues transformacions de semblancga per matrius de Householder sobre la matriu

A.

Per aixo, partim d’As = A i triem una matriu de Householder de la forma

amb Py = P(i®) = I3 — apt®a® T, on I3 indica la matriu identitat de dimensio 3 i el
vector @2, que té dimensi6 3, és tal que la matriu P, transforma el vector a2 = 1110’
en un vector amb la segona i tercera components nul-les,

PQZL(Q) = Sgé(l) = 0 y
0
on s3 = [la3.
Els calculs de so, o i @2 es fan a continuacio:
o= [a®lh=-v3,
14++/3
a? = 1 ,
1

1 3—+3

(6% = = )

V3(V3+1) 6

La matriu transformada Az = Py A9 Py és llavors de la forma

-v3 0 0

Aa = [
’ P,Ay Py

\
OO%H
w

Per al calcul de ]32212]52, es fan els calculs previs segiients:

) 1++3

) _ o) )
w ool 5173 ! ,

) . 4+2v3
PP = apdy® = 5+V3 |,

VT 21 + 83
B, = p®Tp® = Z2FoVS

(3+3)2
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1 1 9-9v3
=5(2) ]5<2)_§52@<2):E 6+v3 | |
12—-+3
i ) -18  9+4+7V3 94113
Ny = a@)qs(?”:ﬁ 9-9v3 6+v3 12—v3 |,
9-9v3 6++v3 12—+/3
3 3 3 3
. -3 5 34
N2+N2 = g—ﬁ 1—1—? %f
3 3 3 3
2t 2 27%

La matriu Py Ay P és llavors igual a Ay — (No + N, ) i la matriu transformada és

1 —V3 0 0
—v/3 5 L1, v3 _1_ V3
As = V3 L 2+\/§5 2 . 6 :
1 3 1 3
0 —53-%  —2 2+°%
que notem en la forma
0 0
T3
d(3)T
0
a® A
0

Triem ara, d’'una manera analoga, una matriu de Householder de la forma

I 0

P3: )

0 P

amb Py = I, — aza®g®T on I indica la matriu identitat de dimensi6 2 i el vector a3,

que té dimensi6 2, és tal que P3 transforma el vector
1 V3
a® — ( —3 TG )
_1_ V3
6

en un vector amb la segona component nul-la,

]53&(3) = 835(2) = < 803 ) s
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2 _ 12(3)]2
on 3 = [|a®|3.
Els calculs de s3, asg i @) es fan a continuacio:

83 = HCL(S)HQ = ? s
14 v3 _ V6
a® = ( 2_+l§£3 >,
2 6
6
Qas

446 -2

La matriu transformada Ay = P3A3P3 és llavors de la forma

1 —=v3l0 o0
A | =B 5 % o
4 0 @
P3A3P3
0 0

El calcul de nglg]-:’g, es fa d’'una manera similar i es troba finalment la matriu tridia-
gonal simetrica

1 =3 0 0

B V3 5 ¥ 9
3 3

0 0 ¥ 2

El polinomi caracteristic p4() es calcula per recurréncia dels determinants p;(A) (j =
1 +4) de les matrius principals de \I — T"

po(A) = 1,

pl()\) = /\—17

p2(A) = (A=5)p1(A) —3po(A) ,
i) = =m0 - m(N),
P = (- 2ps(3) — 5mO)

Aquests polinomis formen la successié de Sturm

{p4(A), p3(A), p2<)‘)7 pl()‘)a pO()‘)}

a la qual aplicarem el teorema de Sturm per tal de trobar els zeros de ps(A). Aquests son
els valors propis de T' i també els d’A.

Aquests zeros son tots reals, en ser la matriu simétrica, i pel teorema de Gerschgorin
aplicat a la matriu original A, sabem que son a 'interval [—2,7].

Emprarem a continuacié el teorema d’Sturm per tal de separar els valors propis. Caldra
calcular, per a diversos valors de A € [—2,7], el nombre de variacions de signe de la successio
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V(A); recordem que V() indica, llavors, el nombre de valors propis de la matriu més grans
que A.

En la taula segiient es representen els signes dels valors dels polinomis p;(A) (j = 0+4)
i el nombre corresponent de variacions de signe de la successié, per a diversos valors de A,

A | —-2]-1]0|1]|2]3][4]5]|6
poN) | + | + | F |+ [+ |||+
prN) || = | = | =0+ +|+]|+ |+
pN) || + |+ [+ || |||+
psM | = | ==+ |||~ |t
paN) |+ [+ ||+ |+
VA || 4] 4 |4 3[2]1]1]0

Aix{ tenim una arrel en (0,1), una en (1,2), una en (2, 3) i finalment una altra en (5, 6).
Fent ara unes iteracions dels métodes de biseccié i de la secant, descrits en el capitol
V, es troben els valors propis segiients:

A1 = 5.803886339... , Mg = 2.507748705... ,

A3 = 1.392275291... , Mg = 0.296089645...

A fi de trobar els vectors propis v”@) (j =1+ 4) de

al bg
. b2 a9 b3
T= b3 as b4 ’
by a4

es resolen els sistemes tridiagonals simétrics (A — T')v” = 0:

(A —ay)vf +bovl) =0
bov]{  +(A\ — az)vy +bsvy =
bsvd  +(\ —az)vy +byvy = ’

+byvff +(N—aq)v] =0

pera =\ iv" =0"0) (j=1+4).
Prenent v} = 1, resulta

pi(A)
bo

pQ()\) V! = p3(/\)
bobs % bobsby

1 "
’[)2 = s ’1}3 =

Aquestes formules donen els vectors propis de T' associats als valors propis trobats:

1.0000000000 1.0000000000
i) _ | —2.7735250825 @ _ | —0.8704991207
~0.6093695727 | ~ | 47784074785 |

0.0924895353 —5.4334256556
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1.0000000000 1.0000000000
i@ _ | —0:2264802449 0 _ | 04064028329
3.1220328934 | —0.2200029869
2.9659918380 —0.0745454645

Per trobar els vectors propis v = v\ (j = 1 +4) d’A, cal aplicar les transformacions
de semblanca trobades a aquests vectors propis:

V0 = Py | ) = pyf0) (j =1 4)

Notem que la transformacié amb Pj afecta només les dues darreres components i la
transformacié amb P, les tres darreres. L’aplicacié de les matrius de Householder P, =
I —20;uDu®T (i =2,3) a un vector v” es troba simplement fent

v = ngll — " a3(u(3)’l'v//)u(3),
v= Py =v — ag(u@ T )u? .

Els vectors propis de T' = A4 s6n aixi transformats per P53 en els vectors propis d’Ag
segients:

1.0000000000 1.0000000000
S — —2.7735250825 S _ —0.8704991207
0.0683784201 ’ 4.0115433053 | ’
0.6125438612 —6.0218612318
1.0000000000 1.0000000000
J®) _ —0.2264802449 J@ _ 0.4064028329
—3.6729696891 ’ 0.1289463524
—2.2479970270 0.1932127810
Finalment, aquests son transformats per P» en elsvectors propis d’As = A segiients:
1.0000000000 1.0000000000
o) 1.2081647906 o2 _ 1.6632404977
1.5257780636 ’ 4.9389563722 ’
2.0699435048 —5.0944481649
1.0000000000 1.0000000000
o3 3.5492301578 RO —0.4206354474
—2.2909637644 | ’ —0.1737706681
—0.8659911023 —0.1095042395

Problema 2.16 Escriviu una matriu tridiagonal simétrica (no diagonal) nxn que tingui
per valors propis els zeros del polinomi de Txebixev T,, a [—1,1].

SoLuclo:
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El polinomi caracteristic d’'una matriu tridiagonal

aq b2
bg a9 b3
b3 as b4

bp—1 apn—1 by
by, an,

es pot calcular recurrentment. Prenent p;j(x) = det(xzf — A;), on A; és la matriu formada
per les j primeres fileres de les j primeres columnes d’A, es té la recurréncia

po(z) =1, pi(z) =z —ar;

pi(x) = (z — aj)pj—1(z) = bjpja(z) (G=1).

El polinomi caracteristic d’A s’escriu llavors com
pa(N) =det(A —AI) = (=1)"det( N — A) = (—=1)"pp(N) .

No farem cap distinci6 entre els polinomis p4(A) i pn(A) a ’hora de cercar valors propis,
i entendrem que p,(\) és el polinomi caracteristic d’A.

Fixem-nos primer que els polinomis obtinguts per la recurréncia anterior sén monics,
ja que ho sén pg i p1. Si volem que p, tingui els mateixos zeros que T, p, ha de ser un
miultiple de T),; en realitat, ha de ser el polinomi monic de Txebixev (vegeu el capitol IIT).

Els polinomis de Txebixev compleixen la recurréncia

To(@) =1, Tiw)=x; Tj(2) = 2Tj-1(x) — Tja(e) (j=2).

Com que el coeficient principal del polinomi de grau j és 2771, per a j > 1, els polinomis
monics de Txebixev seran

To(w) = To(a) , Ty(a) = 22

(Gj=1);

alllant-ne T} i substituint-lo en la relacié de recurréncia anterior, obtenim la relaci6 de
recurréncia segiient d’aquests polinomis monics:

To@) =1, Ti(x) =z, Do(z)=ali(z)— %To(x) :
Ty(a) = 2Ty () — 1 T5a(e) (22).

Tmposant la igualtat entre els p; (j = 0+n) iels T (j = 0+n), sobre les seves relacions
de recurréncia, tenim que els coeficients de la matriu tridiagonal han de complir

1
aj=0 (j=1=n); BB==, b3=—.
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Triant, per exemple, els coeficients positius, trobem la matriu cercada

S o
N[ — O&‘»—A

S NI
N[

N =
ST
S ol

Problema 2.17 a) Resoleu el problema de valors propis en equacions diferencials li-
nealssegiient: trobeu els valors de \ per als quals existeixen funcions y(x) no idénticament
nul-les tals que compleixen Pequacié diferencial

v’ (z)+ Ay(z) =0 Vae (0,1),

i les condicions de frontera y(0) = y(1) = 0.

Discretitzem el problema imposant la validesa de 'equacié només en els m+ 1 abscisses
equidistants x = kh (k =0+m), h = %, i aproximant després la derivada segona emprant
diferéncies centrades; en resulta un problema de valors propis en dimensié finita en les
aproximacions y de y en Ty:

1
Yo =0, ﬁ(yk+1—2yk+yk—1)+/\yk=0(k:=1+m—1), Ym =0 .

b) Resoleu exactament el problema de valors propis resultant.
¢) Compareu les solucions del problema discretitzat amb les solucions exactes.

SoLucio:

a) Les solucions analitiques (exactes) de l'equacio diferencial son de la forma
y(z) = Acos(VAz) + Bsin(VAz) .

Imposant la condici6 de frontera y(0) = 0, resulta A = 0, i imposant l'altra condicio
y(1) = 0, resulta B = 0 a menys que A = \; = j272 (j > 0).

Aquests valors de A son els valors propis del problema,; les funcions propies del problema
associades a un valor propi \; = 4272 sén multiples de la funcié sin jra.
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b) El problema discretitzat consisteix a trobar els valors i vectors propis de la matriu
tridiagonal simeétrica

Es comprova facilment que els valors propis de la matriu sén

~ 2

JT\ _
)\j:ﬁ(l—cosa) (j=1+m-—-1),

i que les components d’un dels vectors propis associats y(j ) s6m

y,(cj):sinu:sinjxk (k=1+m-—1);
m

els altres vectors propis associats a 5\]- s6n multiples d’aquest vector.

¢) Notem que els vectors propis del problema discretitzat son les taules de les funcions
propies del problema de partida en les abscisses en qué ’hem discretitzat.

En el problema discretitzat es tenen m—1 valors propis que tendeixen asimptoticament,
quan h tendeix a zero o m tendeix a infinit, als infinits valors propis del problema de partida:

- 9 j27T2h2 j47T4h4
—COS]T('h):ﬁ( Y
2,4

1
- Aj—%h2+~-- (h=——0)

< 2

(consulteu la taula 3.5 per al desenvolupament de Taylor de la funci6 cosz prop de zero).
Tenim, a més, la fita d’error
A=Al 7t g
’ /\j ‘ ~ 12 m?

que ens mostra la poca precisié dels valors aproximats S\j enfront dels exactes \;, per als
iltims valors de I'index j.
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PROBLEMES PROPOSATS

126

1. Considerem el sistema triangular superior Uy, (a)z = €™, on e(™ és el vector n-¢ de

la base canonica i

Un(a) = (uij) =

a) Determineu la solucio6 x.

=

= Q 2

Q@ 2

— Q

b) Fiteu les components z; de la solucié del sistema, suposant que |a|< 1.

2. Resoleu el sistema lineal segiient per eliminacié gaussiana sense pivotatge:

20%1
0.4$1
0.3:61
1.0131

3. Resoleu el sistema

pel métode de Gauss

a) sense pivotatge,

_l_
_|_

_|_

1.0z, —
0.51‘2
1.0:132
0.2:L‘2

+ o+ o+

(Afp) =

0.1xs
4.01‘3
1.0:L’3
2.53)3

SN =

b) amb pivotatge maximal per columnes, i

¢) amb pivotatge complet.

4. Resoleu el sistema

pel métode de Gauss

a) sense pivotatge,

(Alb) =

0.15 2.11
0.64 1.21
3.21 1.53

b) amb pivotatge maximal per columnes, i

c¢) amb pivotatge complet.

4+ 1.0xy = 2.7
— 8bxy = 219
+ 52xy = -39
— 1.0x4 = 9.9
1 04
0 2|4
3 3|4
30.75 | —26.38
2.05 1.01
1.04 5.23
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5. Resoleu els sistemes

1 2 3 411 1 2 3 411
1 4 9 161 1 4 9 160 |
1 8 27 64|1 |’ 1 8 27 64|10 |’
1 16 81 2161 1 16 81 216|1
usant
a) el metode LU,
b) el metode de Doolittle, i
c¢) el meétode de Crout.
6. Trobeu la factoritzacié LU de la matriu
11000
1 2100
01 310
0 01 41
00 01 5
7. Considereu les matrius Ai B
1 9 1 1 2 -5 6 4 -1
3 0 -2 -1 3
2 -3 -2 0
, 0 4 -5 0 1 ,
0 5 —3 2
_3 1 4 0 1 -1 1 -3
5 1 6 1 -1
1 els vectors
7 4
MW 7 @_| 6 (3) = 1) _ p@
b 17 , b 3 , b b b\ .
-5 9

Resoleu els sistemes

Az =D A2® = p@ 423 = pB) | B = p®)
8. a) Resoleu el sistema
10 7 8 7|4
75 6 5|3
(Afb) = 8 6 10 9|3 |’
75 9 10|1
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10.

11.

12.

trobant primerament la factoritzacio6 A = LDL" amb L triangular inferior amb uns
a la diagonal i D diagonal.

b) Trobeu la factoritzacié de Txoleski d’A.

. Resoleu el sistema segiient pel métode de Txoleski:

1.00z; + 0.42z2 + 0.54z3 + 0.66z4 = 0.3
0.42x17 + 1.00z2 + 0.32z3 + 0.44xy = 0.5
0.54x1 + 0.32z2 + 1.00z3 + 0.22z4 = 0.7
0.66z;y + 044z + 02223 + 1.00z4 = 9.9

a) Expliciteu el metode LU per resoldre sistemes tridiagonals, pentadiagonals i hep-
tadiagonals.

b) Compteu el nombre d’operacions requerides en cada cas.
¢) Repetiu els apartats anteriors, suposant que la matriu del sistema és simétrica.
1

a) Demostreu que el meétode LU conserva el caracter banda de les matrius; aixo és,
si A és una matriu banda (p, q), les matrius L i U corresponents sén banda (p,1) i
banda (1, q), respectivament.

b) Compteu el nombre d’operacions en resoldre un sistema banda (p, q).

c¢) Expliciteu la resolucié d’un sistema banda (4,3) de dimensié n > 4 pel meétode
LU.

a) Expliciteu un metode per resoldre directament el sistema amb matriu tridiagonal
per blocs

A Oy p(1)
By Ay Oy b(2)

Bs As Cj b(3)

anl Anfl Cnfl b(n_l)

B, Ay | W™
on els blocs A; (i =1+ mn) son tridiagonalsiels B; (1 =2+n)iC; (i=1+n—-1)
diagonals, tots nxn.

b) Aplicaci6: Resoleu els sistema anterior en el cas n = 4 per a

1 4 1 0 0
w_ |1 R R T B B .
b | A 0 1 -4 1| G=1FD,
1 0 0 1 —4
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BZ'+1ZC/L':I (121*3)

13. a) Doneu un métode directe de resolucié de sistemes de la forma segiient, dits sistemes
quasi-tridiagonals:

ay C1 & Z1
by a2 c2 29
b3 a3z c3 23

bp—1 an—1 Cp—1 | Zn—1
d by, an, Zn

b) Si la matriu fos a més simétrica, com s’hauria de variar el métode a fi de minimitzar
la memoria emprada i el nombre d’operacions?

¢) Aplicacio: Resoleu el sistema

4 -1 0 0 1
-1 4 -1 0 O
0 -1 4 -1 O
0o 0 -1 4 -1
1 0 0 -1 4

T W N =

o~ o

14. Sigui A una matriu regular donada. Per tal de resoldre el sistema lineal A%z
és millor calcular A? i resoldre el sistema, o bé, resoldre els dos sistemes Ay =
Az = y, sempre usant la factoritzacio LU?

15. Sigui A una matriu definida positiva. Fem una factoritzacié de la forma A = LDLT,
amb L triangular inferior amb uns a la diagonal i D diagonal amb elements diagonals
positius.

a) Quin és el nombre total d’operacions aritmeétiques (+, —, *, /) que cal fer?

Un ordinador vectorial és un ordinador que permet fer moltes operacions amb una
sola instruccié (anomenada instruccid vectorial); aixi, si x i y son dos vectors i #
és una operaci6é aritmeética qualsevol, z#y calcula el vector de components x;#y;.
Obviament, en el calcul de la factoritzacié esmentada hi ha moltes operacions que es
poden fer vectorialment.

b) Calculeu el nombre total d’operacions escalars i operacions vectorials que es re-
quereixen per portar a terme la dita factoritzacié en un ordinador vectorial.
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16.

17.

18.

Es vol factoritzar la matriu A com a producte d'una matriu ortogonal () i una matriu
triangular superior R usant

i) el meétode d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt,
ii) el metode d’ortogonalitzacio de Householder.

a) Realitzeu les factoritzacions QR de la matriu

1 2 3 4

1 4 9 16
A= 1 8 27 64 ’

1 16 81 216

pels métodes esmentats.
b) Resoleu el sistema Az =bamb b’ = (111 1).

Trobeu la inversa de la matriu

1 2 3 4

1 4 9 16
A= 1 8 27 64 ’

1 16 81 216

a) fent la factoritzacio LU, invertint L i U, i després fent el producte U~ 1L~1;
b) fent una factoritzacié QR, invertint la matriu R i després fent el producte R~1Q;

¢) compareu els métodes a) i b) quant al nombre d’operacions.

El métode de Gauss-Jordan d’inversié de matrius parteix dels sistemes d’equacions
Az() = eU) (j =1+ n) escrits en forma matricial

ail - Qin 1 0 0
(AlI)=1] Clo o0 |
an1 -+ app |0 0 1

i va modificant les fileres de (A|I), usant els elements de la diagonal com a pivots
(com en el métode de Gauss), aconseguint que s’anul-lin els elements no diagonals
d’A (tambeé els de sobre la diagonal!), columna a columna. S’obté finalment (D|B)
amb D diagonal; llavors, tenim A~! = D™ B.

Sigui A una matriu regular nxn.
a) Expliciteu el metode de Gauss-Jordan per al calcul de la seva inversa.
b) Compteu el nombre d’operacions a realitzar, en general.

¢) Aplicaci6: Invertiu la matriu

1 2 3 4
1 4 9 16
A= 1 8 27 64
1 16 81 216
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pel métode esmentat.

19. Sigui A una matriu regular nxn que considerem partida en quatre blocs

_(P @
(2 3):

amb P i S matrius pxp i sxs, respectivament (p 4+ s = n).

Suposant que P i S — RP~!(Q tenen inversa:

a) Doneu un meétode per trobar la inversa d’A.

b) En general, quantes operacions calen per trobar A~! usant aquest meétode?
¢) Quan sera util el métode esmentat?

d) Expliciteu un procediment per invertir una matriu A, emprant n — 1 vegades el
procediment anterior.

e) Sota quines condicions funcionara el procediment de l'apartat d)?
f) Demostreu que és segur que funciona si A és definida positiva.
g) Aplicacio: Trobeu

-1

, usant l'apartat a),

-1

, usant l'apartat d) .

-~
S =N
— N
N = O

20. Calculeu el determinant i la inversa de les matrius segiients:

9 1 9 4 2 11

1 92 3 1 -3 -2 0

41 9 ’ 7T 10 1 3 ’
2 4 01

1 3 6 9 )
-2 -7 =5 17 -12
-1 -4 =5 1 -4

11 2 32 23
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21. Volem calcular la inversa d’una matriu bidiagonal (inferior)

ai
by as
bs a3

bp—1 an-1
bn Qan
a) Doneu un meétode per al calcul de cadascuna de les seves columnes.

b) Calculeu el nombre d’operacions necessaries per tal d’invertir-la, en el cas més
general.

¢) Trobeu la inversa quan a; =a (i =1-+n), b; =0 (1 =2+ n).

d) Si les multiplicacions i les divisions es fan en precisié doble, fiteu l'error relatiu en
lelement (A71),1, degut només a les dites operacions.

22. a) Calculeu el determinant

10 7 8 7
75 6 5
3 6 10 9|’
75 9 10

i) usant el metode de Gauss,
ii) usant el metode d’ortogonalitzacié de Householder.

b) Compareu ambdés métodes quant al nombre d’operacions, en el cas general.

23. a) Trobeu una recurréncia per al calcul de determinants de matrius tridiagonals.
b) Aplicaci6: Trobeu la dimensi6 maxima de les matrius
2 1.02

099 2 1.02
099 2 1.02

099 2 1.02
0.99 2
per tal que siguin definides positives.

¢) Trobeu també una recurréncia per al calcul de determinants de matrius pentadia-
gonals.
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24.

25.

Siguin e (i = 1 + n) els vectors (columna) de la base canonica de IR"; donats els
nombres reals a; (i = 1 + n), considerem la matriu

n—1
S = Z ai1efTD (T
i=1
a) Calculeu S* per a tot k enter positiu.
(Indicaci6: Trobeu S? i generalitzeu-ho, no fa falta usar induccio).
b) Trobeu (I — S)~ L.
¢) Trobeu (I — S)(I —S)T.

d) Aplicacié: Quina és la factoritzacié de Txoleski de la matriu B que té com a tunics
elements no nuls els segiients:

bit=1, bii:i2+1(i:2+n),

biyi_lzi(i:2+n), biﬂ‘_:,_l:i(i:l%n—l) .

a) Donada una matriu nxn regular A i 2 vectors u i v de dimensié n, demostreu que
A —uv' és regular si i nomeés si

a=1/1—-v"A ) # -1,
i llavors
(A-uww" ) 1=A"1+ad luw" A1
(formula de Sherman-Morrison).

b) Sigui B una matriu que difereix d’A només en una filera i en una columna; suposant
coneguda A~!, doneu un procediment de calcul de B~! basat en I'apartat a).

c¢) Aplicaci6: Tenim que

-1

2 1 0 3 -2 1
12 1 == -2 4 -2 |;
01 2 1 -2 3

calculeu, emprant 'apartat b),

-1

O =N
—_ N
N Sy—

d) Generalitzeu la formula de Sherman-Morrison a una altra que permeti fer el calcul
de (A—UVT)™! a partir A, essent ara U i V matrius nxr.
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26.

27.

Considerem els vectors u i v de n components reals i generem la matriu A = I +uv!.

a) Proveu que existeix un polinomi de segon grau P(x) = 22 + az + b amb a, b reals
tal que P(A) = A% 4+ aA + bl = 0.

b) Demostreu que A és invertible si i només si v u # —1 1 trobeu, en aquest cas, la
inversa d’A. Estudieu el cas particular en qué u i v s6n ortogonals.

Considerem el sistema lineal Cx = ¢, essent C' = (¢;;) la matriu de terme general

O (sii=j)
T8 (sii#tg)
on « i 8 86n no nuls i diferents.

c¢) Demostreu que el sistema anterior és compatible i determinat si i només si a +
(n—1)8 #0.
(Indicaci6: Trobeu A per tal que C' — AI tingui rang 1).

e) Expliqueu com es poden aplicar els resultats anteriors a la resolucié de 1’esmentat
sistema.

a) Demostreu que la norma de matrius (no multiplicativa)
2\ 1
IAlle = (3 lai; *)?
i3
no estd subordinada a cap norma vectorial.

(Indicaci6: Comnsidereu la norma de la matriu identitat).

b) Demostreu que la norma subordinada a la norma euclidiana
1
lzllz = Q_ l2il?)2
i

és )
(p(A%A4))2 .
(Indicacio: Useu el fet que, si N és hermitiana, existeix una matriu U unitaria tal
que U*NU és diagonal).
c¢) Demostreu les relacions segiients:
i) [[A*Ally = [IA]Z = 1 4*]3;
i) [U*AU||2 = ||AU||2 = |[UA||2, si U és unitaria;
iii) [All2 < |Alle < VallAllz 1 =lAlle < [[Allz < [ Allgs
iv)

*Ax
1A]|> = max 1242l
zy#0 [|z]|2]|yl2
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28.

29.

30.

31.

a) Considereu una matriu tal que max; ; |a;; |< a, fiteu en funcié d’a: |4, |41,
[All2 1 [[All -

b) Comproveu el resultat obtingut a l’apartat a) amb la matriu

3 1 1
A=1]11 2 2
0 11
Considerem una norma matricial || || subordinada a una norma vectorial qualsevol.

a) Demostreu que, si [|R|| < 1, I + R és regular, i llavors

< |(I+R)

S
I+ 7] |7l

b) Proveu que, si A1 A+ E son regulars, llavors

a
1—a’

I(A+E)™ = A7Y| < 471

amb a = ||[A71E|.

Sigui || ||2 la norma matricial subordinada a la norma vectorial euclidiana.

a) Demostreu que, per a qualsevol matriu A = (a;;), es verifica
|All2 >|ai]| (i=1+n).

b) Demostreu que, si A és triangular amb elements diagonals diferents de zero, llavors

1

|aii |

|A7Y| > (i=1+n).

Trobeu, en aquest cas, una fita inferior per al nombre de condicié d’A en aquesta
norma.

a) Demostreu que les séries geomeétriques matricials
A+AB+---+AB'+..., A+BA+---+BiA+...

convergeixen si |B|| < 1 per a alguna norma matricial subordinada a una norma
vectorial qualsevol i, en tal cas,

> ABP=A(I-B)"', Y BIA=(I-B)'A.
j=0 j=0

b) Fiteu la norma del residu n-¢ en funci6 de || B|| i ||4].
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¢) Aplicacié: Calculeu

136

-1
0.99 1.01
0.98 1.02
amb un error menor que 107% en la norma || |-
32. Per a una matriu nxn A, definim
A
e Z 7 s
7=0
o A2T+1
in A 1)
o 2 VG5
r=0
0 A2r
s A —-1)" :
Cos z_:( ) )1
r=0

a) Trobeu expressions per a les fites de les restes d’aquestes séries matricials en una
norma donada.

b) Aplicaci6: Donada
0.1 0.01
A= ( 0.01 0.1 ) ’

4 sin A i cos A amb un error menor que 107% en la norma || ||so.

calculeu e

33. Sigui R una matriu regular. Donada una norma vectorial qualsevol || || definim
[zl 7 = || Rz|.
a) Demostreu que || ||r és una norma vectorial i que
o < llella < 11
on la norma matricial || || indica la norma subordinada a la norma vectorial donada.
b) Expresseu la norma matricial || ||z subordinada a la norma vectorial definida (i

denotada de la mateixa manera) en termes de la norma matricial subordinada a || ||.

¢) Vegeu que els nombres de condicié

nr(A) = |A|rI|A™ R

poden ser arbitrariament grans per a una matriu A fixada, triant R adequadament.

34. Considerem el sistema

10 7 8 732
75 6 5|23
(Afb) = 8 6 10 9133
75 9 10|31
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35.

36.

37.

a) Resoleu-lo exactament.

b) Comproveu que els vectors

6 1.50
_ ) —7.2 . G 0.18
e 29 |1 T 1.19
—-0.1 0.89
tenen residus vectorials r, = b — Az molt petits en || ||oo-

c) Trobeu els nombres de condicié fioo(A) 1 p1(A).

d) Expliqueu el fenomen descobert als apartats a) i b).

a) Demostreu que la ra6

g
max;;k | 4’|
n =

maxivj |aij | ’

que apareix en 'estudi dels errors en els calculs en resoldre sistemes lineals pel métode
de Gauss amb pivotatge maximal per columnes, és menor que 2" L.

b) Proveu que g, assoleix aquest valor maxim 2"~! per a les matrius

1 o o . " 0 1
-1 1 o . . 0 1
-1 -1 1 0 1
A, =
-1 -1 -1 0 1
-1 -1 -1 . " 11
-1 -1 -1 . . =11

c) Fiteu lerror en fer la factoritzacié LU d’aquestes matrius (en funcié de n), a causa
dels errors en els calculs, si emprem un ordinador treballant amb doble precisié.

Fiteu el valor de g,, quan usem pivotatge maximal per columnes per resoldre el
sistema Ax = b, en els casos particulars segiients:

i) A és una matriu Hessenberg superior;

ii) A és una matriu tridiagonal.

Hem de resoldre el sistema Cz = b, on C = A™, A és una matriu nxn i ||A|lec = a;
sabem també que ||[A7Y|s = ||Alloo- Disposem de la formula segiient per a l’error
relatiu en x, usant eliminaci6 gaussiana amb pivotatge complet

16200

< en® OB o[ O
]




CAPITOL 2. SISTEMES LINEALS 138

on € és una fita de 'error relatiu d’arrodoniment en les operacions elementals.
a) Trobeu una fita d’aquest error relatiu en funci6 de €, n, a i m.

Un sistema, equivalent en cert sentit, a I’anterior és
Ay =p ., AyUth =40 (j=1+m-—1),

amb yU) € R™ (j=1-=m).

m)

b) Comproveu que x = y( i escriviu el dit sistema en forma matricial

By=d, y,deR"™. (%)

c¢) Calculeu la inversa de B.

d) Emprant la fita donada, trobeu una fita de I’error relatiu per al problema escrit
en la forma (x) en funci6 de €, n, a i m.

e) Aplicacié: Calculeu les fites trobades quan € = 10713, n = 4, a = 2000 i m = 5.
Es permissible la fita trobada en el primer cas? I la trobada en el segon?

38. Donats els sistemes

2 0 3|1 1 2 2|1
04 22|, 11 1|1 ],
01 6|3 2 2 1|1

2 -1 1]1

2 2 2|1

-1 -1 2|1

a) Discutiu la convergéncia dels meétodes iteratius de Jacobi i de Gauss-Seidel.

b) Calculeu les solucions aproximades al cap de 10 iteracions, partint del vector zero.

39. Sigui la matriu nxn

1 2 3 n—1 n
n 1 n—2 n-—1
n—1 n 1 -+ n—3 n—2
A= . ;
3 4 5 1
2 3 4 n 1

aixo és,
S n+j—i+1 (j<i)
N 1+j—i (j=1)
a) Demostreu que els vectors v de components

X i27(j—1)
Qn:%@mb%ze—%* (k,j=1+n),
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son vectors propis d’A de valors propis respectius
n
k-1 ¢, .
)\j:quj ! (j=1+n).
k=1

Volem resoldre un sistema (A 4+ al)x = b pel métode iteratiu de Jacobi.
b) Discutiu la convergencia del metode esmentat en funcié d’a.

¢)Peran=4,a=19,b=(1 0 0 0)', trobeu z*) tal que

b — (A + al)z®||o < 0.03 .

¢) Comproveu la divergéncia del meétode quan a = 0.

d) Per a quin valor d’a és més rapida la convergeéncia?

40. Considerem la matriu per blocs

I s
(e 0)

on S és una matriu complexa nxn.

a) Si volem resoldre un sistema Az = b, doneu una condici6 necessaria i suficient de
convergéncia del métode iteratiu de Jacobi.

b) Feu el mateix per al métode iteratiu de Gauss-Seidel.

41. Discutiu, en funcié d’a, la convergéncia dels métodes iteratius de Jacobi i de Gauss-
Seidel en sistemes lineals amb la matriu

42. Volem resoldre el sistema lineal

1 —a
(—a l)x—b,

pel meétode iteratiu de sobrerelaxacié amb un parametre w.

a) Escriviu les iteracions corresponents.
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b) Demostreu que el meétode convergeix si i només si les dues arrels de
M 2(1 —w) + (wa)) A+ (1 -w)?=0

sén menors que 1, en modul.
c¢) Dedulu de I’apartat b) que el métode convergeix si i només si w € (0,2).
d) Demostreu que el valor optim de w és

2

w'=—5(1-V1-a?).

a
e) Aplicaci6: Si a = % i usem el factor optim de w, quantes iteracions calen per
tal d’assegurar que lerror inicial es redueix almenys en un factor 1075 en la norma
euclidiana?

43. Sigui B la matriu nxn d’elements

, 1 si—i=10j-i=1)
Y1 0 (altrament)

a) Demostreu que té els valors propis

Vs
+1

Ai=2 =1
j=2c0s T (j=1+n)

amb vectors propis associats v de components

vgj):sin% (i,j=1+mn).

Considerem els sistemes segiients d’equacions lineals:
ro=p, vi=a(ri1—2x;+xi41) (i=1+n), Tpr1=q,

per als valors positius d’a.

b) Estudieu la convergéncia dels métodes iteratius corresponents, en funcio d’a:

(k+1)
) = P,
x@(kﬂ) = a(xgﬁ)l — 233516) + a:l(-i)l) (i=1=+n),
2D =g

c¢) Demostreu que el metode iteratiu de Jacobi aplicat a aquells sistemes convergeix
per a tot valor positiu d’a.
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44. Considerem el problema de valors a la frontera segiient en una equaci6 diferencial de
segon ordre: determineu la funcié u(z) en linterval [0, 1] que compleix

d?u

w(m) —cu(z)=0(c>0) Yr e (0,1); u(0)=a, u(l)=0.

a) Trobeu la solucié analitica del problema.
Una aproximacié de la solucié es pot trobar avaluant 1’equacié en els punts z; = %
(i = 0+ n), discretitzant la derivada segona en la forma usual
d*u
dz?

i resolent finalment el sistema lineal resultant (discretitzat).

() =~ n?[u(z;_1) — 2u(z;) + u(zigr)]

b) Escriviu aquest problema discretitzat en les aproximacions u; de u(x;).

c¢) Estudieu la convergéncia dels métodes iteratius de Jacobi i de Gauss-Seidel cap a
la solucié del problema discretitzat.

45. Sigui A una matriu regular nxn i Xy una matriu arbitraria nxn. Definim una suc-
cessié de matrius, mitjancant la recurréncia

X1 = X +Xk(I - AXk) (k > 0) .

a) Demostreu que la successi6 esmentada convergeix a A~! si i només si p(I—AXj) <

1.
11 1.9 —0.9
A‘<1 2) ’ X°_<—0.9 0.9)’

b) Donats
trobeu una aproximacié de la inversa d’A fent servir el métode iteratiu anterior fins
que p(I — AXy) < 1076,

46. Localitzeu una zona del pla complex on es troben els valors propis de la matriu

—-0.5 0.01 0 —0.01

0.02 0 0.25 0.25

—-0.01 0.3 0 0.3
0 —001 0.01 0.5

A=

47. a) Trobeu els valors propis de modul maxim i minim de la matriu

9 10 8
A= 10 5 -1
8§ -1 3

b) Trobeu ara Daltre valor propi.
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48.

49.

50.

ol.

La matriu segiient

14 7 6 9
79 4 6
A= 6 4 9 7
9 6 7 15

té un valor propi prop de 4. Trobeu-lo amb 6 xifres decimals correctes.

Suposem que I’edat més gran a qué poden arribar les femelles d'una certa poblacid
animal sigui de 15 anys. Dividim la poblacié total de femelles en 3 classes de 5 anys
de durada cadascuna i denotem per x; el nombre de femelles en la classe i-ena. Siguin
a; > 0 les mitjanes dels nombres de filles que tenen les femelles que sén a la classe
i-ena (i = 1,2,3),1 b; (0 < b; < 1) la fraccié de femelles que pertanyen a la classe
i-ena que s’espera que sobrevisquin i passin a la classe segiient d’edat (i = 1,2).

Podem escriure, per tant, la relacié entre una distribucié de femelles z(*) i la seva

distribuci6 al cap de 5 anys z(++1:
a]p as ag
e® ) = z® amb L= b 0 0 | ;
0 b 0

la matriu L s’anomena matriu de Leslie.

Suposem que inicialment hi ha només 1000 femelles en la primera de les 3 classes i
que a1 =0, ag = 1.68, a3 = 1.28, by = 0.5 1 by = 0.25.

a) Trobeu la distribucio al cap de 5k anys.

b) Determineu la distribuci6 relativa en el limit (quan k tendeix a infinit); aixo és,
els limits de les raons entre els nombres de les femelles de cada classe i el nombre
total de femelles.

¢) Relacioneu el comportament en el limit amb els valors i vectors propis d’A.

Modifiqueu el métode de la poténcia a fi que pugui ser emprat en els casos segiients:
i) el valor propi de modul maxim és de multiplicitat m > 1;

ii) els valors propis de modul maxim so6n A\; i Adg = —A;.

Suposem que A és una matriu 3x3 amb valors propis Aj i Ag, tals que | A; [>| 2] 1 A;
és de multiplicitat 2. Suposem que A té només dos vectors propis normalitzats lineal-
ment independents v(Y) 1 v(2) associats a A1 1 Ao, respectivament. Es pot demostrar
que existeix un vector no nul v tal que (A — A I)v = v} (aquest v s’anomena vector
propi generalitzat).

a) Demostreu que v, v 1 02 s6n linealment independents.

b) Expresseu A*v com a combinacié lineal dels vectors linealment independents d’a)
(k>0).
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52.

93.

54.

¢) Sigui w un vector qualsevol tal que w'v # 01 w'v™) # 0. Trobeu
) wa(kJrl)
klggo wl k)

on (x(k))kzo és la successi6 obtinguda en aplicar el métode de la potencia a la matriu
A, partint d’un vector inicial

20 = av + a0V + age? ,

amb a # 0.

d) Sigui ey l'error comeés en aproximar el limit anterior pel terme k-¢ de la successio
w'z®) (k> 0). Trobeu

. €k+1
lim .
k—oo ef

a) Redulu les matrius segiients a forma tridiagonal simétrica mitjancant matrius de
Householder:

6 -1 1 1 1 0 0 2
-1 5 -1 1 01 20
A= 1 -1 4 -1 , B= 0 21 2
1 1 -1 3 2 0 21

b) Expliciteu les equacions dels hiperplans respecte als quals s’han fet les reflexions.

Sigui A una matriu tridiagonal i B la matriu tridiagonal que s’obté a partir d’A,
canviant tan sols el signe dels elements de la diagonal. Demostreu que A és un valor
propi de B siinomés si —A és un valor propi d’A.

Sigui una matriu tridiagonal nxn A = (a;j) amb a;; = a (i =1+ n) i aj;—1 = b,
a;j—15 = C (Z =2+ n)

a) Doneu una féormula recurrent per al calcul del polinomi caracteristic.
b) Demostreu que si n és imparell, A\ = a és un valor propi.
c¢) Calculeu els valors propis per a n = 5.

d) Trobeu els valors propis d’A en el cas general.
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55. Quants valors propis positius tenen les matrius (2n)x(2n) del tipus

56.

o7.

58.

99.

3 2
2

Calculeu els valors i vectors propis de les matrius

320 3 2+4i 0
2.2 1|, 2—i 2 1+4i |,
01 2 0 1—i 2

trobant el polinomi caracteristic per recurréncia i fent servir el teorema de Sturm per
tal de separar els valors propis.

Trobeu els valors i vectors propis de la matriu

— N W
== N W
W o =N
[\CRNJURNTSS

usant préviament el métode de Householder per reduir-la a forma tridiagonal simétrica.

Determineu els valors i vectors propis de la matriu

S = N W
— N W o
N W s O
W ks O O

passant pel calcul recurrent del polinomi caracteristic.

Apliqueu els métodes iteratius LR i QR al calcul dels valors i vectors propis de la

matriu
7 6
3 4 ’



CAPITOL 3

INTERPOLACIO I APROXIMACIO
DE FUNCIONS

3.1 INTERPOLACIO

3.1.1 Concepte d’interpolaci6

Siguin (zx,yx) (K = 0+ m) parelles de valors reals (punts del pla) donats de manera
que xp # w;, i k # i. Hom es pot preguntar si existeix alguna funcié p, d’un tipus
predeterminat, tal que p(xg) = yr (k =0+ m).ter

La qiiestio anterior s’anomena problema d’interpolacid i al procés de recerca de la funcio
p se li déna el nom d’interpolacid.

La resolucié d’aquest problema és d’utilitat en moltes situacions, en particular quan
la procedencia dels punts (zg,yx) (kK = 0+ m) és experimental. Considerem un procés
en el qual, per a determinats valors d’una variable x, s’obté un resultat expressat per
la variable y. Suposem que, coneguda experimentalment la resposta y; obtinguda sota
condicions xg, ens interessa de trobar el resultat y que obtindriem en prendre condicions
 no experimentades.

Podem pensar que els punts donats formen part de la grafica d’una funcié f que vol-
driem conéixer almenys aproximadament i de la qual tinicament sabem que f(xx) = yx (k =
0 +m). Aquesta situacio, freqiient en la ciéncia i la técnica, porta al tipic problema
d’interpolaci6 en el qual no aproximem nombres, sind funcions.

EXEMPLE

El valor de 'acceleracié de la gravetat en un punt de la superficie terrestre, al nivell del
mar, depén de la latitud. Experimentalment, s’ha comprovat la correspondéncia donada a
la taula 3.1.

El problema consisteix a trobar el valor de la gravetat a Barcelona, que és situada a
una latitud de 41°25'.

Davant d’aquest exemple no resulta estrany que, a vegades, s’usi I’expressio “llegir entre
linies" per referir-se a la interpolaci6.

En plantejar-se un problema d’interpolacié s’han de fer tres preguntes:

1. De quin tipus (polindmica, trigonomeétrica, racional, etc) ha de ser la funcié p bus-

145
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cada?

La resposta a aquesta qilestié vindra lligada a les “sospites”" que tinguem respecte
al comportament de f. Si f expressa algun fenomen periodic, convindra buscar p
entre les funcions trigonomeétriques. Si tenim raons per pensar que f té asimpto-
tes, convindra potser que p sigui de tipus racional. Si f respon a un comportament
polindomic, haurem de buscar p entre les funcions polinomiques. Només tractarem
aquest ultim tipus d’interpolacié: el de la interpolacié polinomica.

2. FElegit el conjunt de funcions, del qual hem d’extreure p, existeix la funcié buscada?
i, si existeix, és tinica?

3. Es la funcié p una bona aproximaci6é de la funcié f en els punts en qué no coin-
cideixen?
3.1.2 Interpolaci6 polinéomica
Plantejament del problema

Donada una taula de m + 1 punts d’interpolacié (zk, fr) (k = 0+ m) amb xp # x;, si
k # i, anomenarem interpolacid polinomica a la determinacié d’un polinomi p(z) de grau
més petit o igual que NV, tal que

p(zr) = fr (k=0=+m) .

Quan fi sigui el valor d’una funcié6 f en zp (k = 0+ m), parlarem d’interpolacid
polinomica de la funcid f en les abscisses d’interpolacid xy (kK =0+ m).

A continuacid, es dona resposta, en aquest cas, a les tres preguntes amb qué acabavem
I’apartat anterior.

Tipus de funcié interpoladora

La funcié p buscada formara part del conjunt de polinomis de grau més petit o igual que
N, per a un cert valor de N; és a dir, p(z) sera de la forma

N-1

p(z) = a2 +an_1z +---+ax+aop,

Latitud | Acceleracié gravetat
(en graus) (en m/s?)
0 9.780350
30 9.793238
45 9.806154
60 9.819099
90 9.832072

Taula 3.1: Mesures de la gravetat a diverses latituds.
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i, per tal de determinar-lo, caldra conéixer els valors dels N + 1 coeficients ag, a1, ..., ay
(reals o complexos, segons el cas). En el cas que ay sigui no nul, direm també que p(z) té
exactament grau .

Donat un nombre « (en general, complex) i suposant N > 1, la regla de Horner ens
permet efectuar el procés de divisid sintética, consistent a trobar un polinomi ¢(x) de grau
menor o igual que N — 1 i un nombre r, tals que

p(x) = (z —a)q(z) + 1, (3.1)
a través de la recurréncia
by-1=an, bj=bja+ain (j=N-2+-1),

que déna

N—-2

q(z) = by_12N T+ by_ox +--+bix+by, r=>b_1.

Se’n dedueixen dues conseqiiéncies importants:
e a) p(a) =r = b_1 i, per tant, la regla de Horner és un procés d’avaluacié de polinomis

amb només N multiplicacions i sumes per a un polinomi de grau menor o igual que
N.

A més, el procés de divisio sintética aplicat a ¢(z) per al nombre «
cN—2=bn_1, ¢j=cjyia+biy (j=N-3+-1),
dona el valor de p'(a)) = c¢_1, 1 repetint aquest procés
dy—3=cN—2, dj=djpia+cjp1 (J=N—-4+-1),

obtenim el valor de p® () = 2d_1, com resulta de derivar I'expressi6 (3.1) i avaluar-
la en x = a. Les derivades d’ordre superior s’obtenen repetint aquest procés.

e b) p(a) = 0 siinomes sip(x) = (r — a)g(x) o, en altres paraules, un nombre « és
un zero del polinomi p(z) si i només si (x — «) és un factor de p(z). Com que el
polinomi ¢(x) és de grau menor o igual que N — 1, repetint aquest procés resulta que
si un polinomi p(x) de grau menor o igual que N té N zeros aq, -+, a, (és a dir,
p(ag) =0 (k =1+ N)), aleshores s’escriu com

p(x) =an(z — 1) (z —an) ,

amb ay coeficient del monomi de grau N. Com a conseqiiéncia, un polinomi p(x) de
grau menor o igual que N no pot tenir més de N zeros, a menys que sigui idénticament
nul. Aquesta propietat s’anomena també propietat de Haar per als polinomis i sera
usada freqiientment.
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Existéncia i unicitat del polinomi interpolador

Existeix un tnic polinomi p,,(x) de grau més petit o igual que N = m, tal que p,,(zx) =
fr (k =0-+m). El polinomi p,,(z) rep el nom de polinomi interpolador de f en les abscisses
zr (k=0=+m).

Per veure aixo0, considerem un polinomi p,,(z) = ag+a1x+- - -+ apx™. Quan imposem
les condicions d’interpolacié, obtenim un sistema lineal de m + 1 equacions en les m + 1
incognites ag, ay, - -+, aGm:

ag+arxo+ - +amzyt = fo
ap+ a1y + - +ane = fi
a0+a1xm+~--+amx% = fm

El determinant de la matriu del sistema s’anomena determinant de Vandermonde i té
la forma

1 29 - al
1 2y - 2l
= [[ (@ — i) ;
. k>1
1 @y - a™

aquest determinant és diferent de 0 (ja que z; # x , si i # k). Aleshores, el sistema
plantejat és compatible i determinat i, per tant, existeix una tnica solucié: ag, a, ..., Gm,
coeficients de 1"inic polinomi interpolador.

Si bé el procés que s’acaba d’escriure és el primer métode en queé es pensa quan s’intenta
trobar py,(z), resulta excessivament laboriés quan m no és petit. Convé llavors recorrer
a altres métodes, alguns dels quals s’exposen en l'apartat 3.1.3. Es important notar que
tots els meétodes conduiran al mateix polinomi interpolador (perqué és tnic, com s’acaba
de veure).

Error d’interpolacié

Ens interessa tenir un criteri per “mesurar la proximitat" del polinomi p,,(x) a la funcio f.
Donat un interval obert (a,b), el conjunt de les funcions diferenciables n + 1 vegades
amb continuitat a (a, b) es denotara per C"(a,b). Aixi mateix, denotarem per C"*([a, b))
el conjunt de funcions que son restriccions a Uinterval [a, b] de funcions diferenciables n+ 1
vegades amb continuitat sobre un interval obert que conté [a, b].
A continuacio, es donen expressions de I’error d’interpolacié per a funcions de C"*1(a, b).
Si feC"(a,b)ix € (a,b) (k=0-+m); aleshores, per a qualsevol = € (a,b), tenim
I’expressié segiient per a l'error d’interpolacid:

(m~+1)
@) = o) = T D @ )@ ) (@ ) (3.2
on &(x) depén de x i pertany al minim interval que conté les abscisses g, 1, ..., Tm 1 T,

que indicarem per < xq, ..., Tm, T >.
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En efecte: si © = z, per a algun k, la formula (3.2) és certa i, si © # x (k = 0+ m),
considerem la funcié

O(2) = f(2) = pm(2) —a(@)(z = 20)(z = 21) -+ (2 — &) ,

amb a(x) tal que ®(z) = 0. La funcié6 ® s’anul-la en les m + 2 abscisses: zj (k= 0+ m)
i z; aplicant m + 1 vegades el teorema de Rolle, es dedueix l'existéncia d’un valor {(z) en
qué s’anul-la la derivada m + 1 de &:

D (¢(w)) = fU D (@) — a@)(m + 1)1 =0 ;

aixi tenim una expressié per a a(x) que, substituida en la relaci6 ®(z) = 0, permet trobar
Vexpressio de l'error (3.2).

3.1.3 Meétodes de calcul del polinomi interpolador

Destacarem aqui els métodes segiients:

Métode de Lagrange

Es pren com a expressio del polinomi interpolador la férmula d’interpolacid de Lagrange:

Hi;ﬁk(fﬁ — ;)

TRETE— (k=0<m). (3.3)

Pl = 3" fula(2) + D) =
=0

Els polinomis [ (z) reben el nom de polinomis de Lagrange. Observeu que el grau de
li(z) és igual a m i que lg(z;) = i (4, k = 0+ m); per tant, p(z;) = f; (i =0+ m), com
es desitjava.

Tot i que aquest és el meétode d’interpolacié més explicit (diversos exemples d’aplicacio
d’aquest metode es troben en els problemes I11.1, T11.2 i TI1.3), els métodes que segueixen
demostren ser més eficagos pel que fa al nombre d’operacions requerides per obtenir el
polinomi interpolador.

Meétodes d’Aitken i Neville

Ambdos meétodes obtenen el polinomi interpolador construint una successié de polinomis
de graus creixents que van interpolant cada vegada en més abscisses.

Es basen en el principi segiient:

Sigui C = {xg,21,..., Ty} isiguin S C CiT C C tals que S i T tenen el mateix
nombre d’elements i que aquests coincideixen llevat de dos (aixd és, existeixen z; € S
ix; € Ttals que z; ¢ T'ix; ¢ S). Suposem coneguts els polinomis pg i pr tals que
ps(xg) = fr (si zx € S) i pr(zk) = fr (si o € T). Llavors es pot construir un nou
polinomi pgur tal que psur(zx) = fi, per a xx € SUT, de la manera segiient:

(ffj —2)ps(x) — (z; — x)pr(x) ‘

psur(z) =

Els dos métodes que estudiem construeixen el polinomi interpolador gracies a succes-
sives aplicacions de la formula anterior, perd seguint un esquema diferent.
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Meétode d’Aitken. Es construeixen polinomis p; j(x) (i = j +m), de grau més petit o

igual que j, que interpolen en les abscisses {xo, z1,...,zj—1,2;} (j = 0+m); s’arriba al poli-
nomi pp, () = pm,m(x), de grau menor o igual que m, que interpolara en {zg, z1,...,ZTm}:
pio(x) = fi (i=0+m);
xj —x)pii(x) — (x; — x)pji(x
pi,j+1($) — ( J ) ZJ( ) ( ? ) JJ( )
Tj — Ty

(i=j4+1+n) (j=0+m—1).

Meétode de Neville. Es construeixen polinomis p; j(x) (i = 0 +m — j), de grau menor o
igual que j, que interpolen en les abscisses {;, Zit1,...,Titj} (j = 0+m), s’arriba al poli-
nomi py, () = po,m(z), de grau menor o igual que m, que interpolara en {zg, z1,...,Zm}:

p,"o(l’) = fz (Z = O+'m) ;

(@itj+1 — 2)pij (@) — (Ti — T)pis1,5()
Titj+1 — T

(i=0sm—j—1) j=0=m—1).

pij1(r) =

Els esquemes de construccié per a m = 3 per a tots dos meétodes es troben a les
taules 3.2 1 3.3.

Po,o(l')
N\
pro(r) — pri(x)
N
p2o(x) — p2i(r) — p2a(x)
N\

pso(z) — psi(r) — psa2(x) — p3s(v)

Taula 3.2: Esquema del métode d’Aitken.

poo(z) — poi(r) — po2(xz) — po3(w)

/‘ a a
pro(x) —pii(z) — pra(x)

f a
p2o(z) — p21(x)

a

P3,0(90)

Taula 3.3: Esquema del métode de Neville.

Si bé aquests dos meétodes serveixen per trobar el polinomi interpolador, a la practica,
s'usen per avaluar directament py,(z) = pmm(x) per a un valor concret de x ja donat.
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En aquest cas, les formules que descriuen els algorismes respectius representen expressions
aritmeétiques, no polindmiques, i els esquemes triangulars de construccié sén numérics, no
polindmics.

Métode de les diferéncies dividides de Newton
Expressem ara el polinomi interpolador de la manera segiient:
pm(z) = co+c1(z—x0) + co(x —x0)(x —21) + -+ -
+em(x —xo)(x —21) - (T — 1) -

El meétode de les diferéncies dividides ens permet calcular els coeficients ¢; (j = 0+m)
mitjancant la construccié de les anomenades diferéncies dividides, definides per:

flws] = fi(i=0+m),

flrivr, - migal = flo, - @iy
Titj+1 — T

(i=0+m—j) (j=0+m-—1).

flxs, Tig1s - Tigj, Tigjr1] =

L’esquema de construccié de les diferéncies dividides de Newton es dona a la taula 3.4
per a m = 3, i es pot trobar aplicat en diversos casos, en els problemes II1.1-111.4.

zo | flzo]
N\
f[ﬂﬁo, iﬂﬂ
a ¢
zy | fla] flxo, x1, 2]
N\ e ¢
flx, x2] flxo, x1, x2, 3]
a N 4
i) f[w2] f[wl, 9, 1'3]
¢ v
flxa, z3]
a
w3 | flrs]

Taula 3.4: Esquema de diferéncies dividides.

Usant la definici6 de les diferéncies dividides sobre x € [a, b], per a x # xj, (kK = 0-+m),
s’arriba, per induccié sobre m, a la formula segiient:

f(x) = flzo] + flzo, z1](x — @o) + flzo, 1, z2) (& — o) (@ — 21) + - -
+flxo, z1, .., (@ — zo)(x — 21) - -+ (T — Tp—1) (3.4)

+flxo, 1,y m,x)(z —xo)(x —21) - (X — Tpp—1 ) (T — ) -
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També, per induccié sobre m, es comprova que el polinomi p,,(z) de grau menor o
igual que m ve també donat per la formula d’interpolacid de Newton

pm(x) = flzo] + flwo, z1)(z — 20)
+flxo, x1, z2](x — xo) (x — 1) + - - - (3.5)
+flxo,x1, .. xm](x —z0)(x — 1) -+ (& — Typ—1)

que ¢és, de fet, el polinomi pg,(x) construit pel métode de Neville i, com a conseqiiéncia,
és el polinomi interpolador de f en les abscisses {xo, ...,z }; és a dir, en (3.4),

¢; = flro,x1, ..., x5 .

El métode de les diferéncies dividides de Newton, a més a més de ser un interessant
procediment per al calcul explicit del polinomi interpolador, té ’avantatge segiient, que
comparteix amb els métodes d’Aitken i de Neville: si s’afegeixen més punts d’interpolacio,
es pot aprofitar tota la feina feta. Per construir el nou polinomi interpolador només cal
continuar ’esquema de construccié de diferéncies dividides i calcular els nous coeficients
Cm+1, Cm+2, - - -, aprofitant aixi tots els calculs previs.

Notem també que ¢; és el coeficient que acompanya el terme 27 del polinomi inter-
polador p; de f en les abscisses xg, x1, ..., ; i, com que el polinomi interpolador no
varia en permutar aquestes, tampoc no ho fa ¢;; com a conseqiiéncia, la diferéncia divi-
dida f[zo,x1,...,z;] és una funcié simétrica de xo, 1, ..., zj (j = 0+ m). Per exemple:
flzo, z1] = flz1, zo], flxo, 1, x2] = flx1, 20, T2], €te.

La formula (3.4) déna una nova expressié per a l’error d’interpolacio

f(@) = pm(z)
= flro,x1,.. ., xm,x)(x —xz0)(x —21) - (& — 1) (T — Tpy)

Si les abscisses d’interpolacié xp (K = 0+ m) i el propi x pertanyen a (a,b) i f €
C™*1(a,b), comparant I’expressi6 anterior amb (3.2), tenim

_ fm ()
flxo,z1, ..., om, 7] = W )
on &(x) depén de x i esta contingut a < xg, T1, ..., Tm, T >.

Quan les abscisses en qué s’interpola son equidistants (o sigui, tals que les diferéncies
Tpr1— 2k (k= 0+m—1) sén totes iguals), la formula d’interpolacié de Newton admet una
nova expressié emprant operadors en diferéncies finites, com es veura en el capitol segiient.

3.1.4 Interpolaci6é de Taylor
Plantejament del problema

Es tracta d’un nou tipus d’interpolacié, conceptualment diferent a ’anterior i que s’entendra
més endavant com el cas limit d’aquell quan totes les abscisses d’interpolacié tendeixen a
ser la mateixa.

Volem ara construir un polinomi que sigui una bona aproximacié d’una funcié f, prou
derivable, en I'entorn d’una sola abscissa xg. A tal efecte, el buscarem de manera que no
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només interpoli f en zg, siné també que les seves derivades interpolin les derivades de f
en xg, fins a un cert ordre n donat.

Més concretament, donada una funcié f, prou derivable en xg, busquem un polinomi
p(z) de grau menor o igual que N tal que

P (z0) = f9(m0) (j =0=n),

on fU)ipl)d enoten les derivades j-enes de les funcions f i p, respectivament, si j > 1, i
on prenem f(© = f1ip® = p. Aquest és el problema d’interpolacié de Taylor.

Existéncia, unicitat i error

Per tal d’estudiar ’existéncia, la unicitat i I'error del polinomi interpolador, farem ts del
teorema fonamental del calcul:

e Si feCl(a,b)ix, xo € (a,b), aleshores
fa) = fao) = [ 1'(s) ds. (3.6)

La formula (3.6) ens resol el problema d’interpolacié de Taylor de grau 0 de f en xo,
essent po(z) = f(zg) Ianica solucio.

Per a f € C""'(a,b) i N = n, fent successives integracions per parts a (3.6), s’obté
la solucié del problema d’interpolacié de Taylor, donada per la férmula d’interpolacid de
Taylor,

@) (4
pal@) = fa0) + Fao)e —a0) + T (@)
(") (5
+f n(' 0) (x - xo)n 7 (37)

juntament amb 'ezpressid integral de 'error de la interpolacié de Taylor,

R.(z) = f(z)—pn(x)= ;‘/:(x _ S)nf(n+1)(3)ds

0
n+1 1
= (x_z?)/o (1= )" f ) (2 + t(z — 20))dt | (3.8)

per a xo, = € (a,b). Aquesta tltima formula assegura la unicitat de py(z).

El polinomi p,(z) soluci6 rep el nom de polinomi interpolador de Taylor de grau més
petit o igual que n de f en xg.

Com que (z — s)" considerada com a funci6 de s no canvia de signe a < xg,x >, es pot
usar el teorema del valor mitja per a integrals:

e Si g1 i g2 son funcions reals definides a [0, 1], tals que g1 és continua i g, no canvia
de signe, existeix algun 7 € [0, 1] de manera que es compleix

/91 ga(t /92
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Aixi, podem obtenir I'expressié de Lagrange de error d’interpolacid de Taylor, equiv-
alent a (3.8),
FUrtD(E()) 1
R, (z) = f(z) — pp(z) = 2 (2 — )T 3.9
@) = £(@) = pu(e) = T = 20) (39)
on {(z) €< zp,x > és generalment desconegut.
OBSERVACIO IMPORTANT
El polinomi interpolador de Taylor pot ser considerat com a un limit de polinomis
interpoladors en abscisses diferents. Aixi, si considerem el polinomi interpolador p,,(z) =
Pm (5T, ..., Tm) en m + 1 abscisses diferents xg, x1, ..., T, escrit segons la formula
d’interpolacié de Newton (3.6)

pm(l';l'(),.’ﬂl, cee 7x77l) = f[xo] + f[.’IZ'(],II?l](fL‘ - J}O)
+flwo, 21, x2)(x — wo)(x — 1) + - - -
+flzo, w1, .., 2m](r —0) (T —21) - (T — 1)

resulta que l'error d’interpolacié en abscisses diferents de la formula (3.2) tendeix a 'ex-
pressio (3.7), quan z tendeix a xg (k =1+ m). Per tant, si definim

pm(zv 0o, Xoy - - - 7.’E0) = xi%opm(m;xo,xl? cee 7xn) )
resulta que py,(x;xo, zg, ..., 20) = pn(x), on p,(x) denota el polinomi interpolador de
Taylor de grau menor o igual que n = m . Per aix0, definirem també
— F9 ()
flzo,xo, ..., mo] = xggnwof[a;o,xl,...,atj] = T .

EXEMPLES

En la taula 3.5 es donen exemples de polinomis interpoladors de Taylor en g = 0, amb
indicaci6 dels residus R, respectius, per a diverses funcions definides sobre els intervals
(a,b) que s’hi ressenyen. Cal fer dues observacions sobre la notaci6 usada en la taula:

e ¢ representa una abscissa en l'interval < 0,2 >,

e s’hi ha fet servir la notacio

(a) ala—1)---(a—7+1)

J J!

En el problema II1.7 es pot trobar la deducci6 per a algun cas de la taula 3.5. Altres
exemples es troben en els problemes I11.8 i II1.9.

Desenvolupaments de Taylor

Guaitant 'expressié (3.9), ens adonem que (z — mo)"™! és un factor de R,(z) que va

f Y (E(a))
(n+1)!

contingut a (a,b), si f € C""1(a,b).
A fi d’expressar d'una altra manera aquest fet, introduirem les notacions segiients:

multiplicat per 1 que aquest restara fitat en qualsevol entorn tancat de xg
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(a7 b) f(x) = pn(l’) + Rn(x)

n+1zntl

(—-1,1) (I+z) t=1l-z+ 4 (-1)"a"+ (—1)"HI—

«

(-1,1) (1+x)a:1+oz:1:+~-+<n>a:”+(1+§)n+1a

xn—‘—l

(—00,0) ex:1+$+...+%’;+ 65%
(—00,00) Sinx—x—ﬁ+...imj gnt2

’ - 3l oT T cos&gy (n senar)
- _1—£ R i ant? il
(—00,0) cosxT = o7 T T F cosg(n+2)! (n parell)

_1gnt?!

2 n
(=11 [In(l+w)=o— G4+ ()" 4+ 1+

Taula 3.5: Polinomis interpoladors de Taylor i residus.

Donades f i g, funcions definides prop de zq, direm que f és de l'ordre de g en xq si
existeixen un entorn I de zg i una constant C' > 0 tals que

| f(z) [£Cg(2)],
per a tot * € I. En simbols, escriurem
f(x) =0(g(x)) (z = o) .
Direm també que f és d’ordre més petit que g en xg quan

. f(z)
lim —<% =0.
M g(a)

En simbols, escriurem
f(z) =o(g(x)) (z = o) .

En el nostre cas, si f € C""1(a,b), podem escriure

Ru(z) = O((x —x0)"™) (x — z0) , (3.10)
R, (z) = o((x—z0)") (x — x0) ; (3.11)

aquestes expressions indiquen que, donat n > 0 i un nombre € (que sera la fita de l’error
permes en el calcul de f(z)), podem trobar un entorn I = (xg — d,z9 + d) de x¢ on error
comes en avaluar p, () en lloc de f(x) és menor que e. Observem que, sobre aquest interval
I, pot ser molt més economic avaluar p,(x) (sumes i productes) que no pas avaluar f(zx).
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Pel fet de complir-se la relaci6 (3.11), es diu que els polinomis interpoladors de Taylor
formen un desenvolupament asimptolic, quan x — o, concepte que sera tractat en 'apartat
4.3.1.

En els exemples de polinomis interpoladors de Taylor donats en la taula 3.5 s’observa
que
lim R,(x) =0 Vz € (a,b) .

n—oo

Aixo vol dir que fixat z € (a,b), podem obtenir una aproximacié de f(z) per un
polinomi interpolador de Taylor p,(x) tan bona com vulguem, prenent n prou gran. Les
funcions amb aquesta propietat reben el nom de funcions analitiques en U'interval (a, b).

Aquestes funcions satisfan

() (g A
flx) = ZL(O)(l‘—wo)] Vz € (a,b) .

La successié d’aquests polinomis s’anomena també desenvolupament en série de Tay-
lor de f en un entorn (a,b) de xg. Aquest concepte de série serd també estudiat en
I'apartat 4.3.1.

Seguint aquesta terminologia, el polinomi de Taylor de grau més petit o igual que n
rep també el nom de desenvolupament de Taylor d’ordre n.

Cal observar que no totes les funcions indefinidament derivables en un punt sén anali-
tiques. Per exemple, la funcié

f(x)z{ ¢ Ex#o)

és indefinidament derivable, pero satisfa f)(0) = 0 (j > 0), amb la qual cosa R,(z) =
f(z) Yz € IR (n > 0) i, per tant, no és analitica en xg = 0.

Finalment, fem notar un criteri molt elemental per fitar R,,(z), el criteri d’alternanca
dels residus:

e Si R, (x)R,+1(x) <0, aleshores f(x) €< pp(x), pp+1(x) > i, per tant,

| £ ()
| Rn(z)|< W

aix0 és, 'error és més petit que el primer terme menyspreat.
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3.1.5 Interpolacié6 d’Hermite
Plantejament del problema

Siguin (z, fx) (K =0+ m) m + 1 punts coneguts de la grafica de f(z) i suposem també
coneguts els pendents f, = f'(x) (k = 0+ m). Es planteja la qiiestio segiient: existeix
algun polinomi p de grau més petit o igual que N = 2m+ 1 (ja que amb 2m + 2 condicions
podem aspirar a determinar 2m + 2 coeficients) tal que

plag) = fu, p(xr)=fr (k=0+m)?

Aquest problema d’interpolacio, en el qual es busca un polinomi la grafica del qual no
tan sols passi per uns punts donats, siné que també hi passi amb uns pendents determinats,
s’anomena problema d’interpolacié d’Hermite.

La resposta a la qiiesti6é plantejada anteriorment és que existeix un tinic polinomi amb
les caracteristiques exigides; s’anomena polinomi interpolador d’Hermite i el denotarem per

p2m+1($)~

Expressio del polinomi interpolador d’Hermite i del seu error

El dit polinomi admet una expressi6é explicita analoga a la donada pel métode de Lagange
en el seu cas,

Poma1(z) = Y fu®r(x) + > fi¥(z) ,
k=0 k=0

amb

Op(x) = (1 - 2l(z)(z - 2x)lR(2)
Ui(z) = (z—a)li(@) (k=0+m),

on lx(z) (k= 0+ m) son els polinomis de Lagrange que apareixen en (3.3).
Els polinomis @y, ¥y, (k = 0+m) es diuen polinomis basics de la interpolacié d’Hermite
perqué aquests polinomis compleixen:

(I)k(fbl) = 01 s @2(%) =0 (k,i =0+ m) )

A fi de valorar el grau d’aproximacié del polinomi a la funcié, es disposa d’una expressio
de l'error en el cas que f sigui 2m+2 vegades diferenciable amb continuitat sobre un interval
I tal que x € I (k=0-=+m):

FEmM2 () 2

(2m + 2)! (z — xo)z(x - 351)2 (T — )

f(.f) - p?m—l—l(x) =

peraz € lioné(x) €E<my,T1,...,Tm,T >.
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Interpolacié d’Hermite generalitzada

La interpolacié d’Hermite pot generalitzar-se al cas en qué coneixem la funci6 f en les
abscisses z (k = 0--m) amb més “profunditat", encara que aquesta “profunditat” no sigui
la mateixa en totes elles.

Aixi, donades aquestes abscisses, diferents dues a dues, i derivades successives de la
funcié f en aquestes

v 5 fO) (G=0+m) (k=0+m),

existeix un Unic polinomi py de grau més petit o igual que

m

N = Z ne +m

k=0

tal que '
PR (k) = fD(@r) (G =0+ ) (b =0+m) .
Pel que fa a l'error en aquest cas, es pot dir que, si f € CVN*1(a,b) i 21 € (a,b) (k =

0 +m), es compleix

_ f(N+1) (5(:1:)) no+1 ni1+1 Nm+1
@) =) = L B e = et = @ )
per a x € (a,b) i on {(x) €< xo,x1,...,Tm,x > (vegeu el problema II1.13).

Métode de les diferéncies dividides generalitzades

Malgrat 'innegable interés teoric de I'expressié que s’ha donat per al polinomi interpolador
d’Hermite, en la practica i atenent a raons de comoditat, per al seu calcul s’usa una gener-
alitzacié del métode de les diferéncies dividides de Newton en la qual ’esquema triangular
es construeix de la manera segiient:

1. En la primera columna s’hi col-loquen els valors f[z;] = f; (i = 0+ m) de manera
que cadascun hi aparegui dues vegades consecutives: f[xo], flxol, flx1], flz1], - .-

flm], flm].

2. En construir la segona columna, ’aparicié d’abscisses repetides no ens permetra usar
la definicio habitual de diferéncia dividida per al calcul de f[z;, z;] (i =0+ m). En
aquest cas, usarem el fet que:

flri,x) = lm flag, xp] = fx)=fl (i=0+m).

Tp—T4
3. La construccié de les altres columnes no comporta ja més problemes. Aixi, obtindrem
un esquema triangular com el de la taula 3.6, on les quantitats subratllades sén dades.

El polinomi interpolador d’Hermite és llavors
p(x) = flxo] + flxo, mol(z — z0) + fwo, x0, 71)(z — 20)*
+flxo, o, 21](x — 20)* (T — 1) + - -

+ [0, 20, -y Ty T (& — 20)? - (2 — T 1) (@ — ) -
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zo | flzo] = fo
f[J:Oy‘rD] = f(/)
zo | flzo] = fo flzo, xo, 1]
f[x()»ml] f[$07$07x1,x1]
T f[l’l] = fl f[$0,$1,xl]
fle, @] = fi ;
oy | fle = fi '

Taula 3.6: Diferéncies dividides generalitzades.

Finalment, cal dir que les diferéncies dividides generalitzades es poden estendre també
per tal de ser aplicades al calcul del polinomi d’interpolacié d’Hermite generalitzada.

Per tal d’il-lustrar el procés que s’acaba de descriure donem ’exemple segilient (vegeu
també el problema I11.12).

EXEMPLE

Cerquem un polinomi de tercer grau la grafica del qual passi pels punts (1,3) i (2,2)
amb pendents respectius 1 1 4.

En aquest cas: m =1, g = 1, 21 =2, fo =3, fi =2, fy =11 f{ = 4. Tindrem
I’'esquema de la taula 3.7 i el polinomi interpolador d’Hermite

p(z) = 3+1(x—1)—2(:E—1)2+7(:U—1)2(:r—2)
= 723 — 3022 4+ 40z — 14 .

zo=1| flzo] =3

f[:L‘o,$0] =1
Xo = 1 f[;to] =3 f[;ro,;ro,xl] = -2

flzo,z1] = —1 flxo,xo,x1,21] =7
r1 = 2 f[.’£1] =2 f[.’[o,z1,$1] =5

f[Il,-Tl] =4

X1 = 2 f[xl] =2

Taula 3.7: Exemple de diferéncies dividides generalitzades.

3.2 APROXIMACIO DE FUNCIONS

3.2.1 Introduccié al problema general d’aproximacié

Tot el calcul aproximat de funcions desenvolupat en la seccié anterior ha estat basat en la
interpolacié com a eina fonamental; destaquem-ne els avantatges segiients:

e El polinomi d’interpolaci6 és facil de calcular i es disposa d’una férmula explicita per
a I’error d’'interpolacié que permet estimar els errors comesos.
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e Es molt atil per generar formules de derivacid, integracio, etc de funcions, tal com es
veura en el capitol segiient.

e Es especialment apropiada per al calcul amb funcions donades per taules; és a dir, per
a funcions ben conegudes sobre conjunts discrets d’abscisses, potser equiespaiades,
on error d’arrodoniment dels valors de les funcions és menor que I'error propi d’in-
terpolacio.

Ara bé, el procés d’'interpolacié presenta diversos problemes en altres casos de calcul
de funcions, sobretot quan ens trobem en situacions totalment diferents de les del paragraf
anterior:

e Si tenim un conjunt discret de valors (zg,yr) (k = 0+ m) que tenen errors d’arro-
doniment apreciables, no és convenient trobar el polinomi de grau més petit o igual
que m que interpoli exactament tots aquests valors, ja que el caracter “oscil-lant"
(amb diferents maxims i minims) de lerror de la interpolacié pot provocar que el
polinomi interpolador sigui molt diferent de la funcié interpolada fora de les abscisses
d’interpolacio. Per tal de disminuir efecte dels errors en les m + 1 abscisses, hom
pot intentar trobar un polinomi p, de grau menor o igual n, amb n < m, tal que els
errors

€L = Yk —pn(xk.) (k} = O+m)
siguin nuls. Sin < m estem davant d’'un problema sobredeterminat; és a dir, amb més
equacions que incognites i, per tant, sense solucié en general. De fet, el modificarem
imposant que els errors ey siguin tan petits com sigui possible en algun sentit que
determinarem més endavant. Aquest procés rep el nom d’aprozimacid polinomial.
Si, per diverses raons, volguéssim “aproximar" les dades no necessariament per un
polinomi siné per una funcié f, d’un tipus donat com

fn(w> = ao(,O()(fE> + T+ angpn(x) )
ens trobarfem davant d’un problema totalment similar, si n < m: trobar els parame-
tres ag, ..., ap de manera que els errors
ek = enlwr) = gy — falzn) (k=0 m)
siguin tan petits, en algun sentit, com es pugui.

e Un cas oposat a l'anterior es déna quan tenim una funcié f que es coneix en tot
x d'un interval I i volem tenir una manera eficient de calcular-la. El procediment
estandard de generacié de taules i interpolacié no és adequat en una calculadora o
en un ordinador, per raons de memoria i eficiéncia de calcul, i convé disposar d’una

altra expressio calculable (un polinomi, una funcié racional, etc) o expressions f,, de
manera que la funcid error d’aprozimacio

en(z) = f(2) = fulz)

sigui prou petita sobre I. Si f,,(z) = pn(x) (polinomi de grau menor o igual que n) ens
trobem de nou amb el problema d’aproximacié polinomial. En general, ’aproximacié
buscada té la forma

fn(x) = Fn(a0> ceey Oy, (PO(x)v cee 790n(x)) s
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perd molt generalment es pren

fn(@) = aopo(x) + -+ + anpn(z) |

on g, - .., pn s6n funcions donades, facilment calculables. El problema es redueix
llavors a cercar els parametres ag, ..., a, per tal que la funci6é error d’aproximacié
en(x) sigui tan petita com es pugui en algun sentit determinat a priori.

Podem ara enunciar el problema general d’aproximacid: donat un conjunt I d’abscisses
d’aprozimacid i unes funcions basiques ¢; (j = 0+ n) definides sobre I; per a cada funcio
f definida també sobre I, cal cercar

fu(x) = aopo(x) + -+ + anpn(z)

de manera que la magnitud de l'error d’aproximacio e,(z) = f(z) — fn(x) sigui la més
petita possible.

Aixi, per tal de tenir totalment determinat un problema d’aproximacio, cal especificar el
conjunt I d’abscisses d’aproximacioé, les funcions basiques i ’eina de mesura de la magnitud
de les funcions error.

El conjunt I d’abscisses d’aproximacio

Si I és finit (I = {xo,...,xm}), parlarem d’aprozimacid discreta; i, si I és un interval
d’extrems a i b (a < b), parlarem d’aprozimacid continua. Donar una funcié f sobre un
conjunt finit I = {xo,..., 2y} equival a donar y, = f(zx) (k =0+ m).

Les funcions basiques

Les funcions g, ..., ¢n, definides sobre I, poden triar-se de diverses maneres. El tipus de
funcions escollides dependra, com en el cas d’interpolacid, de les “sospites" que tinguem
respecte al comportament de f. Si f expressa algun fenomen periodic, convindra escollir
entre les funcions trigonométriques: per exemple,

wo(r) =1, @i(x) =sinz, @o(x)=cosxz, ..., @as(x)=cos2sx,

on n = 2s i parlarem d’aprozimacid trigonomeétrica. Si f respon a un comportament
polinomic, escollirem cada ¢;(x) = p;(z) entre els polinomis de grau j (j = 0+n) (prenent
per exemple, p;(z) = 27, encara que aquesta eleccié no sera sempre la més adequada) i
parlarem d’aprozimacid polinomial. El conjunt F,, de funcions f,, que es poden posar com
a combinaci6 lineal de ¢, ..., ©n

fa(z) = Z%"Pj(x) , wel,
7=0

s’anomena també espai vectorial generat per les funcions ¢q, . . ., . Altres tipus d’aproxi-
macions, que no sén lineals en els parametres ao, . . ., a,, com sé6n la racional i ’exponencial,
no seran tractats aqui.



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 162

Mesura de la magnitud de les funcions error: normes funcionals

La magnitud de la funci6 error d’aproximacio e,(xz) = f(x) — fno(z) en I pot també ser
considerada de diferents maneres.
En el cas discret, e, consisteix en m + 1 valors

ex = en(zr) = f(zk) — fulzr) (k=0+m),

i mesurar e,, equival a mesurar el vector (m+1)-dimensional de components e (k = 0+m),
per mitja de les normes introduides en 'apartat 2.1.2. Les dues normes més emprades per
mesurar ’aproximacié sén:

e la norma euclidiana

m 3
lellz = (z |ek\2) |
k=0

e la norma del mazim
le]loo = max lex|
k=0-+m

Quan es vol donar una importancia diferent als errors ey, s’introdueixen uns pesos
positius w, (K = 0+ m) i es poden definir la norma euclidiana i la norma del mazim
ponderades, respecte a aquesta col-leccio de pesos w = {wg tx=0=m,

m 2
lell2w = <k§:owk |€k\2> ; lelloow = Jnax wy lex| -

En el cas continu, suposem I = [a,b] i, per a cada funci6 e definida sobre l'interval I,
definim:

e la norma euclidiana

b :
lell2 = ( | le@re dx) ,

lelloc = sup [e(z)|
zel

e la norma del mazim

Es pot comprovar que les definicions anteriors compleixen les propietats de norma sobre
el conjunt C([a,b]) de funcions continues sobre l'interval [a, b].

Analogament al cas discret, donada una funcié pes w € C([a,b]) tal que w(z) > 0 sobre
1, es poden definir:

e la norma euclidiana ponderada

el = ( [ i) eW) ,

D=



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 163

e la norma del mazrim ponderada

[elloo,w = sup [e(z) | w(z) .
zel

També s’admetran algunes funcions pes i intervals singulars com poden ser: w(x) =
_ - _ 2
ﬁ a[—1,1, wx)=e"al0,00)iw(x)=e* alR.
Tant en el cas discret com en el continu, parlarem d’aprozimacic per minims quadrats
quan ’eleccié dels parametres es faci per tal de minimitzar una norma euclidiana. En el

cas de minimitzacié de normes del maxim, parlarem d’aprorimacié mintmax.
3.2.2 Aproximaci6é per minims quadrats

Definicié del problema

Considerem un conjunt I d’abscisses d’aproximacié i unes funcions basiques ¢; (j = 0+n).
Per a cada funcié f definida sobre I, cerquem f¥ € F, (I'espai vectorial generat per
aquelles) de manera que ||f — f;||2 sigui minima en F,; és a dir,

If = falla = min [[f = fall2,

fn€Fn
on || |l2 =1 [l2,w representa aqui qualsevol de les normes euclidianes:
a) en el cas discret, I = {xg,...,Tm}, 18l e = (eg,...,em),

m 7
lell2,w = (Z Wy lek\2> ,
k=0

on w = {wp,...wy} és una col-leccié de pesos positius;
b) en el cas continu, I és un interval de la recta real d’extrems a i b,

lellz 0 = ( [ wte) let) dx)2 ,

on w(x) > 0 és una funcié pes sobre I.

Productes escalars associats

La propietat fonamental de les normes euclidianes és que provenen de sengles productes
escalars:
a) en el cas discret:

(u,0) = Y wpupoy (3.12)
k=0

b) en el cas continu:
b
(u,v) E/a w(z)u(z)v(r)de ; (3.13)

en el sentit que es compleix en ambddés casos:

lell3 = (e,e) -
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Els dits productes escalars satisfan les propietats:

i) (u,u) > 01 (u,u) =0 siinoméssiu=0;

ii) (u,v) = (v,u);

iii) (ajuy + ague,v) = ai(u1,v) + ag(ug,v), per a qualssevol funcions uy, ug, u, v sobre
I i nombres reals aq, as.

La introduccié d’aquests productes escalars proporciona un procediment geométric de
resolucié del problema que vindra suggerit pel segiient cas particular.

Cas particular i interpretacié geomeétrica

Sil = {xg, 1, z2}, una funcié real u sobre I ve donada pels tres valors reals u = (ug, u1, u2),
on ug = u(xg) (k=0,1,2); si a més wyg = w; = wy = 1, donades dues funcions u, v sobre
I, el seu producte escalar coincideix amb el producte escalar habitual sobre IR

(u,v) = ugvg + u1v1 + Uy .

Identificarem d’ara endavant funcions sobre I amb vectors de IR?.
Si considerem com a espai d’aproximacié el subspai V; generat per dos vectors 0@ 1)
de IR?, suposats linealment independents,

V= {aov(o) +a1vW, ag, a1 € R} ;

donat un vector y € IR3, el problema d’aproximacié per minims quadrats es redueix a
trobar v* = afv(® + aiv™® tal que

ly = v*ll2 = min [ly — v[z = min_|[ly — apv® — a;pV| .
veVL ap,a1€

La representaci6 grafica de la figura 3.1 ens indica que v* ve caracteritzat per la propietat
de projeccid ortogonal que assegura que y — v* és un vector ortogonal a tot element de Vy;
aixo és,

(y—v*0)=0 YoeV;.
En efecte, pel teorema de Pitagores, en ser y — v* ortogonal a v — v* € Vy,
2 2 2 2
ly —vllz = lly = oIz + [lo = vz = [ly = v7l3

i, per tant, si (y —v*,v) =0 Yo € Vy,

* _ : _
lly = v7[l2 = min Jly — vll2 .

Equacions normals

Retornant al nostre problema general, sigui f una funcié sobre I tal que

(f = fa: fa) =0 Vfn € Fy, (3.14)

tenim

If = Full3 = (F = for f = Su) = (F = fr+ S = o f = f 4 S = F)
= (P =420 = fo fo= )+ (F2 = fus £ = F)
If = fallz + 11£5 = fall2
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| V1

Figura 3.1: Projecci6 ortogonal de y sobre V.

i, per tant, ||f — full2 > [|f — fXll2, si fn # f7; és a dir, f és 'inica funcio de F,, que
satisfa la condici6 d’aproximacié per minims quadrats

15 = Filla = i I = fullz

Com que Fn esta generat per ¢; (i = 0+ n), la condici6 (3.14) equival al fet que els
coeficients a} (j = 0+n) de f; en

) = a5p;(2)
7=0

satisfacin les anomenades equacions normals:
n
Z i, 05)af = (pi, f) (i=0+n). (3.15)

Aquest sistema es pot escriure, en forma matricial, com
Aa* =1b,

on A = ((¢i, 5))i,j=0+n, * = (a])j=0+n 1 b= ((@i, [))i=0+n-
La matriu A és semidefinida positiva; aixd és, simétrica i per a qualsevol vector a =

(ap a1 ... ap)’,

7=0 =0

a'Aa= (Z “J@wzal@l) = || Z‘IJ‘PJ||2 = ||fn”2 >0,
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on f, ve donada per
fn(x) = ZanOj(ﬂf) :
=0

Aquesta mateixa relacié ens demostra que, si les funcions ¢; (j = 0+n) son linealment
independents, det A # 0 i viceversa: les equacions normals (3.15) tenen solucié tnica per
a qualsevol f si i només si les funcions ¢; (j = 0+ n) son linealment independents.

Exemple: recta de regressid

Tenim un conjunt de dades (zx,yr) (k = 0+m), amb m > 2 corresponents a dues variables
x 1y i sospitem que satisfan una relacio lineal del tipus y = f1(z) = ap + a1z, bé perqué
la representacié grafica del niivol de punts en el pla aixi ens ho suggereix, o bé, per altres
consideracions aportades pel context del problema real tractat.

A causa dels errors en les dades o perqué el model lineal y = ag + a1z no s’ajusta
suficientment al nivol de punts, no trobarem una recta que uneixi tots els m + 1 punts, i
ens haurem de conformar amb la recta que passi “més a prop de tots els punts".

En l'aproximacié per minims quadrats, s’imposa que sigui minima la suma dels quadrats
de les desviacions d, = yi, — ap — a1z (k =0+ m):

m
2
> di .
k=0
Aquest és un problema d’aproximacié discreta, amb I = {xo,...,zn}, wo(z) = 1,

p1(x) = x, en qué hem suposat que totes les abscisses eren igualment importants i hem
pres aix{ tots els pesos iguals a 1 en el producte escalar; aixo és

m
(u,v) = Z UV -
k=0

Les equacions normals

(0, 0) (o, ¢1) ag \ _ [ (w0, f) \ .
(p1,90) (91, 01) aj (o1, f) )7

formen el sistema lineal de dues equacions i dues incognites:

m+1  3plomk ag \ _ [ 2k=oYk
ShLo Tk Do TR aj > k0 TkYk

La solucié d’aquest sistema és:

“T S
T4 -7
* — *—
Gy = Y—oT,
on la barra indica la mitjana:
1 & 1 &

f:mgxk) ?:mgyky
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L8 = —— L, LTY=—"T+ TkYk -
k=0

En particular, observem que el punt mitja (Z,y) pertany a la recta buscada y = aj+aj7.
Tenint en compte aquest fet, podem buscar la recta y = ag + a1z en la forma alternativa
y =co+ci(r —T) = cotpo(x) + c191(x), on clarament a; = ¢1 1 ap = ¢p — 1 T; aixo és,
prenent ¢o(x) = 11 91(z) = x — T com a funcions basiques de l'espai vectorial P; dels
polinomis de grau menor o igual que 1. Les equacions normals sén aleshores

(0, %0)  (0,%1) o\ _( @Wof)
(Y1,%0)  (¥1,v1) ci (Y1, f) )

m

Wh%):Z(xk—f)'lzil"k—(mﬂLl)T:O,

k=0 k=0

Com que

les equacions normals queden reduides al sistema diagonal

m+1 0 ) _ > ko Yk
0 Yoz —7)? e Yok —T)yr )

Usant
m m
d(wk—T)y=7Y (2 —7T) =0,
k=0 k=0
obtenim
* * COV($,y) * * *— — *—
af=ci=""2 at=c—cT=7—ax
1 1 cov(m,x) ) 0 1 Yy 1L
on
1 m
cov(z,y) = ] kzo(wk —T)(yr — )

rep el nom de covariancia de les variables z i y, i

cov(z, ) = o%(z) = L Z(xk —7)?

k=0

rep el nom de wariancia de la variable x; o(x) es diu desviacid tipica o estandard de la
variable x.

Cal observar que es disposa de dues expressions matematicament equivalents per al
pendent aj de la recta buscada, perd no numeéricament equivalents, ja que en general hi
haura cancel-lacions més importants en la primera.

Dient ara y* = (y3,...,¥5,) on y; = aj + ajzy (kK = 0+ m), si continuem pensant
fermament que els punts (g, yx) (k = 0+ m) haurien d’estar sobre una recta, de la qual
s’han “escapat" per errors en les dades, podem fer-los “regressar" a la recta y = aj + ajx
admetent ara com a punts valids els punts (z,y;) (k = 0+ m). Es per aixd que la recta
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y = a + ajz trobada rep el nom de recta de regressid. Es clar que aquesta regressio sera
més valida com més petit sigui

m m
A= v =y —yll3 -
k=0 k=0
En termes de la variancia de y, tenim
1 < ly — 9ll3
200N+ _g2 = WYz
U<y)_m+1k:0(y’“ -

Usant la propietat d’ortogonalitat de y — y* respecte a y* — g
ly =113 = ly — v* 13 + lv* =3 ,

obtenim I 12
2 Y—Yla 2/,
o =——=+490 .
W) =" (v*)
La regressi6 serd, doncs, més fiable com més a prop d’l sigui el quocient

o(y*) _ lly" =7l
a(y) vy =yl
o(xz)  cov(z,y)

oly)  o(x)o(y)’

Pzy =

ay

anomenat coeficient de regressid. Si pzy no és a prop d’l, el ntvol de punts no es distribueix
com una recta i caldrd recérrer a altres tipus d’aproximacié no lineal per tal d’ajustar-lo.

3.2.3 Resolucié de les equacions normals

Una vegada reduit el problema d’aproximacié per minims quadrats, cal resoldre les equa-
cions normals associades

Aa* =b,

*

on A = (a;;) amb a;; = (pi,¢5) (i,j = 0+n), a* = (af ... ai)' ib= (b) amb
b = (i, f) (i = 0+ n).

Com que A és definida positiva, si les funcions ¢; (j = 0 <+ n) sén linealment inde-
pendents, un métode especialment adequat és el de Txoleski (vegeu 'apartat 2.2.3), que
consisteix a factoritzar A en la forma LDL" o £LL£T amb L, £ matrius triangulars inferiors,
1 que requereix %3 + O(n?) operacions.

La feina preliminar de construccié de les equacions normals requereix generalment
%p(TH— 1)(n+4) operacions, on p és el nombre d’operacions necessaries per a cada producte
escalar que normalment serd més gran que n + 1. En el cas de I'aproximacié discreta,
p=m+1>n+41,sil consta de m + 1 elements; en el cas de 'aproximacié continua, cal
calcular les integrals

[ eitwespuiys

En general, la major part del calcul correspondra a la formacié de les equacions nor-
mals (3.15). Ara bé, aquesta part de calcul esta fortament condicionada per 'eleccio de les
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funcions basiques F,. En general, haurem de calcular tots els productes escalars possibles.
A més, la matriu A pot estar mal condicionada com a conseqiiéncia del fet que les funcions
¢; (j = 0+ n) no siguin “poc independents" des d’'un punt de vista numeéric.

En el cas d’emprar una base de funcions ¢; (j = 0+n) ortogonals (aix0 és, (¢, 1;) =0,
sii# 7,1 (¥,1;) > 0), el sistema (3.15) és diagonal (vegeu, per exemple, el problema
I11.15). Els coeficients ortogonals ¢j (j = 0+ n) de 'aproximaci6é per minims quadrats

falz) =) _ci(@)
j=0

s’obtenen, de forma immediata, fent

c*:ﬁzw(j:0+n).

N (R

Per aquesta rad, els métodes de resolucié estandard de les equacions lineals (3.15) estan
basats en 'ortogonalitzacié de les funcions basiques ¢; (j = 0+ n); és a dir, en I'expressio
de les equacions normals en una base de funcions ortogonals.

A continuacié veurem com es porten a terme aquests processos en 5 tipus d’aproximacio
per minims quadrats.

e Aproximacié discreta: ortogonalitzacions de Householder i de Gram-Schmidt.
e Sistemes lineals sobredeterminats: es redueix al cas anterior.

e Aproximacié general: ortogonalitzacié de Gram-Schmidt.

e Aproximacié polinomial: polinomis ortogonals.

e Aproximacié trigonométrica: polinomis trigonométrics ortogonals i interpolacié tri-
gonomeétrica.

Cas d’aproximaci6 discreta: ortogonalitzacié de Householder i de Gram-Schmidt

Si considerem una aproximacié per minims quadrats ponderada amb els pesos wy > 0
(k=0-+m), tenim:

ai; = (pi, 05) = > wepi(zr)@j(xr) (1,§ =0+n) |
k=0

m
bi = (i, f) = kZ: wipi(wp) f(xg) (0=0+n);
=0
aleshores podem escriure la matriu A de les equacions normals en la forma
A=M"WM
i el terme independent b en la forma

b=M"Wy,
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on M = (my;) és una matriu (m + 1)x(n+1) amb my; = pj(zg) (k=0+m) (j =0+n),
W = (wg) és la matriu diagonal (m + 1)x(m + 1) formada pels pesos wg (k = 0+ m) i
y = (yx) s el vector de m + 1 components amb yi = f(zx) (K =0-+m).

Les equacions normals s’escriuen, en forma matricial, com

MTWMa* =M "Wy , (3.16)
sistema que té solucid tnica si els vectors

(pj(0) . @i(zm))" (j=0+n)

son linealment independents; aixo és, si el rang rgM de la matriu M ésn+1: rg M =n+1
1, per tant, m > n.
Suposem primerament que W = I,,11; és a dir que tots els pesos son la unitat. Ales-
hores (3.16) queda en la forma
M"Ma*=M"y . (3.17)

S’exposen a continuacié dos métodes que, seguint les indicacions de 'apartat 2.2.4, per-
meten trobar la factoritzacio QR (generalitzada) de la matriu M i reduir aixi les equacions
normals a un sistema triangular superior (vegeu el problema ITI.18).

a) Metode d’ortogonalitzacié de Householder
Trobem una matriu ortogonal (m + 1)x(m + 1) formada per composicié de n matrius
de Householder: P = P,,P,,_1 --- P; de manera que

o (R In+1
e () B

amb R matriu (n + 1)x(n + 1) triangular superior, regular si rg M = n + 1. En aquest
cas R' és regular, i si diem Py al vector format per les n+ 1 primeres components de Py,
tenim que el sistema (3.17) és equivalent al sistema triangular (n + 1)x(n + 1)

Ra* = Py . (3.18)

b) Métode d’ortogonalitzacid modificat de Gram-Schmidt

Si rg M = n + 1, trobem una matriu (m + 1)x(n +1) Q tal que Q'Q = D, amb D
matriu diagonal (n + 1)x(n + 1), i una matriu triangular superior (n + 1)x(n + 1) R amb
elements diagonals 7;; = 1 (j = 0+ n) tals que M = QR. El sistema (3.17) és aleshores
equivalent al sistema triangular (n + 1)x(n + 1)

Ra*=D71QTy . (3.19)

Remarquem que no cal construir les equacions normals (3.16), sin6 que es pot obtenir
directament un dels sistemes triangulars superiors (3.18) i (3.19) (vegeu el problema II11.18).

El cas de pesos no iguals a 1 es redueix al cas que s’acaba de veure prenent el sistema
Ma =y, amb M} = VWM i y; = vVWy, que equival a multiplicar equacié k-ena pel
nombre /wy, (k = 0-+m); notem aixi la importancia de fer servir pesos no iguals per donar
més importancia a algunes equacions respecte a les altres.
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Cas de sistemes lineals sobredeterminats

A D’apartat anterior, hem trobat a* = (af ... af)' de manera que, per a qualsevol altre
a=(ag ... ap)', tenim
2 2
m n m n
o) =D aiei(m)| <Y | flar) =D ajes(zr)|
k=0 j=0 k=0 j=0

Recordant que y, = f(zr) (k =0=+m)imy; = ¢j(zg) (k=0+m) (j =0=+n), veiem
que a* és la solucié del problema de minimitzacio:

ly = Ma*|lz = min_ |y — Malz .
aclR™

Considerem ara el problema segiient: donada una matriu M amb myq fileres i ng co-
lumnes i un vector y de mg components, trobar a de ng components solucié del sistema

Ma=vy . (3.20)

Si mg > ng, aquest sistema, en general, no té solucié: hi ha més equacions (mg) que
incognites (ng) i rep el nom de sistema lineal sobredeterminat. Seguint la linia d’aquest
capitol, podem intentar trobar un vector a* € IR™ que minimitzi la norma euclidiana de
y— Ma:

ly— Ma*llo = min_ [}y — Malz
aEanO

que correspon al problema (3.19) i equival, per tant, a resoldre les equacions normals
MT"Ma*=MTy .

Aquestes equacions tenen solucié dnica si i només si rg M = ng < myg i s6n, en aquest
cas, equivalents a (3.18) i (3.19).

Per donar més importancia a algunes equacions de (3.20) respecte a les altres, es pot
introduir una matriu de pesos positius W diagonal per a la norma euclidiana, tal com ha
estat tractat en cloure ’apartat anterior.

Cas d’aproximacié general: ortogonalitzacié de Gram-Schmidt

Si tenim una base de funcions ¢; (j = 0+n) de F,, el metode (classic) d’ortogonalitzacio
de Gram-Schmidt proporciona un algorisme per al calcul d’una base de funcions ortogonals
¥ (j = 0+n) de Fy,, plantejant senzillament una factoritzacio QR:

wo(z) = rootbo(w),
ei1(z) = rorvo(w) +rui(z),

: : (3.21)
on(z) = ronto(x) + rinti(z) + ..+ raptn(x) ;
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0, equivalentment,

oo To1 - Ton
(po@) - pul@) = ola) o wal)| T @

que es resol per substitucié cap al davant:

Yo(x) = wo(x) , do = (Yo,%0) , To0 =1}

j—1
bi(@) = () =Y rigi(x) . dj = (V5,05 , (3.23)
=0
Tij:(%é;bi) (t=0+75-1), rj=1(=0+n).

Notem que la matriu R = (r;;) aixi obtinguda és triangular superior amb la diagonal
plena d’uns, ja que hem suposat ¢; (j = 0+ n) linealment independents.

Introduint ara y y
b= === (j=0=+n),
T W) Vi
Fij = Vdiri; (0<i<j<n),

obtenim un altre sistema triangular. Les funcions ¢; (j = 0 + n) formen una base de
funcions ortonormals:

(i, ) =65 (i,j=0+n),

i la matriu triangular superior R = (7;;) té elements positius a la diagonal, no necessaria-

ment unitaris,
Tjj = \/d?: V(@5,15) (1 =0+n) .

En qualsevol d’aquestes dues bases de funcions ortogonals, les equacions normals (3.16)
son diagonals i, per tant, resolubles immediatament.

Aquest métode d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt s’aplica tant en el cas d’aproximacid
continua com discreta. En aquest 1ltim cas, és matematicament equivalent al d’ortogonalitzacié
modificat de Gram-Schmidt, encara que no numéricament.

En efecte, si tenim un problema d’aproximaci6 discreta sobre un conjunt I = {zg,...,Zm},
escrivint el sistema triangular (3.22) per a les abscisses © = zg, . . ., Ty, obtenim el sistema
M=QR,

on les matrius M = (my;) = (pj(zr) i @ = (qx;) = (¥j(zx)) son de dimensioé (m +
1)x(n 4+ 1); R és una matriu (n + 1)x(n + 1) triangular superior. Aleshores, la condici6
d’ortogonalitat

(i, ) = Y witi(aw)j(ax) = didyj (6,5 =0+ n)

k=0



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 173

equival a

Q'WQ=D,

on W = diag(wo, . ..,w,) 1 D = diag(do, . ..,dn).

Si els pesos son tots iguals a 1, aleshores el métode classic de Gram-Schmidt (3.23)
proporciona una factoritzacio QR (generalitzada) de la matriu M de dimensi6 (m+1)x(n+
1) amb Q de dimensié (m+1)x(n+1) tal que QT Q = D i R triangular superior amb uns a
la diagonal. En canvi, la factoritzaci6 amb zﬁj, 7;; dona lloc a una factoritzacio A = Q'R
amb QTQ =1y R triangular superior amb elements positius a la diagonal: 7;; > 0.

Aquest metode classic presenta problemes de cancel-lacié si les funcions inicials ;
(j = 0+n) son “poc independents". En tal cas, els coeficients de la matriu R poden ser
grans i la formula

j—1
Ui(x) = @j(z) = > rijti(x)
=0

pot presentar problemes de cancel-laci6. Tal cosa pot produir que la funcié 1; calculada
numéricament no sigui prou ortogonal a les funcions anteriors ¢; (i = 0+j—1) (j = 0+n).
Observant que el valor (¢;,;) no canvia si ¢; és modificat per

) i—1
W= =S by (i=0+5-1)
=0

i imposant que Hgogl)H sigui minima, s’obté by = r;; (I = 0+ j — 1) . Per tal d’evitar les
cancel-lacions es recomana de prendre

) i—1
o =0 = by
=0

0, de manera recursiva,
0 . .
P =i (j=0+n),
i+1 i . .
@E-H ) :gp;-l) —rijY; (J=i+1+n) (i=0+n).
S’obté aixi el métode d’ortogonalitzacié modificat de Gram-Schmidt

@5-0)2%' (j=0+n),

Gi(x) = (@), di = (Wi, )

(90@7%) i i . ,
TZ’J'ZJT, 905'“):905-)—7“@3'1/1@ (j=i+1+n)(i=0=+n)

que fou ja introduit en 'apartat 2.2.4.
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Cas d’aproximaci6 polinomial: polinomis ortogonals

Considerem ara el cas en qué ; é un polinomi de grau j (per exemple, p;(x) = 7).

L’espai vectorial F,, generat per les funcions ¢; (j = 0+ n) és ara l'espai vectorial P, de

polinomis de grau menor o igual que n, i el problema d’aproximacié per minims quadrats

polinomial de grau més petit o igual que n pren la forma que s’enuncia a continuacio.
Donada f : I — IR, cerquem p}, € P, tal que

—p*| = min ||f - pall 3.24
I£ = pll = min 117 = pal .24
on | ||=1 2w és una norma euclidiana.
Recordem que I pot ser discret (I = {xo,...,Zm},m < n) o continu (un interval).

Escrivint p}(x) en la forma
n
prlz) =) _djp;(z)
j=0

les equacions normals que solucionen el problema (3.24) d’aproximacié per minims quadrats

n
> (pipi)al = (@i f) (i =0+n) (3.25)
=0
tenen solucié tnica, a causa de la independéncia lineal de ¢o(z), ..., pn(z) sobre I; notem

que, en el cas discret, cal la condicié n < m, atés que els polinomis satisfan la propietat
de Haar introduida a ’apartat 3.1.2.

La resoluci6 de les equacions normals pot presentar en general molts problemes numeérics.
Es per aixo que cal usar métodes d’ortogonalitzacio. En el cas de polinomis, és molt efi-
cient calcular els polinomis ortogonals a través de relacions de recurréncia obtingudes per
ortogonalitzacié de Gram-Schmidt, tal com s’explica a continuacié.

El primer polinomi (de grau 0) ha de ser una constant: ¥g(z) = Ap, amb Ay # 0.
Sigui ara 7 > 0 i suposem que hem trobat ja els j + 1 primers polinomis ortogonals
Yi(z) (I =0+ j). Cada polinomi ¢j(z) = Aja’ + ... té grau j; aixo és, el seu coeficient
principal A; és no nul.

Considerem l'ortogonalitat tant en el cas discret com en el continu; és a dir, per als
dos productes escalars (3.12) i (3.13). Per a tots dos es compleix la relaciéo (zu,v) =
(u, zv) Yu,v. A més, com que els polinomis ortogonals v;(x) (I = 0+ j) son linealment
independents (en el cas discret, cal que 7 < m), tot polinomi p;(z) de grau i < j s’expressa
de manera tnica com a combinacié lineal de g (z), ..., 1¥;(x):

pi(z) = cotbo(z) + ... + cihi(z) .
Usant les relacions d’ortogonalitat, tenim que
(¢j,pi) =0, per a tot p;(x) de grau i < j . (3.26)

Apliquem ara el metode classic de Gram-Schmidt (3.23) al conjunt format per les
funcions vy, ...,1%;, @41, on escollim pji1(x) = o zy;(z) (polinomi de grau j + 1, si
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a; # 0). Com que els primers j+1 polinomis ja sén ortogonals, només cal trobar ;41 (z) =
Aj+1xj+1 + ..., on prefixem un valor no nul per al coeficient principal A;; de ¢;1(z).
Trobem

j
Yig1(x) = pjpi(x) = D rijratiz)
=0

on

Faghl = S = ey =g di = (i, ¥i) -

De la relacio (3.26), tenim

rigbr = 0 (i=0+j-2)
1[)-,:[;1/}-
Tij+l = aj( - J)Eaaﬂja
J
11[]'71"17&'*1
RPN CILL SY T V=
o

s’obté, doncs, la segiient recurréncia dels polinomis ortogonals:

Yo(x) = Ao, Yj1(z) = aj(z — Bj)vi(x) —v5-1(z) (= 0) 5 (3.27)
amb
A.
o = T4 G20,
/8] (wja'@bj) (] Z 0) )

T(Wi—1, o) o1 (Wi—1, 1)

on hem pres, per conveni, ¢_1(z) = 0.

L’altima relaci6 per als y; s’obté a partir de la relacié recurrent (3.27), substituint j+1
per j, fent el producte escalar per ¢;(x) i aplicant (3.26). Obtenim aixi, de manera tnica,
Yjq1(x) a partir de () i ¢j—1(x) i el coeficient principal escollit Aj 11 = ajA; # 0.

Aquest procés es pot anar repetint indefinidament en el cas continu, perd no en el cas
discret, ja que calia que j < m. De fet, si I = {zg,...,Zn}, de la unicitat dels polinomis
ortogonals (un cop fixats els coeficients principals) tenim

¢m+1(az) = Am+1(x — (L‘O) . ($ _ wm) 7
que és nul sobre I i

[ al|* = D witbr () = 0
k=0

COMENTARIS

1. Si cerquem polinomis ortogonals monics (aixd és, amb coeficients principals A; =1
(j > 0)), aleshores prendrem a; =1 (j > 0).
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2. Si els pesos son simétrics respecte a ’abscissa mitjana x = ¢, aleshores §; = ¢ (j > 0)
i ¥i(c+x) = (—1)¢j(c — x). En el cas particular ¢ = 0, tenim 8; = 0 (j > 0);
aleshores, si j és parell, ¥;(x) és un polinomi parell (¢;(—z) = ¢;(z)) i, si j és senar,
j(x) és un polinomi senar (¢;(—z) = —;(x)).

Usant ara la relacio recurrent dels polinomis ortogonals (3.27), la solucié del problema
d’aproximaci6 polinomial per minims quadrats (3.24) ve donada per

pr(z) =) cvy() (3.28)
7=0

on els coeficients ortogonals ¢; son les components de la soluci6 de les equacions nor-

mals (3.25), que son diagonals i, per tant,

c; = (j=0+n).
/ (wja ¢j>
A més, U'expressio (3.28) juntament amb la recurréncia (3.27) proporcionen un métode
eficag per a 'avaluacié de p} (x), anomenat regla de Clenshaw (vegeu el problema III.18):

Gnt2 = qn+1 =0,
g = aj(x—Bj)gi+1 —Vi+1g+2 +¢; (j=n+0),
pn(z) = Aoqo -
En efecte,
ph(x) = Y () = g — aj(@ = Bi)gj1 + vir1qj+2lt(2)
=0 =0
= Y [Wini(@) — aj(x — B (@) +vbi-1(2)] g1 + qory(x)
=0
= Aoqo -
REMARCA

La interpolacié d'una funcié f en unes abscisses xp (kK = 0 =+ m) per un polinomi de
grau més petit o igual que m,

pm(zr) = f(ag) (k=0=+m)
no és més que un cas particular del problema d’aproximacié per minims quadrats en el cas

discret per a pesos arbitraris, en qué busquem un polinomi p}, (x) de manera que minimitzi

m

If = Qm”%,w = Z[f(xk) - Qm(xk)]2wk

k=0

entre els polinomis ¢, (z) de grau més petit o igual que m. Ara bé, aquest minim s’assoleix
per al polinomi d’interpolaci6 p,,(z) atés que es fa zero per a ell.
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Per tant, una altra manera de resoldre el problema d’interpolaci6, diferent de les ex-
posades en ’apartat 3.1.3, consisteix a cercar una base de polinomis ortogonals 1;(x)
( = 0+ m) respecte al producte escalar discret

(u,v) = i wiru(xg)v(xg) ,
k=0

i aleshores p’ (x) ve donat explicitament per

ph(e) =3 ety (@) G= ol =0sm).
7=0

Exemples de families de polinomis ortogonals

1. ELs POLINOMIS DE LEGENDRE Pj(t) (j > 0)
Si I =[-1,1] i w(t) = 1, aleshores els anomenats polinomis de Legendre definits per

Ri) =1, Pi(O)= 5y (B = 17] (G21).

s6n polinomis ortogonals associats.
En efecte, si i # j, integrant per parts

(P = [ P@OP@,

es veu que aquesta integral és nul-la; a més, per induccié, surt que

R |
dj = (P}, Fy) = (Sjv))‘z /_1(1 —)dt = 2g2+1 (7=0).

Com que el coeficient principal és

2j(2j—=1)---(G+1)

aleshores . .
J Aj j +1 ’ J Ozj‘,ldjfl ] +1 -

Usant ara el fet que la funci6 pes w(t) = 1 és simétrica respecte a l’abscissa mitjana
¢ = 0 de l'interval I, tenim que 5; =0 (j > 0) i que els polinomis de Legendre satisfan

1 la recurréncias:

R(t) =1, Pi(t)=t,

TP - P (2 1)

Piat) =2 "= J_p_
]+1() j+1 J j+1.71
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2. ELS POLINOMIS DE GRAM Pj,,(t) (j =0+ m)
Sitpy =kiwg=1(k=0-=+m), els polinomis

j . L ) (i
() (1) s

1=0

son polinomis ortogonals associats: si j # 1 (5,1 =0+ m),

m
(Pjom: Pum) =Y Pjm(ak)Prm(xr) =0 ;
k=0

a més,
(m+j+1)!(m —j)

|
d; = (Pjm, Pjm) = 4 - (j=0= .
1= P Fim) = e U =05
Com que el coeficient principal de Pj,(x) és
(25 1
A; = (—1) ; )
1= ><J>mm—nwmw¢+n
aleshores: .
oo A 22+
T4 (G Ym—j)’
a;d; jm+j+1)

L ajadi (G 1)(m—j) "

Usant ara el fet que el conjunt d’abscisses d’aproximacié i la funcié pes sé6n simétrics
om . . . . . .
respecte a 3 = 3, tenim que §; = § (j = 0+ m) i els polinomis de Gram satisfan la
recurréncia:

Pomlt) = 1, Pum{t)=1— % ,
(G+1D)(m—=5)Piim®) = (2j+1)(m—2t)Pjn(t)

—jm+j+1D)Piam(t) G=1+m—1).

3. ELS POLINOMIS DE LEGENDRE A L’INTERVAL [a, b]
Si I =la,b]iw(x) =1, els polinomis ortogonals associats ¢j(x) (j > 0) s’obtenen dels
polinomis de Legendre a través del canvi de variable afi:
2 ( a+b
x p—
b—a 2

x:a+l)_Ta(t+1)€[a,b]<:>t= )€ [-1,1];

és a dir, )
2
Ui(e) = By (e =30 (20

son polinomis ortogonals i satisfan la recurréncia:

dle) = 1. il = (- 257)

2j+1 2

vt = T (- ) i

— i @) G21).
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Analogament, si xp = xo + kh i w =1 (k = 0+ m), aleshores

Tr — X

wj,m(x):Pj,m< . )(j:O+m)

son polinomis ortogonals. Per exemple, si zj, = —1+% (k = 0+m), aleshores els polinomis
Vjm(x) = (—1)! Pjm (% (x + 1)) satisfan

Pjm(—1) = (=1)hjm(x) (j=0+m)

1 la recurréncia:

Yom(z) = 1, Yim(z) =1,
G+ 1D(m—=Yjrim(z) = (25 + D)majm(x)
—jm+j+DYjam(z) G=1+m-1).

Cas d’aproximaci6 trigonométrica: ortogonalitat dels polinomis trigonométrics,
interpolacié trigonomeétrica

Considerem el cas en que 1y(0) = %, 1(0) = cos b, P2(0) =sinb, ..., o,—1(0) = cosnb i
Yo (0) = sinnb.

L’espai vectorial 7, generat per les funcions 4;(6) (j = 0+2n) es diu espai de les sumes
trigonométriques t, de grau menor o igual que n

tn(0) = % —i—Zaj cosj@—i—ij sin 76 , (3.29)
j=1 j=1

on suposem que els coeficients ortogonals ag, a; i b; (j = 0+ n) sén reals. Es important
tenir en compte que, per a qualsevol n, tota suma trigonométrica ¢, () de grau menor o
igual que n és 27-periodica; aixo és,

tn(0) = to(0+21) VOER .

Usant ara la funcié exponencial

0 —i0 0 —i6
) . +e . e’ —e
ew:cosﬁ—kzsm@, cos) = — |, sinf=——,
2 21
on i2 = —1, juntament amb la férmula de Moivre

cos j0 + isinj0 = 7% = (¢} = (cos O + isinf)’ |

s’obté una altra representaci6 per a les sumes trigonométriques (3.29), anomenada desen-
volupament de Fourier d’ordre n

tn(6) = jf: c;ed? (3.30)

j=-n
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on
aO = . .
=, ¢=gla+ib), cy=¢j=(a—ibj) (j=1+n);
inversament,
a=2¢, aj = ¢j+cj=2Re(e),
bj = i(c_j—cj)=23m(c))
(J=1+n). (3.31)

Aquests coeficients ortogonals dels desenvolupaments de Fourier reben el nom de coe-
ficients de Fourier.

Notem que els coeficients de Fourier ¢; (j = —n + n) en (3.30) sén complexos, perd
satisfan que c_; = ¢;, si aquesta suma és real; aixo és, si prové d’una suma (3.29) amb
coeficients reals.

Les sumes trigonométriques de grau menor o igual que n, tant en la forma (3.29) com
en la forma (3.30), reben també el nom de polinomis trigonométrics de grau menor o igual
que n, ja que es poden escriure en la forma

tn(0) = pp(cosf,sinf) = Z d;1(cos 0)’ (sin6)"
JHI<n

i reciprocament (només cal usar la formula de Moivre).

El problema d’aproximacid trigonometrica de grau més petit o igual que n s’enuncia
tot seguit tant per al cas continu com discret.

CAS CONTINU:

Donada F : [0,27] — IR continua i tal que F(0) = F'(27), cerquem ¢}, € T, tal que

F—t | = min [|[F —t .32
1P = £ = min [ F =t (332

on || || és la norma euclidiana sobre [0, 27]

27
|1F|? = ; F%(0)d6 .

CAS DISCRET:
Donat m > 2n i donada F' : I,, — IR sobre m + 1 abscisses equiespaiades en qualsevol

interval de la forma [¢, ¢ 4+ 27| amb pas h,, = mQ—L:
m 27k
I = {0}, = 0! ):¢+khm:¢+m+1 (k=0=m)},
cerquem t; € T, tal que
1E = tpllm = min [ —tn]m (3.33)

on || ||m és la norma euclidiana sobre I,;,:

1712 =3 20 = 2 (64 00 )
k=0

s m+1
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El gran avantatge d’aquesta aproximaci6 és que les funcions
{©j(0)}j>0 = {1, cosb,sinf, cos 20,sin 26, .. .}
formen una base de funcions ortogonals en el cas continu, i que les funcions
{©j(0)}j=0=2n = {1,cos0,sin0, cos 26,sin 26, . . ., cos 2nb, sin 2nb}

formen una base de funcions ortogonals en el cas discret si 2n < m:

. 0 sij£l, >0
(Yj,1) = V(@) (0)dd =4 5 sij=1=0 7 (3.34)
0 T sij=101>0
m 0 sij£lL jl=0+2n
(i V)m = Y i(0k)(0k) = ¢ 2 sij=1=0 : (3.35)
k=0 mt sij=1=1+2n

Per demostrar (3.34) només cal usar les formules trigonometriques:

1
cosAcos B = i[cos(A — B) 4+ cos(A+ B)] ,
sinAsin B = %[COS(A — B) —cos(A+ B)|, (3.36)
sinAcos B — %[sin(A _ B)+sin(A+ B)] .

La relacio (3.35) s’obté també de la (3.36) i de la suma de la progressio geométrica
m m m i(m+ DA _ 1
Zcosk‘A—FiZsink:A = Zelk’q = Ay

k=0 k=0 k=0 e

quan €4 #£ 1.
Ara les equacions normals que resolen els problemes d’aproximacié per minims qua-
drats (3.32) i (3.33) son diagonals i, per tant, la soluci6 ¢ ve donada per

* n n
* Q, * . ks .
tn(G):?O—l- E aj cos jo + g bj sin jo ,
j=1 j=1

on ag, aj i b (j =1+ n) vénen donades per les expressions segiients:

Cas continu Cas discret (2n < m)

ot = ((;”57’ i; )) —  Lpp(e)ae, mil :[)F(Gk)
a; = m = 1 2T F(0) cos j0d6 miﬂ kf:OF(Gk) cos ;0
b = m = L2 F(6)sin j6d6 | 2+1 i F(0),) sin joy

k=0
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Ates que aproximacio ¢ (0) aixi obtinguda és 2m-periodica, ’aproximacié trigonométrica
és especialment util per aproximar funcions F' : IR — IR 2m-periodiques (vegeu el pro-
blema II1.15). En aquest cas, 'interval [0, 27] es pot substituir per qualsevol interval de la
forma [a,a + 27| (per exemple, [—m, 7] és molt usual) sense que aixo alteri I’aproximacio
tr(0).

Una altra base important de funcions trigonométriques ortogonals és la formada per
les funcions 1;(0) = cosjo (j > 0). Es ortogonal respecte al producte escalar continu a
Pinterval I = [0, 7]

uﬂG):iéﬂPK%CKde,

amb [[¢;]* = F, s 7 > 01 [[¢ol> = 7.
Les funcions v¢j(#) = cosjf (j = 0+ m) son també ortogonals respecte al producte

escalar discret
= (2k+ 1)m

F.G)m =Y F(O)G0) , 0 =
(F.G)n = 3 FOIGEO) 6= Sy

(k=0=+m),

amb [|y;]17, = 5% (=1 +m) i [[oll5, = m + 1.

3.2.4 Aproximacié minimax
Definici6 del problema

Donem un interval fitat I = [a, b] i unes funcions ¢; (j = 0-+n); per a cada funcié continua
f definida en I, cerquem f,, € F,, (I'espai generat per aquelles) de manera que

If = falloo = sup | f(z) = fu(2)]

zel
sigui minima en F, per a f, = fn; aixo és,
1f = fallo = firg%n 1f = falls -

Cal dir aqui que només considerarem el cas de la norma del suprem sobre un interval,
amb funci6 pes w(z) = 1, d’entre totes les normes del suprem introduides a l'apartat 3.2.1,
i ens concentrarem en els casos d’aproximacié polinomial i trigonométrica, perqué tenim
una condicié especial sobre llurs zeros, la propietat de Haar:

a) Si pp(z) = ap+ a1z + - - -+ apx™ és un polinomi de grau més petit o igual que n, no
pot tenir més de n zeros a menys que sigui idénticament nul.

Aquesta propietat va ser deduida a 'apartat 3.1.2, usant només la regla de Horner i, per

aixo, també és valida per al cas de coeficients complexos a; (j = 0+ n) i zeros complexos.
b) Si
ao n . n o n 0
tn(0) = 5 + jz::l a; cos jO + ; b;sin jO = j;n cjet?

és un polinomsi trigonométric de grau més petit o igual que n, no pot tenir més de 2n zeros
en cap interval [a,a + 27), a menys que sigui el polinomi nul.
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Aquesta propietat és conseqiiéncia d’a) aplicada sobre el polinomi de grau menor o

igual que 2n
n

pon(®) = cppjal
j=0
ja que t,(0) = e ™ po, (e%) = 0 implica po,(e?) = 0.

Caracteritzacioé

Fent us de la propietat de Haar, pot deduir-se el teorema de Trebizev que caracteritza les
aproximacions minimax polinomial i trigonométrica:

e Donada f : I — IR continua, sigui p,(x) un polinomi de grau menor o igual que
n tal que la funcié e,(z) = f(x) — pp(z) tingui almenys n + 2 abscisses d’extrem
a <& <& < <€y < bcomplint la propietat d’equioscil-lacio

len(&5) = llenlloo = max len(z)] (j=0+n+1),
amb alternanca de signes

en(&]) = _en<£1) == (_1)n+1€n(§n+1> ;

aleshores, la norma del suprem sobre 'interval I d’e,, es minimitza dins de I’espai P,
de polinomis p,(z) de grau més petit o igual que n per a p, = Py:

Hf _ﬁnHoo < ||f _anoo .
e Donada F : I = [0,27] — IR continua amb F(0) = F(27), sigui #,(#) un polinomi
trigonomeétric de grau menor o igual que n tal que la funcié e,(z) = F(z) — t,(x)

tingui almenys 2n + 2 abscisses d’extrem 0 < ng < n1 < -+ < Nopt+1 < 2w complint
la propietat d’equioscil-lacid

[en (1) [= llenlloo = max |eq(z)| (j =0+ 2n41),
amb alternanca de signes

en(no) = —en(m) =+ = —en(N2n+1) ;

aleshores, la norma del suprem sobre l'interval I d’e, es minimitza dins 'espai T, de

~

polinomis trigonomeétrics ¢, de grau més petit o igual que n per a t, = t,; aixo és,
”F_tAnHoo < ||F_tn”oo .
Ambdos resultats s’obtenen per reducci6 a ’absurd. Per exemple, en el primer, suposem

que existeix un polinomi p,(z) tal que

1 = pulloo < I1f = Dulloc ;
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aleshores,
[ £ (&) = pn(§5) <[ F(&5) = n(&) 1= llenlloe (G =0+n+1).

Per tant, el polinomi p, — pn = (f — Pn) — (f — pn) € Py, té el mateix signe en &;
(j =0+n+1) que la funcié error e, = f — p,,. Aixi, p, — pn, té almenys n + 1 zeros en
(a,b), la qual cosa contradiu la propietat de Haar i ens porta a un absurd.

Es pot demostrar també que els problemes d’aproximacié minimax presentats tenen
soluci6é tnica, aquesta és caracteritzada per la propietat d’oscil-lacié uniforme per a la
funci6 error, que hem donat aci com a condicié suficient. Ara bé, el calcul concret dels
polinomis p, () i dels polinomis trigonometrics #,(6) requereix, en general, 1'as d’un cert
tipus de métodes iteratius deguts a Remes. No obstant aixo, veurem a continuacié alguns
casos en qué es poden calcular explicitament les aproximacions minimax.

EXEMPLES
1. Sigui f € C?(a,b) tal que f®)(x) # 0 Va € [a,b]. Si anomenem c la solucié unica de
oy f(0) = fla)
f (C) - b —a

a (a,b), aleshores l'aproximacié lineal minimax a f sobre Uinterval [a,b] ve donada per
p1(z) = ao + a1z, on

. _ J(b) = f(a)

i1 = ————=["(c), 2a0=f(a)+ f(c) +an(a+c)

(vegeu el problema III.19).

2. Sigui
n+1 n+1
F(0) =ap+ Zajcosjﬁ—}— ijsinje
j=1 j=1

un polinomi trigonomeétric de grau menor o igual que n + 1; aleshores, ’aproximacié mini-
max trigonométrica, de grau menor o igual que n, a F sobre [0, 27] ve donada per

th(0) = F(0) — any1cos(n+1)8 — byyqsin(n 4+ 1)6
= a0+Zajcosj9+ijsinj9
j=1 J=1

(és a dir, es troba simplement suprimint els termes d’ordre n + 1).
En efecte, notem que, amb aquesta elecci6 de t,(6), la funcié error és

en(0) = apt1cos(n+1)0 + bytqsin(n+1)0 = Acos((n+1)0 — 6) ;
on A i 6y son les coordenades “polars" del punt (an1,bnt1):
apy1 = Acosby, bpy1 = Asinby .

Com que cos((n + 1)0 — 0y) té exactament 2n + 2 abscisses d’extrem a [0, 27, en que
pren alternativament els valors +1, el teorema de Txebixev assegura que

If = tallo < I = tulloo Vtn € T -



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 185

3. Sigui ara
n+1

F0) =ap+ Z a; cos jo
j=1

un polinomi trigonometric de grau menor o igual que n + 1, que és combinacié lineal de
només les funcions v;() = cos j6 (j = 0+ n + 1); aleshores, el polinomi

tn(0) = ag + Z a; cos jO
j=1

doéna l'aproximacié minimax trigonométrica de grau més petit o igual que n sobre 'interval
[0,27]. En ser F i t,(0) polinomis trigonomeétrics en cosinus, ambdues funcions queden
totalment determinades pels seus valors sobre l'interval [0, 7], ja que F(7m +6) = F(m — 0)
i analogament per a t,; en altres paraules, es tracta de funcions simétriques respecte a
0 =m.

Polinomis de Txebixev
Aquest ultim exemple permet trobar una estreta relacié dels polinomis de Txebixev amb

I'aproximacié minimax.
Sobre 'interval [0, 7] té sentit pensar en el canvi de variable

x =cosf € [-1,1] & 6 = arccosz € [0, 7] ,

ja que la funci6 cosinus és bijectiva entre [0, 7] i [—1, 1]; els polinomis de Txebixev es troben
fent aquest canvi sobre les funcions 1;(#) = cos j0 (j > 0):

T;(t) = vj(arccost) = cos(j arccost) Vt e [-1,1].

Observem que Tp(t) = 11 que T7(t) =t
Recordem que les funcions ; (j > 0) formen una base de funcions trigonometriques
ortogonals respecte al producte escalar continu

(F.G) = /OTr F(0)G(0)d0 :

i que les m 4 1 primeres sén també ortogonals respecte al producte escalar discret

(2k+ )7

mr1) (k=0=+m) .

(F.G)m =3 F0)G(0)), 0 =
k=0

A més: .
[Yollz =7, lesllz = 5 (> 0);

m+1
[oll3m =m+1, 13,0 = "5 —

Usant les relacions trigonometriques (3.36), les funcions 1; (j > 0) satisfan la relaci6
de recurréncia

(j=1+m).

Vi1 =219 — i1 (=2 1);
aix{ resulta que cada T}(t) és un polinomi de grau més petit o igual que j (que es pot
definir per a tot ¢ € IR) i que s’anomena polinomi de Trzebizev de grau j.
Aquests polinomis satisfan, doncs, les propietats segiients:
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Site[-1,1], Tj(t) = cos(j arccost) (j > 1).

To(t) =1, Th(t) = t, Tj41(t) = 2tT;(t) — Tj—1(t) ( > 1). Aquesta relaci6 assegura
que els polinomis de Txebixev tenen paritat definida:

Tj(—t) = (-1 T;(t) (j =0).
El coeficient principal de T};(¢) és 2771 T;(t) = 27710 + -+ (j > 0).
Els polinomis T}(t) (j > 0) so6n ortogonals respecte al producte escalar continu

t.

d
0=
A més:

s
IToll3 =, T30 = 5

2@>oy

Els polinomis T}(t) (j = 0+ m) sén ortogonals respecte al producte escalar discret

B =" FE)g(t)
k=0

on ty = cos 2’%11% (k=0-=+m) sém els m + 1 zeros de Ty, +1(t).
A més: o
m .
HTOH%m =m+1, ”TgH%m = O (j=1=+m).

Aquesta propietat i 'anterior es dedueixen de la d’ortogonalitat de les funcions v},
esmentades abans, via el canvi t = cos 6.

Sigui ppi1(z) = ag+ a1+ -+ anr 12" un polinomi de grau més petit o igual que

n + 1; aleshores,
Gp+1 T

Dn(T) = pnr1(z) — o+l nt1(z)
dona I’aproximacié minimax de grau més petit o igual que n sobre l'interval [—1, 1],
atés que p, € P, i Tn+1( ) = cos((n + 1) arccost) té exactament n + 2 abscisses
d’extrem & = cos TH (k = 0+n+1) sobre I'interval [—1, 1], on pren alternativament
els valors +1.

Una altra manera d’expressar aquesta propietat és la seglient:

El polinomi monic de Txebixev de grau n + 1

1

27Tn+1 (t)

minimitza la norma del suprem en l'interval [—1, 1] sobre tots el polinomis monics de
grau n + 1.

En efecte, si ppi1(t) = t"! — p,(t) és un polinomi monic de grau n + 1, aleshores
Tot1 Tt
[T lloe = 1™ = (" = =) e

thJrl

N

_anoo = ||pn+1||00 :



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 187

Economitzaciéo de Lanczos

Si podem aproximar una funcié f per un polinomi en un interval [a, b] (per exemple, trobant
el seu polinomi de Taylor de grau n prop del punt a) de manera que

f(@)=bo+bi(z—a) +ba(z —a)* + - +bu(z —a)" +ru(x) , x€[ab];
llavors, fent el canvi afi de variables

r—a t+1
= — & —-1,1
= welab e te[-11),

podem traslladar-ho tot a l'interval [—1, 1]
gt) =ap+art + -+ ant" +s,(t) , te[-1,1],

on
a+b b—a a+b b—a

g(t):f( 2 + 9 t)7 Sn(t)zrn( 2 + 9

t)

1 aproximar
gn(t) = ap + a1t + - - + apt"
per
Qnp

gn—l(t) - gn(t) - 2,17_1Tn(t) :
Tenim aixi
g(t) = gn-1(t) + en(t) + su(t) , te[-1,1],
amb |e,(t)|< 5221, t € [—1,1].

277.
Aquest procés es pot tornar a fer sobre g,_1

9(t) = gn—2a(t) + en—1(t) + en(t) + sn(t)

i aixi successivament, sempre que els errors ej(t) (j < n) siguin prou petits respecte
a la precisié exigida en els calculs. L’avantatge d’aquestes noves expressions és que no
requereixen tants calculs com g, (t).
El procés anterior és equivalent a escriure g,(t) en la base ortogonal de polinomis de
Txebixev
g(t) = ap+ ar1Ti(t) + aTa(t) + - - - + anTn(t) + sn(t) ;

aleshores, e;(t) = a;Tj(t) (j < n). Per exemple, si |s,(t) |< C Vt € [-1,1],
g(t) = ao+arTi(t)+ -+ an2Tn o(t)
+ ('a”‘l‘ + 1] +C) Vi e [—1,1] .

an—2 on—1
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Interpolacié de Txebixev

La interpolacié de Trebizev de grau menor o igual que m a Uinterval [—1,1] consisteix a
interpolar una funci6 g : [-1,1] — IR per un polinomi de grau més petit o igual que m
en m+ 1 abscisses de Txebizev; aixo és, en els zeros de Ty, 41(1):

B (2k+ 1) o
ty = osm (k=0+m) .
L’error comés és aix{
(m
o) = pnlt) = FEDED ) (0 1)
9" (E()) T (1)

(m+1)! 2m

on {(x) € (—1,1).
Aquest error es pot fitar per

g

_ < L T
Hg pmHOO — 2m(m—|—1)' ’

és a dir, en la interpolaci6 de Txebixev es fa minima la norma de la funci6 (t—tg) - - - (t—tm)
entre totes les possibles eleccions de m + 1 abscisses d’interpolaci6 a linterval [—1,1].

A més, com que els polinomis T}(t) (j = 0 <+ m) sén ortogonals respecte al producte
escalar discret

B =S FE)g(th)
k=0

els polinomis d’aproximacié discreta per minims quadrats vénen donats directament per

= BT
= T mb =" =0+n).
pell) = 2 10 amb G =i, U0

Fl cas limit en qué n = m doéna lloc a la interpolacié de Txebixev de grau més petit o
igual que m, que s’expressa ara com
(f, Tj)m

I

<
Il
o

P (t) =

Si la funcié que volem interpolar esta definida en un interval [a,b]; el canvi afi de

variables
r—a t+1

b—a 2
dona les m + 1 abscisses de Txebixev sobre U'interval [a, b]:
a+b+b—a a+b b—a 2k + 1)m

ty == ‘ —0+m);
2 9 'k > T e m) ;

Tl =
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ara, els polinomis ortogonals respecte al producte escalar

m

(o 9)m =Y flar)g(xr)

k=0

vénen donats per T;(—1+ 32 (z—a)) (j = 0+m). La interpolacié de Txebixev en I'interval
[a, b] es pot trobar també emprant la mateixa técnica d’aproximacié discreta per minims
quadrats (vegeu el problema II11.22).

Convé destacar leficiéncia d’aquest métode de minims quadrats, quan es vol trobar
polinomis d’interpolacié de Txebixev, respecte a altres métodes d’interpolacié.

COMENTARIS BIBLIOGRAFICS

Una de les referéncies més completes per a aproximacié i interpolaci6 és [Dav75] i també
[Che66|, [HamT73|, [Hil74], [IK66], [RR78|. Una bona introduccié a la interpolacio es troba
a [Hen64|. En molts llibres classics, 'enfocament donat del calcul del polinomi interpolador
estd basat en 1'as de les diferéncies finites 1 també dels operadors lineals, conceptes que
son introduits en el proper capitol. Una referéncia basica sobre polinomis ortogonals és
[Szeb9|, i diverses taules i métodes numeérics per al seu calcul es troben a [AS65], un dels
manuals més complets sobre funcions matematiques. Els algorismes de Remes es poden
trobar detallats en |[Ral65].
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PROBLEMES RESOLTS

Problema 3.1 a) Calculeu f(3) per interpolacié quadratrica de la taula

|1 2 4 5
fr]0 2 12 21

i) utilitzant els valors en x =1, 2, 4;

ii) utilitzant els valors en © = 2, 4, 5.

b) Calculeu f(3) per interpolacié ciibica.

SOLUCIO:
Emprarem el métode de Lagrange.
a) i) En aquest cas, m = 2:
ro=1, fo=0; 1 =2, fi=2; 22 =4, fo=12.

Els polinomis de Lagrange associats als punts de la taula sén:

@) 1
l()(.T = (xO _1'1)(1:0 _:1:2) = 3(8 6x + ) )
(x —zo)(z —22) 1 Chp g
ll(x) - (.’1:1 _ $O)($1 . :1:2) - —9 (4 5 + ) ’
(@—zo)lw—a1) _ 1, o . o
lg(.T) - (.’EQ — 1:0)('172 - (1,’1) - 6(2 3z + ) ;

i el polinomi interpolador és
p2(z) = folo(x) + fili(z) + fala(z) = —x +2” .
El polinomi interpolador en x = 3 val 6.
ii) En aquest cas, també m = 2:
ro=2, fo=2; x1 =4, fi=12; x9=05, fo=21.

Els polinomis de Lagrange associats als punts de la taula sén:

1

lo(x) = 6(2079x+1:2),
1

ll(ﬂ?) = 3(10 — 7:6 +1172) y
1

L(z) = =(8—6x+2?),

3
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i el polinomi interpolador és
1 2
p2(x) = 5(8 — 9z + 42%) .
El polinomi interpolador en x = 3 val % = 5.666...

b) En aquest cas, m = 3:
ro=1, fo=0; 21=2, fi=2; wa=4, fo=12; 23=5, f3=2L

FEls polinomis de Lagrange associats als punts de la taula sén:

lo(z) = _%2(—40 + 38z — 1122 + 23) |
L(z) = é(—QO + 292 — 1022 + 23) |
lo(z) = }6(—10 + 172 — 822 + %) |
ls(x) = %2(—8 + 14z — 72 + 23) |

i el polinomi interpolador és

1
ps(x) = ﬁ(—S + 2z + 52% 4+ 23) .

El polinomi interpolador en x = 3 val % = 5.8333...

Problema 3.2 Donada la segiient taula de la funcié f(x) = e”:

x | 00 02 04 06
f(z) ] 1.0000 1.2214 1.4918 1.8221

a) Trobeu valors aproximats de /e per interpolacié lineal i cubica, emprant els métodes
de Lagrange i de Newton.

b) Doneu fites respectives dels errors deguts a la interpolacié. Compareu les dites fites
amb Derror exacte, sabent que /e = 1.395612425. ..

SoLucIo:

a) Prendrem tots els punts per tal de fer la interpolacié ctibica i només els punts centrals
de la taula per a la lineal.
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INTERPOLACIO LINEAL PEL METODE DE LAGRANGE

Tro = 02, fo == 12214, Ir1 = 04, fl = 1.4918.

Els polinomis de Lagrange associats als punts de la taula sén:

1

1
li(z) = 07(—0.24—%):5%—1,

i el polinomi interpolador és

p1(z) = 0.9510 + 1.3520z .

El polinomi interpolador en z = % val pl(%) = % = 1.401666...

INTERPOLACIO CUBICA PEL METODE DE LAGRANGE

20=0, fo=1; 71 =0.2, f1 =1.2214;

x9o =04, fo =1.4918; x3=0.6, f3 =1.8221.
Els polinomis de Lagrange associats als punts de la taula sén:

1

lo(x) = _0.048(—0.048 +0.442 — 1.22% + 2°) |
Liz) = 0.(}16(0'2437 — 2% 4 2%,

la(x) = _0.1016(0.1230 —0.82% 4 2%) ,

I3(x) = 0‘348 (0.08z — 0.62% + 23) ,

i el polinomi interpolador és
1
p3(z) = @(48 + 48.1282 + 22.862% + 10.92°) .

El polinomi interpolador en = = % val pg(%) = % ~ 1.395549.

INTERPOLACIONS LINEAL I CUBICA PEL METODE DE LES DIFERENCIES DIVIDIDES DE
NEWTON
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La taula de diferéncies dividides de Newton és:

0.0 | 1.0000
1.107
0.2 | 1.2214 0.6125
1.352 0.68125
0.4 | 1.4918 0.74875
1.6515
0.6 | 1.8221

Els polinomis interpoladors seran llavors:

pi(z) = 1.2214+1.352(x —0.2) ,
p3(x) = 14 1.107z+ 0.6125z(x — 0.2)

.6812
+068 5x(a:—0.2)(a:—0.4),

que, en r = %, valen 4':23& i %, respectivament, igual que abans.

b) L’expressio per a lerror d’interpolacié pot fitar-se per

e 1 1 e
— (= —-0.2)(=—-04)|= — ~0.012
21G - 02)(5 —04)|= 5o ~ 0012,
en la interpolaci6 lineal, i per
1k Zond Zo2d 2o 06 = - ~0.000089
24 '3 N3 T3 Tt TN 30375 T ’
en la cabica.
Comparant amb el resultat exacte donat 1.395612425. . ., els errors en les interpolacions
lineal i cibica sbn, respectivament:
1 )
pi(g) = Ve = 00061,
1 \
ps(g) — e = 0.000063 .

Les fites trobades sén, doncs, aproximadament el doble i una vegada i mitja els valors
dels errors exactes, respectivament.

Problema 3.3 Trobeu els polinomis d’interpolacié en punts equidistants de graus 1, 2, 3
i 4 a les funcions:
a) e”, en [0, 1];
b) sinx, en [0,7/2];
c) er, en [0, 1];
d) cos(cosx), en [0,7/2];
emprant els métodes d’interpolacié de Lagrange i de les diferéncies dividides de Newton.
Fiteu Perror comés en qualsevol punt dels intervals respectius.
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SOLUCIO:
METODE DE LAGRANGE
a) Per a la funcio f(z) = €”, que suposem coneguda en tot punt de l'interval [0, 1] amb

6 decimals, obtindrem els polinomis d’interpolaci6.
En el cas m = 1, els valors de la funcié en els punts x; = § (i = 0 + 1) son:

fo=1, f1 =2.718282,
i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lU(x) = 1l-z )

hiz) = =x.
El polinomi interpolador és
pi(r) =14 1.718282x .
En el cas m = 2, els valors de la funcié en els punts x; = % (1 =0+ 2) son:
fo=1, fi =1.648721, fy = 2.718282,

i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lo(x) = 1—3z+22?%,
li(z) = 4z —4z*,
lo(z) = —x+222.

Fl polinomi interpolador és
pa(x) = 14 0.8766033x + 0.841678622 .
En el cas m = 3, els valors de la funci6 en els punts z; = £ (i = 0+ 3) son:
fo=1, fi = 1.395612, fo = 1.947734, f3 = 2.718282,

i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lo(x) = 1-55z492% —4.523
L(z) = 9z —22.52%+13.52%
lb(z) = —4.5z+18z% —13.52%
I3(x) = x—4.52% +4.523 .

El polinomi interpolador és

p3(z) = 1 + 1.01399z + 0.425664922 + 0.27862642° .
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En el cas m = 4, els valors de la funci6 en els punts z; = £ (i = 0+ 4) s6n:
fo=1, f1 = 1284025, fo =1.648721, f3 =2.117, f; = 2.718282,
i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

() = 1—8.333333z + 23.333332% — 26.666672> + 10.66667x"
() = 16z —69.333332% + 962> — 42.66667x"
l(z) = —12z+4 762% — 12823 + 64a* |
(r) = 5.333333z — 37.3333322 + 74.666672> — 42.66667x"
(r) = —x4 7.33333322 — 1623 + 10.66667z" .

El polinomi interpolador és

pa(x) = 1+ 0.998803z + 0.5097871x2 + 0.1402762> + 0.0694156 72 .

195

b) Per a la funci6 f(x) = sinz, calculada amb 7 decimals en 'interval [0, 5], obtindrem

els polinomis interpoladors.
En el cas m = 1, els valors de la funci6 en els punts z; = 5 (i = 0+ 1) soén:

fO = 07 fl = 17
i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lo(z) = 1-—0.6366198z ,
L(z) = 0.6366198z .

El polinomi interpolador és
p1(x) = 0.6366198z .
En el cas m = 2, els valors de la funcié en els punts z; = & (i = 0+ 2) son:
fo=0, f1 =0.7071068, fy =1,
i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lo(x) = 1—1.909859z + 0.81056952° ,
li(z) = 2.546479z — 1.6211392°
ly(x) = —0.6366198z + 0.8105695z2 .

El polinomi interpolador és

p2(z) = 1.164013z — 0.335748922 .

En el cas m = 3, els valors de la funci6 en els punts x; = %r (i =0+ 3) son:

fo=0, f1 =0.5, fo =0.8660254, f3 =1,
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i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

lo(x) = 1—3.501409z + 3.647563x> — 1.1610552° ,
Li(z) = 5.729578x — 9.118907x% + 3.4831662> ,
lo(z) = —2.864789x + 7.295125x2 — 3.4831662°
Is(x) = 0.6366198z — 1.823781z% + 1.1610552> .

El polinomi interpolador és
p3(z) = 1.020429z — 0.0654708z% — 0.1138719z° .
En el cas m = 4, els valors de la funcié en els punts z; = % (1=0=+4) som:
fo=0, f1 =0.3826834, fo =0.7071068, f3 = 0.9238795, f4 =1,
i els polinomis de Lagrange associats als dits punts vénen donats per:

(z) = 1-5.305165z + 9.4566442% — 6.880327z° + 1.752061x" |

() = 10.18592z — 28.09974x2 + 24.76918z> — 7.008244z"
lo(x) = —7.639437z + 30.80164z% — 33.02557x> + 10.51237z* |

() = 3.3953052 — 15.13063z2 + 19.264922% — 7.008244z%

(x) = —0.6366198z + 2.97208822 — 4.1281962> + 1.752061z* .

El polinomi interpolador és

pa(z) = 0.9963172 4+ 0.0199514322 — 0.20358552° 4 0.028714232% .

Noteu que tots els polinomis de Lagrange d’aquest apartat s’obtenen substituint = per
%x ~ (0.636619772x en les expressions dels respectius polinomis de Lagrange de ’apartat

a).

¢) Per a la funcié f(x) = exp(z?) en linterval [0, 1], calculada amb 6 xifres decimals
exactes, ja no escrivim els polinomis de Lagrange atés que sén els mateixos que en ’apartat

a).

En el cas m = 1, els valors de la funci6 en els punts x; = % (t=0=+1) son:
fo=1, f1 =2.718282.
El polinomi interpolador és
pi(z) =1+ 1.718282x .
En el cas m = 2, els valors de la funci6 en els punts z; = £ (i = 0+ 2) son:
fo=1, f1 =1.284025, fy = 2.718282.

El polinomi interpolador és

po(x) = 1 — 0.5821802x + 2.300462x2 .
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En el cas m = 3, els valors de la funci6 en els punts z; = £ (i = 0+ 3) s6n:
fo=1, fi = 1.117519, f» = 1.559623, f5 = 2.718282.
Fl polinomi interpolador és
p3(x) = 1+ 0.25764772 — 0.30322432% 4 1.7638582° .
En el cas m = 4, els valors de la funci6 en els punts z; = £ (i = 0+ 4) s6n:
fo=1, fi = 1.064494, f, = 1.284025,
f3 = 1.755055, fi = 2.718282.

Fl polinomi interpolador és

pa(x) =1 — 0.06771732z + 1.5263422% — 1.27888z> + 1.5385372% .

d) Per a la funcié f(z) = cos(cos(z)), calculada amb 6 xifres decimals exactes en
interval [0, ], tampoc no escriurem els polinomis de Lagrange, atés que apareixen en
lapartat b).

En el cas m = 1, els valors de la funci6 en els punts x; = % (t=0=+1) son:

fo =10.5403023, f; =1.
El polinomi interpolador és

p1(z) = 0.5403023 + 0.29265262 .

En el cas m = 2, els valors de la funci6 en els punts x; = %r (1 =0+2) son:

fo =0.5403023, f; = 0.7602446, f, = 1.
El polinomi interpolador és

p2(z) = 0.5403023 + 0.2674258z + 0.0160599z2 .

En el cas m = 3 els valors de la funcié en els punts x; = %r (1 =0+ 3) son:

fo=0.5403023, f; = 0.6478593, fo = 0.8775826, f3 = 1.
El polinomi interpolador és

p3(x) = 0.5403023 — 0.05732768x + 0.6413111x% — 0.26642962° .

En el cas m = 4, els valors de la funci6 en els punts x; = % (1=0=+4) son:

fo = 0.5403023, f1 = 0.602729, fo = 0.7602446,
f3 = 0.927666, fi= 1.

El polinomi interpolador és

pa(z) = 0.5403023 — 0.02179655x + 0.5256142>
—0.1526548z3 — 0.0347085x* .
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METODE DE LES DIFERENCIES DIVIDIDES DE NEWTON

a) Les taules de diferéncies dividides per a la funcio f(xz) = e en linterval [0, 1] es
donen a continuacié per als valors de m = 1,2, 3,4, aix{ com els polinomis interpoladors
resultants:

0 | 1.000000
1.718282
11| 2.718282

p1(z) =1+ 1.718282z .

0 1.000000
1.297443

0.5 | 1.648721 0.841679
2.139121

1 2.718282

1
po(x) =14 1.2974432 + 0.841679x(z — 5) .

0 1.000000

1.186837

0.333333 | 1.395612 0.704291

1.656365 0.278626
0.666666 | 1.947734 0.982918

2.311643

1 2.718282

2

1 1
p3(z) =1+ 1.186837x + 0.704291x(z — 5) + 0.278626x(x — g)(ac - g) .

0 1.000000

1.136102

0.25 | 1.284025 0.645363

1.458783 0.244400

0.5 |1.648721 0.828663 0.069416
1.873115 0.313815

0.75 | 2.117000 1.064025

2.405127

1 2.718282

1
pa(z) = 14 1.136102z + 0.645363x(x — Z)

1 1
+0.244400z(z — Z)(:c — 5)

1 1 3
+0.06941 - Jex—-z)z—-).
0.069416x(x 4)(m 2)(30 4)
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b) Les taules de diferencies dividides per a la funcié f(x) = sinx en l'interval [0, 5] es
donen a continuacié per als valors de m = 1,2, 3,4, aix{ com els polinomis interpoladors

resultants:

p3(x) = 0.9549302 — 0.244340z (z — %) — 0.1138722(x — %)(x - g) .

bl

ISR

oy

[an}

0.000000
0.636620
1.000000

pi(z) = 0.636620x .

o3

0 | 0.000000
0.900316

0.707107 —0.335749
0.372923

A~

1.000000

wol3

pa(2) = 0.900316z — 0.335749z(x — %) .

0 | 0.000000
0.954930
| 0.500000 —0.244340
0.699057 —0.113872
| 0.866025 —0.423210
0.255873
7 | 1.000000

0.000000
0.974495
0.382683 —0.188895
0.826137 —0.135929
0.707107 —0.349033 0.028714
0.552007 —0.090825
0.923880 —0.456034
0.193839
1.000000

pa(z) = 0.974495z — 0.188895z(x — %)
)

)(x—g) .

s T
—0.135929 - = - —
x(z 8)(3: 1

s T

028714 - = - =
+0.028714x(z 8)(:1: 1
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¢) Les taules de diferéncies dividides per a la funcié f(x) = exp(z?) en l'interval [0, 1]
es donen a continuacié per als valors de m = 1, 2, 3,4, aixi com els polinomis interpoladors
resultants:

0 | 1.000000
1.718282
11]2.718282

pr(x) =1+ 1.718282z .

0 | 1.000000
0.568051

0.5 | 1.284025 2.300462
2.868513

1 ] 2.718282

1
p2(x) =1+ 0.568051z + 2.300462(x — 5) .

0 1.000000

0.352557

0.333333 | 1.117519 1.460634

1.326313 1.763858
0.666666 | 1.559623 3.224493

3.475975

1 2.718282

2

1 1
ps() = 1+ 0.352557z + 1460634 (z — ) + 1.763858x(z — 3)(x — 3) -

0 1.000000

0.257978

0.25 | 1.064494 1.240292

0.878124 1.028926

0.5 | 1.284025 2.011986 1.538537
1.884117 2.567463

0.75 | 1.755055 3.937583

3.852909

1 2.718282

1
pa(x) = 14 0.257978x + 1.240292x(x — Z)

1 1
1.02892 - = - =
+1.0289262(z 4)(1‘ 2)
1 1 3
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d) Les taules de diferéncies dividides per a la funcié f(z) = cos(cosz) en I'interval [0, 7]
es donen a continuacié per als valors de m = 1,2, 3,4, aixi com els polinomis interpoladors

resultants:

0 | 0.540302
0.292653
% | 1.000000

2
p1(z) = 0.540302 + 0.2926534 .

0 | 0.540302
0.280039
™ | 0.760245 0.016060
0.305266
T | 1.000000
pa(x) = 0.545302 + 0.280039z + 0.016060z (z — Z) .
0 | 0.540302
0.205419
™| 0.647859 0.222804
0.438739 —0.266430
T | 0.877583 —0.195702
0.233800
T | 1.000000
p3(z) = 0.540302 + 0.2054192 + 0.222804x (x — %)
T ™
—0.2664302(2 — ~)(z — XY |
z(z : ) (@ 3)
0.540302
0.158968
0.602729 0.308304
0.401110 —0.234435
0.760245 0.032117 —0.034708
0.426335 —0.288955
0.927666 —0.308299
0.184197
1.000000
pa(z) = 0.540302 + 0.1589682 + 0.308304x (z — g)
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T 7r

—0.234435z(x — g)(az - Z)
il

4

—0.0347082(z — %)(a: -

ERRORS COMESOS

Seguidament passem a fitar els errors en tots els casos emprant la formula de I'error
d’interpolaci6.
Fitem en un interval qualsevol [a, ] el factor de I’error per a abscisses equidistants
wm(x) = (x —x0)(x —21) -+ (x — Tpy) -

El podem considerar escrit, si fem el canvi de variable x = ¢ + h,,u, com

Bt )t 5 = 1) (= )

ba (1 =1,2,3,4) i c = 2L,

a l'interval [, %], on hem fet h,, = >

Definint

15+ 14
w =0, i\ég,i\f,i 5+1705 (m=1,2,3,4) ;

els valors respectius d’aquests maxims resulten ser:

1 2 950 + 58v/145
Q =|m (u) = -, \/g’ 1, (m=1,2,3,4) .
49 5v/5

Aixi doncs, el factor wy,(z) queda fitat per h*1Q,,; de manera que, si My, 11 és una
fita de la funcio f(™*1) a tot 'interval, lerror d’interpolacié en qualsevol punt de l'interval

esdevindra fitat per
Mm+1 hm+1Q
(m+1)r ™ =

a) Per a la funcié f(xz) = e® a U'interval [0, 1] es pot prendre M,,11 = e, per a tots els

valors de m, i h,, = %
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Les fites dels errors per als diferents valors de m seran, doncs:

m =3 | 5hiQs ~ 0.0014

m=4 ﬁhiﬂll =~ 0.000080

b) Per a f(x) = sinz a [0,5] , Myt = 11 hm = 25

m=1|3hiQ ~0.31

m =2 | $h3Qy ~ 0.031

m =3 | 3;h3Q3 ~ 0.0031

m =4 | 135h50 ~ 0.00028

2+ 4562)6"”2 < 6e = My,
122 4 82°)e” < 20e = M,
12 + 4822 + 1621)e®” < 76e = My,

(
(
(
(1202 + 1602 + 322°)e*” < 312e = Ms;
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aixi,

m=1 Mg%h%Ql ~ 2.04

m =2 | Mgh3Qy ~ 0.44

m =3 | Myz;h3Qs ~0.11

m =4 M5ﬁhiﬂ4 ~ (0.025

’ 2 2m
Fe) = s(e)s

@) = —clc)s® + s(c)e,
FO @) = —3¢(c)sc — s(c)(s® + 5) = —3c(c)sc — s(c)s(s® + 1),
FD @) = e(e)(s* + 452 = 3¢) — s(c)(6s*c + ¢)

= c(c)(s? + 75 = 3) — 65(c)(sc)s — s(c)c
fOz) = e(e)(10s3c + 15s¢) + s(c)(s° + 105> — 155¢ + 5)

= c¢(c)sc(10s? + 15) + s(c)(s° + 258> — 14s) ;

on s’ha emprat s(c) = sin(cosx), ¢(c) = cos(cosz), s =sinz i ¢ = cosx.
Fitant s(c) per sinl, c(c) per 11 sc per %, i fitant correctament els polinomis en s,
podem prendre:

3 25
My =1+sinl, M3:§—|—28in1, My =5+4sinl M5:?—|—12sinl.

Aixi,

m =2 | M3:h3Qs ~ 0.099

m =3 | My5;h3Q3 ~ 0.026

m =4 | M5155h3Q4 ~ 0.0064
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Problema 3.4 Disposem de la taula segiient:

z | 20 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5
Jo(z) | 0.2239 0.1666 0.1104 0.0555 0.0025 —0.0484

de la funcié de Bessel d’ordre 0

1 ™

Jo(x) = —/ cos(zsint)dt ;
T Jo

empreu el métode de les diferéncies dividides de Newton per tal de trobar els valors de

Jo(2.15), Jo(2.25) i Jo(2.35) amb errors menors que 31073,

SoLucio:

Es proposa fer la segiient tria de punts per als calculs demanats: si es vol calcular
Jo(x) per a x = 2.15,2.25,2.35, prenem els punts consecutius de la taula xg, z1, ..., T
de manera que zg < x < 1.

L’expressioé de 'error en la interpolacié

J(m+l) 2
hfe) = () = 28 0)
ens permetra trobar el valor de m per al qual es pot assegurar que aquest error sigui menor
que 210 3.
Una fita d’aquest error per a z = 2.15,2.25,2.35 es troba fent

| I (@)
| Jo(z) — pm(z)] < WWT}@@H
Mps1 o mer 113 2m —1
S T A

Trobem tot seguit fites per a les derivades de la funcié Jy:

1 ™
Jo(z) = ——/ sin(zsint) sin tdt ,
™ Jo
1 /7 2
Jo < = / intdt = = ;
@) < 2 [Csiniar=2
1 ™
J(()Q)(a:) = ;/0 cos(z sin t) sin? tdt

1 /7 I
|Jéz)(x)| < —/ sin? tdt = 3

1 ™
J(()S)(x) = —/ sin(z sin t) sin® tdt |
™Jo
(3) 1/ 4
J < — Stdt = —
@1 s - [Tt = o
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Aixi, prenent My = % i Ms= %, tenim:

1,11
[Jo(z) =pi(@)] < 55017 = 565
4 3 1 1
_ < 1 37:71 -3 1 -3 .
(@) =pe)] < g 075 = 07 < 5107

per tant, no sembla suficient de fer una interpolacié lineal. En canvi, una interpolacié
quadratica produeix un error sensiblement inferior a la fita demanada.

Construim la taula de diferéncies dividides fins a diferéncies de segon ordre usant totes
les abscisses llevat de la primera, que no es necessita,

2.1| 0.1666
—0.562

2.2 0.1104 0.065
—0.549

2.3 | 0.0555 0.095
—0.530

241 0.0025 0.105
—0.509

2.5 | —0.0484

Les aproximacions demanades, trobades per interpolacié de segon grau, segons s’ha
indicat, son:

Jo(2.15) ~ 0.1666 — 0.562(2.15 — 2.1) + 0.065(2.15 — 2.1)(2.15 — 2.2)
— 0.1383,

Jo(2.25) ~ 0.1104 — 0.549(2.25 — 2.2) + 0.095(2.25 — 2.2)(2.25 — 2.3)
= 0.0827,

Jo(2.35) ~ 0.0555 — 0.530(2.35 — 2.3) + 0.105(2.35 — 2.3)(2.35 — 2.4)
0.0287 .

Problema 3.5 Disposem d’una grafica de y = f(x). Una taula digitalitzadora doéna les
coordenades dels punts de la corba amb un error absolut (en x i y) menor que 0.02 dm.
Cinc punts d’aquella grafica donats per la taula son:

ap(en dm) | 0.20 0.50 1.00 1.20 1.80
yi(en dm) [ 0.80 0.80 0.60 0.40 0.60

Trobeu una fita de Ierror absolut del valor de y corresponent al punt x = 1.50 donat
pel polinomi interpolador als punts de la grafica, degut inicament als errors de les mesures.
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SoLucIo:

Per tal de trobar la fita demanada farem un estudi aproximat de la propagaci6 dels
errors de les dades en el valor del polinomi interpolador en el punt x = 1.50, suposat
exacte, 1 sense comptar els errors en les operacions.

Es tria la formula d’interpolacié de Lagrange per al seu calcul,

4
o) = Syt = e [T 2
=0

im0 ki VP Tk

Emprant les férmules aproximades per a 'error en sumes, productes i divisions, tro-
barem una fita per a l'error absolut en p(z) en funcié de la fita de 'error absolut en la
mesura de les coordenades dels punts ¢ = 0.02dm:

4 4

T — T
ca(p(r)) = [Li(@) | aly) + 3 lvil ea(J] —7)
i=0 i=0 kAi t Tk
4
= Z [li(z) | €a(yi)
i=0
4
o)) (i) €a(xr)
20 ”yl'z( o] " Tei—an] Tz o]
i—0 ki — Tk T — Tk Ti — Tk
! 2
= @) |1 nl (=2 )|«
; 1 2 kz;,gz k| |z — o |
Substituint les coordenades pels valors de la taula, tenim
ea(p(z)) = 0.02
1.0-0.5:0.3-0.3 1 1 1 1 2 2 2 2
{0.3-0.8-1.0-16 [1+08(ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)}
1.3.0.5:0.3-0.3 1 1 1 1 2 2 2 2
T03050713 {1+0'8(ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ)}
1.3.1.0.0.3-0.3 1 1 1 1 2 2 2 2
08050208 {1“)-6 <ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+@+ﬁ+@+@>}
1.3-1.0-0.5:0.3 1 1 1 1 2 2 2 2
+ 10070206 [1"‘0'4(13+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+oﬁ+ﬁ)ﬂ :

Un cop realitzats els calculs resulta

€a(p(x)) ~ Tle ~ 0.35],

un error extremament gran, si observem que el valor aproximat trobat per a p(1.50) és de

0.198.
Aquest error tan gran és degut principalment a l'error en les abscisses. Si aquestes
fossin exactes, es pot comprovar facilment que

4
€a(p(1.5)) < €>  |l,(1.5)|=be=2.5-10"7,
k=0
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apreciablement menor que el resultat obtingut anteriorment.

Problema 3.6 Volem tabular la funci6 error

2 T
erf(:r) = ﬁ/o €_t2dt

en punts equidistants a linterval [0,1] amb pas h = 0.01. Trobeu el nombre maxim t
de xifres decimals arrodonides amb qué s’han de donar els valors de la taula per tal que
Perror degut a la interpolacié per polinomis de graus 1, 3 i 5 (fent servir els punts més
propers) no excedeixi I’error propagat en el calcul del polinomi interpolador degut a I’error
d’arrodoniment de les dades.

SoLucio:

Fitarem primer les derivades successives de la funci6 f(z) = erf(z) per tal de poder
fitar després les expressions per als errors d’interpolacié per a x € [0, 1]:

@) —pi@)] < 20017,
@) - ms@)] < 00,
@) = ps(@)] < 20,0105

on M,,11 és una fita del valor absolut de f(™*1) a [0,1] i els Q,, (m = 1,3,5) estan
definits de forma analoga als del problema I11.3; perd aqui, el maxim de wy, se cerca en el
subinterval central [—3, 1] en la variable u, allf definida.

En el cas d’interpolacié de grau m = 2s+ 1 a f en x, triarem les abscisses xg, ...,
ZTos41 de forma que x estigui en el subinterval central x4, 541 de centre ¢ = % La
variable v compleix, doncs, x — ¢ = hu, amb h = 0.01.

Atesa la simetria, el maxim s’assoleix ara en el punt central u = 0 corresponent a z = c.
Resulten aixi: € = i, Q3 = 1% iy = %.

Les primeres derivades de f(z) son:

fla) = 2=
) = —\;l%a:ezQ,
O @) = \/2E(_2+4x2)6_x ;
D) = _;(—1235 + 82%)e ™,
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6) () — 2
O = -
2

FO(z) = ——=(120z — 160z® + 322°)e ="

(12 — 4822 + 16x4)e_x2,

S

Els polinomis H;(x) (j > 0) complint

. .2 g2
FU (@) = (~1) i@
o equivalentment
j "E2 Cl‘7 _xQ
Hj(z) = (-1)e 1z € )

s’anomenen polinomis d’Hermite i sén tractats en els problemes proposats.

Aixi les fites My, My i Mg de les derivades segona, quarta i sisena, requerides en el
calcul, es poden trobar cercant els maxims i minims locals d’aquestes funcions derivades
en linterval [0,1]; aquests es donen en els zeros de les funcions derivades d’aquestes i,

per tant, en els zeros de Ha(z), Hy(x) i Hg(x), que son respectivament g = 0.7071...,

36 — .5246... i 0.4361...
Les fites resultants per als errors e/, deguts a la interpolaci6 seran:

2)(0.7071 1
e~ mm%, ~0.12-107%,
2 4
(4)
I |/17(0.5246)| . 5 9 -9
el o1 1078 12 = 0.62- 1077,
(6)
I [1(0.4361)[ | 15225 —12
~ 07122 ~ 019010712
5 720 64

En el cas d’interpolacié lineal, 'error 6’14 propagat en

pi(z) = f(xo)lo(z) + f(z1)l(x)

sera fitat per
o) | e+ |1 ()| € < 2¢ = €.,

si les dades tenen un error absolut fitat per €, d’acord amb el problema IIL.5.
En el cas d’interpolacié de grau m = 3,5, Uerror propagat e;“n en

Pm(T) = Zf(xk)lk(x) :

j=0

degut a 'error d’arrodoniment en f(zy) (k = 0+ m), esta fitat per
m
em=cy (@),
j=0

que es pot demostrar que és menor que 2.5¢, si « pertany al subinterval central.
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Sembla, doncs, adequat donar els valors de la funcié amb ¢ = 4, 8,12 xifres decimals
arrodonides, respectivament; llavors, una fita de U'error d’arrodoniment de les dades és

€= %10* i les fites €2 no sén sobrepassades per les fites €/ trobades per a m = 1,3, 5.

Problema 3.7 a) Doneu de forma explicita els polinomis de Taylor en el punt x = 0 a les
funcions segiients:

i) coshz = (e* +e77)/2, sinhz = (¥ —e™*)/2;
i) (1+2) (a =2, %, —%, %, —%)
b) Trobeu expressions per als errors i fites d’aquestes.

c¢) Estudieu la convergéncia dels desenvolupaments de Taylor.
d) Calculeu les funcions donades en x = 0.001 amb un error menor que 10720,

SoLucio:

a) i) Prenem primerament f(z) = coshz. Les derivades successives d’aquesta funcié son
f'(z) = sinhz, f®(2) = coshz, ...; és a dir, les derivades parelles son f*7)(z) = coshz i
les imparelles, £+ (z) = sinhz (r > 0). En el punt = zg = 0, tindrem, doncs,

ey =1, fEH0) =0 (r=0).

Tal cosa permet ja escriure els polinomis de Taylor demanats

.2725

_ _ 1 4 1,
p2s(x) = past1(z) =1+ 596 + ﬂx + -+ (29)! .

Per a f(z) = sinh z és facil observar que els polinomis de Taylor son

CIZ2S+1

1 4
. — o a4 (53>0).
P2s+1(x) = pasta(x) = x + 696 + s+ 1)1 (s )

ii) Ara f(z) = (1 + x)%, la derivada j-ena és
fllx)=ala—1)...(a —j+ 1)1 +2)*7
i els coeficients del polinomi de Taylor sén

F0)  ala—1)...(a—j+1) (a)

it 3! J

Els polinomis de Taylor resulten ser

pn(x):§)<3>$]

J
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Per al cas o« = 2 tenim:

po(x) =1, pi(a)=1+2zx, pple)=1+22+2% (n>2).

Per al cas a = %, tenim que els coeficients del polinomi de Taylor sén
1 253 .
j 4! 2-4-6---(29)

= B G0,

i els polinomis de Taylor s6n

11 1 5 L (2n—3)
— 14—y — St g3 A _ynliEr 2%
Pal@) =1 gw—gam 4 qaam = oga + o+ CDT

xn

Per al cas a = —%, tenim que els coeficients del polinomi de Taylor sén

“3) - (DR 18521
j - 4! o 2-4-6---(29)

35 (2n — )N
n(z)=1— = P N B TSI G YO ek
Pal2) 2T T Tt ) g

mn

Per al cas a = %, tenim que els coeficients del polinomi de Taylor son

<;> _ é(—%)---(—%i>:(_1)j_12-5-8---<3j—4>
j ! 3-6-9---(39)
(35 —

>0),

i els polinomis de Taylor s6n

11 5 10 L (Bn—a)
=1+ — _ 2 3 _ 4 —1)" LAY =) n
Pn() 379" TRT T aa3” 1) (3n)!!!

Per al cas a = —%, tenim que els coeficients del polinomi de Taylor sén

<_;>_ (=5)(=5) - (=¥52) _ 14T (3 -2)
j = i 3:6-9---(37)
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i els polinomis de Taylor s6n

1 2., 14, 35 (3n — 2)11
n —1-= <2 =3 e _1n7n
Po(@) R T VT S i T

b) i) L’expressié de Lagrange per als errors dels polinomis de Taylor

— f(n+1)(§($))xn+l

Ro(a) = J (@) = pala) = "5

permet trobar les fites

Mn+1

R < n+1

[ Buw)|< o

essent M, 11 una fita del valor absolut de la derivada (n+1)-ena de f en 'interval < 0,z >.
En el cas que f(z) = coshz, prenent n = 2s + 1, als polinomis de Taylor pos(x) =

pas+1(x) els correspon 'expressio segiient per a lerror:

RQs(x) = R23+1($) = mx25+2

ila fita
coshz 5 .9

il :
(25 +2)!
atés que les seves derivades parelles coincideixen amb la funcié, que és parella i creixent

per a valors positius de z i, per tant, pot fitar-se per coshx.
En l'altre cas, f(z) = sinh z, tenim analogament

cosh f(ﬂﬁ) 2543

Rasy1(7) = Rosyo(x) = (25 + 3)!

que pot fitar-se, en valor absolut, per

coshz L2543
(25 +3)! '

ii) Per a f(z) = (1 + x)“, expressi6 de Lagrange per als errors

1 o "
R, (z) = AT e@)ia < . )x +1

pot fitar-se per

per a valors de x > 0 i per

1 o anrl
(1 [l \ n+1
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per a valors de z a (—1,0). Aquesta darrera expressio esdevé arbitrariament gran a mesura
que z tendeix a —1 per a cada n fix.

c¢) i) La convergéncia dels polinomis de Taylor a la funci6 esta assegurada aqui en
ambdos casos, per a qualsevol valor de x: és facil comprovar que les fites trobades per als
errors tendeixen a zero quan s tendeix a infinit.

ii) La convergéncia en aquest cas és dbvia quan « és natural, atés que es tracta d’una
suma finita. Si z € (0,1), és també facil demostrar que la fita de 'error trobada tendeix a
zero, quan n tendeix a infinit; perd no es pot assolir el mateix resultat per a tots els valors
a (—1,0) (encara que es pugui fer de manera analoga a linterval (—3,0)), aix{ doncs, cal
seguir un altre cami per decidir sobre la convergéncia.

La formula integral és millor en aquest cas; prenent y = —z, tenim

w0 )Gy 0o
= ()" Hn+1) < — )/oy“n G:Z)a 16%
= ()™t ) ( o ) A [

. . t .
on s’ha fet servir la variable u = zf—it, O<n<y,izx<&=-n<O.

Clarament, la mateixa expressié és valida també per a = > 0, i tenim aix{

o 1+ 2\ 2™t

Ry, (x)

«

L’expressi6 trobada es pot fitar ara, per a € (—1,1),
‘ 14|zt

(6%
| Bin()| :|<n+1> 1+€| |1+€
o 14 o[\ 2]
|<n+1>'(1—m\) 1—|z|

D’aquesta fita, s’'infereix la convergéncia dels polinomis de Taylor a la funcié per a tot
valor de z € (—1,1).

d) i) Els calculs de cosh 0.001 i sinh 0.001, aproximant amb polinomis de Taylor ade-
quats, donen:
1076 10712 10718
cosh0.001 = 1-%4457—-+ 51 + cosh 0.001 =50
1.00000050000004166667 + 0.5 - 10720 |
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1079 1071 1021
+ cosh 0.001
6 T 1o0 T 5040

0.001000000166666675000000 &+ 0.2 - 10724 .

sinh 0.001 = 1073+

ii) El calcul de (1 + z)® es porta a terme de la mateixa manera per als diferents valors

de o demanats. Mostrem aqui només els calculs per al cas a = %:

1 1073 100 1072 5.107!2
1+0.000)2 = 1 - -
(1+0.001) T s 16 128

%_7- 10715  21.10718  33.10°2!
256 1024 2048

1.0005001250625390898642 + 10722 .

Problema 3.8 Calculeu ', In1.1, 1.173/2 i sin0.1 amb error absolut fitat per 10710,
emprant desenvolupaments de Taylor en xg = 0.

SoLucio:

Partirem del coneixement dels desenvolupaments de Taylor de les funcions e*, In(1+z),

(1+ x)_% i sinz donats a la taula IIL.5. Els avaluarem en z = 0.1 per tal de trobar els
valors demanats, tenint cura d’efectuar les operacions amb prou decimals (per exemple,
12), i fitarem ’error comeés:

1072 107 107* 10° 1076

0.1
2 * 6 +24+120+720

= 1.10517091805 £ 2-10~ ! .

1072 10—3__ 1074 107° 1076

Int.1 = 107! —
. 0 E 1 T 6
1077 108 107° 10710
- + +
7 8 9 10

= 0.09531017989 + 10~ ' .

3 39 3-5-7

3
1172 = 1—2107'+ 221072 = 1073
’ 51 oy 2-4-6
3-5-7-9.
Z - 710
t5 468 +
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107"

5.
4. 20 2.4..-22
3-100'  15-1072 35-107% 315-107¢

5 T s T 16 T 1

693-107° 3003-107% 6435-1077
T 256 T 1024 2048
109395 -10~% 230945 - 1077
32768 65536
969969 - 1010 2028117101
262144 524288
= 0.86678417276 +4-10~ ! .

- 1-—

1073 107° 1077
+ +

120 ~ 5040

= 0.099833416667 + 2 - 10~ .

sin0.1 = 107! —

Problema 3.9 Trobeu, com a minim, els cinc primers termes no nuls dels desenvolupa-
ments de Taylor en xo = 0 de les funcions segiients:

a) €, esina? x4(1+x2)%, tan(3z), sin®z;

b) Sin:U7 cosa:Q—lv sina:—;v5—333/67 ln<1+x>i;
T z T 1—2
) x5 xz(cosx —1) (1+ m)% (1-— x)%
c ) . . Y ’
sin®z’ sinx —sin® (14_;3)%4_(1_33)%

d) eSinT - gveosT In(cos x).
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SoLucIo:

a) Emprant el desenvolupament de I'exponencial, tenim

2,.2 3.3 4,4 5,.5

B 1+3x+3x+3x+3m+3x+_“
2! 3! 4l 5!
274 81 5

9 9
=1 -
+39:+2m +2:U+8 +4O$+

Fent el producte dels desenvolupaments d’e® i de sin 2?2, trobem

2 3 4 IEG

e“sinz? = (l—l—x—i—i—f—%—kx——k )(x2—§_|_...)
B 2 6 8
De manera similar es troba
4 2,1 4 1, 1 4, 13 4
]. 2 = 1 — _
x5 (1 + x%) x( +2x 2‘4:1: +2'4-6x

168" "2.46.8 10" )
6

1 1
- 210

Per tal de trobar el desenvolupament de tan 3z trobem primerament el de tan x, partint
del coneixement dels de sinz i de cosz. Notem primerament que la funcidé tangent és
imparella i, per tant, el seu desenvolupament esta format només per monomis amb exponent
imparell

tanx = a1 + a3x3 + a5x5 + a7x7 + agxg + allxn + -

El desenvolupament donat compleix la relacié

22 gh g6 8 10
(1—54‘? g"‘g—lio'—‘r )tanar
P G S
A TR ST
i, per tant, els coeficients del desenvolupament satisfan el sistema d’equacions lineals
segiient:
1 = al
1 aq
R
1 as
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11!

que es pot escriure:

ai

6as

120as5
5040a7
362880ag
39916800a11

217
as as aq
R TR TR
ar as as ay
TR TR TIRAT]
a9 , G745 , 43 01
W=or ™y el T8l 10!
1
3a1 —1
60ag — ba1 + 1

2520a5 — 210a3 + 7a; — 1

181440a7 — 15120as + 504a3 — 9a; + 1
19958400ag9 — 1663200a7 + 55440as
—990as + 11la; — 1

Aixi tenim el desenvolupament

tanx

3

1 2
4+ -2+ =2 +

17
T

315

62
X
2835

1382

211
155925

15

El desenvolupament demanat és, doncs,

tan 3z

Per al calcul del desenvolupament de f(z) = sin

1 2 17
3x-+»533x3-+‘4735x5-+‘44737x7

15 315
62 1382
39,9 m 11,
t835° 7 T 155025° ¢
162 . 4131
3x + 9[E3 + T:L'E’ ?l’?
L 15066 o 3022434,
x o« o e
35 1925

3 ¢, usarem una formula trigonométrica

que es dedueix de la formula de Moivre

3
sinz = Zsinx—isin&c
3 3 20 7 a2 211
B TR TR TR
1 331,3 351,5 371:7 39.179 3111.11
——(3x — = - +-)
4 3! 5! 7! 9! 11!
_ §§w3_§3%—15 §:36—1$7
43! 4 5 4 7
BF o 3301,
4 9! 4 9
1 13 41 671
o 3 __ .5 LT 9 11
= T T 150" T 30227 T 604800
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b) Els tres primers desenvolupaments demanats son molt senzills de trobar si es parteix

dels desenvolupaments coneguts de sinx i cos x.
Aixi, directament:

sinx 2 4 20
= 1-=4—— =
T 6 ' 120 5040
x8 xlO
*362880 39916800
cosx — 1 B l_i_xj L4_|_ 20
x2 2 24 720 40320
CC8 xlO
T 3628800 | 479001600
sinac—m—{—%3 _ 1 2 n x4 20
x5 T 120 5040 ' 362880 39916800
x8 xlO

+6227020800 1307674368000 e
Laltima funcié d’aquest apartat es pot escriure com
1
—[In(l+2z)—In(l —2)];
x

la dita funcié té el desenvolupament

3:4 £C6 xS :EIO

1
1+a\= 2
ln( x) =20+ 4+ 4 42 4T 4o

3 ) 7 9 11

1—z

que es dedueix directamente del de In(1 + z).

¢) Notem primerament que el desenvolupament cercat per a la funci6 f(x) =

de ser de la forma

flx) = 22 + agzt + agz® + agx® + a102'° + apox!® + - -

)

T
sin

5
3

T

ha

partint del coneixement del desenvolupament de sin®z trobat a a), establirem un sistema

d’equacions lineals per als seus coeficients imposant

5 o 1327 412° 671zt

- — [ e 5 .
@ =5+ 120~ 3004 T 604800 )f(z) ==
Resulta:
1
aq — 5 =0
ay 13 .
=5t = Y
13 41
ag — % + = =0

2 " 120 3024
ag 13ag 4lay 671

@0 = 5 T 950 T 3024 T 604800
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El desenvolupament trobat és llavors

° 2, xt N 1726 N 4578 N 3287210 N
sin® 2 2 120 15120 604800

cosr—1 . . .
Per a f(z) = 35(7563) el desenvolupament té la mateixa forma que en el cas anterior
S x—si- r

2 4 1 12
f(x):x “+ a4 +a6x6+a8x8+a10:p0+a12x —+ .-

Els coeficients ara es troben imposant

. . 3
sinz — sin®
——— f(x) = cosx — 1 ;

X
aixo és,
e 6lzt 54725 70328 44287410
(1——+ - + — + ) f(x)
6 120 5040 51840 39916800
ZCQ $4 .9;‘6 xS xlO
P St S

2 4! el 8 10!
La resoluci6 del sistema lineal corresponent déna el desenvolupament buscat. Els detalls
del procés es deixen al lector.

El desenvolupament de

-
~—
8
SN~—
I
= o=

que és de la forma
f(x) = a1z + aza® + a5z + ara” + agz® + anatt + -

es trobara partint del desenvolupament

. 1 2 2.5 2.5-8

1 53 = 14 -0— —ua? 3 _

(1+2)3 T3P 3" T36.9" 369 12
_ 14" ? N 50 10z! N 220°  1542° N 3747
- 39 ' 81 243 ' 729 6561 ' 19683

7935958 N 21505z B 22365210 N 14740721 B
59049 = 1594323 4782969 14398907

i llavors
222 20z*  308z%  1870x%  111826x1°

(=5 =213 ~ G561 soodo  dmsz060 @
2z  10x® 4425 75827  43010z° 294814zl
5 81 T 720 T 10683 T 1594323 T 14398007 T
La resolucié del sistema lineal corresponent també es deixa al lector.
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d) El desenvolupament de f(z) = 5" es podria trobar per composici6 dels desenvolu-
paments del cosinus i de ’exponencial; una altra manera d’operar consisteix a derivar i
trobar després el desenvolupament

f(z) = a1z + asx® + a3z + agz* + asz® + agz® + - -

imposant la relacié resultant
F(@) = f(z) cosa |
i emprant el desenvolupament de cos .
El sistema lineal corresponent és:

al = 1
2@2 = aj
5 1
a3 = ag— —
3 275
ai
4 = - —
a4 a3 — 5
a9 1
5 = - =4+ =
as a4 9 + 24
as aj
6 = -+ —
ag as 5 + 21
i el desenvolupament buscat
2 4 .5 26

- ¢ T
sine _ {4 02 2 7 o L.
‘ Ty T8 T a0
De manera similar, derivant ara g(x) = y/cos x, trobem

1 sinx

/ — _ .
g(w) = 2 /cosx ’

aixo és,
2¢'(z) = —g(z) tanw .
Aquesta relacié permet trobar el desenvolupament de la funcié exponent g(z) = \/cosz
de f(x) = evV* partint del desenvolupament conegut de tanz; un cop conegut aquest,
el de f(z) es troba imposant la relacié entre les derivades f'(z) = ¢'(z) f(x).

Derivant f(x) = In(cosx), tenim
f(z) = —tanx ;

el desenvolupament buscat es troba simplement integrant terme a terme el desenvolupa-
ment conegut de tanz i imposant f(0) = 0:
1, 1., 1, 17 4 62 4 691
2% T12% T as" T 2520 T 283507 T 935550

12, ..
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Problema 3.10 Considerem la funcié
fo(n) =[(¥V2—=1)n —In2]n.

Calculeu-la directament per a n = 10¥ (k = 1 + 10) i expliqueu els resultats i trobeu
f0(101%) amb 15 xifres significatives.
Feu el mateix amb les funcions

fu(n) = (1+i)n—e, fj(n):</n+i—</n—i (j=2.3.4).

Useu e = 2.718281828459045..., In2 = 0.6931471805599453...

SoLucio:

En la taula 3.8 es mostren els resultats obtinguts treballant en doble precisié (amb apro-
ximadament 16 xifres significatives). S’observa que, a mesura que augmenta k, els resultats
obtinguts es van distorsionant per l'efecte de cancel-lacié que s’observa en I'expressié de
fo usada; notem, per exemple, que ¥/2 ~ 1 quan n = 10* tendeix a infinit. Una forma
d’evitar la cancel-lacié consisteix a desenvolupar /2 per a valors de n grans.

fo(10%)
0.2458744
0.2407825
0.2402820
0.2402321
0.2402271
0.2402265
0.2402252
0.2406785
0.2600646
0.3449082

© 00 3O Ui W3

—_
o

Taula 3.8: Calcul directe de fo(10%) (k =1 + 10).

En efecte,
n2 In2 io:lnj2 1+ln2+1n22+ln32+
= e n = - = _— _— RN
= jlnJ n 2n2  6n3
i llavors 9 3
In“2 In°2
fO(n) — T + 67
es pot usar per al calcul de fp(10'°) amb 20 xifres decimals exactes, fent
In*2  In*2
fo(101) = % + %10*10 +10722

1
0.240226506964651(1 + 510—15) :
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La fita donada per a I'error es dedueix del fet que

=z

amb 0 < € < ln2 i, per tant,

es pot fitar per

si n = 1010,

Ra(n) = fo(n) — Z

| Ra(n) |<

In/ 2 B 5In 2
iz Oj'n] o 4|n4 ?
3. 1’2 B ln 2
JZQJW 2 4‘n2
n2 Int 2
e e <107

Per als altres casos demanats, s’obtenen els valors de la taula 3.9.
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k f1(107) f2(10%) f3(10%) f4(10%)
1] —1.245394-1071 [ 3.162317-10"2 [ 1.436316-10"2 | 8.891592-10°
2 | —1.346800 - 102 | 1.000000 - 10~2 | 3.094393-10~* | 1.581139-10~*
3| —1.357896 - 102 | 3.162278 - 10™° | 6.666667 - 10~° | 2.811707 -10~°
4| —1.359016 - 10~* | 1.000000 - 10~ | 1.436290-10~" | 5.000000-10~%
5| —1.359127- 1075 | 3.162278 - 10~% | 3.094393-107° | 8.891398 - 101
6 | —1.359363-107° | 1.000089 - 10~° | 6.670222-10"** | 1.581279 - 107!
7| —=1.343270- 1077 | 3.370437 - 10~ | 1.530873 - 10712 | 2.996804 - 1013
8 | —3.011169-107% | 1.776534- 10" | 0 8.882478 - 10714
9| 2.406785-1077 | 0 0 0

10 | —1.103034-1077 | 0 0 0

Taula 3.9: Calcul directe de f;(10%) (j =1 +4) (k =1+ 10).

L™ s de desenvolupaments permetra també fer els calculs evitant ’efecte causat per les
cancel-lacions produldes i que s’observen clarament en la taula per als valors de k més

grans.

Aixi,

filn) = (14 )" —e=exp (mn<1+;>> .

e
— 10720410720
24

) —e=eexp(—

1

%+3n2_

1
= = —1.359140914218197 - 10~ 1°(1 + §10—15) :

()]

a 1 1
= ex -4 — —
P 3n2
- _f 4. ° .
 2n 24n?2 ’
AO0) = 210710+
I\ ?
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_ g2, G-vei-y

g 3Eas ]

1
f2(101%) = 10°(1072° 4+ ~1079)
2
= 1.000000000000000 - 10~ + %10*30 .
10y 10 2 —20 —60
f3(101%) = 103 (310 +1079°)
1
= 1.43628979335459 - 10~ 17(1 + 510—15) :
1
£1(101) = 10%(510_20j:10_60)

1
= 1.58113883008419 - 10718(1 + 510—15) :

xetz
e 17

Problema 3.11 Donades les funcions fi(z) = els polinomis de Bernoulli B;(t)

(j > 0) vénen definits per B;(t) = t(j)(O); aixi,

Bi(t) | Ba(t) o  Bs(t) s

fe@) = Bolt) + —p=a+ = ma + —gmat

FEls valors B;j = B;(0) (j > 0) reben el nom de nombres de Bernoulli i compleixen:

b) Proveu que
N j—1
Byt +h) =) ( ) )Bmtw- (G200 Bi)=B,(0) (G=2).
1=0
¢) Establiu la recurréncia

1
BO(t) =1 ) Bl(t) =1- 57

Bj(t) = jB;1(t)
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que, juntament amb B;(1) = B;(0) (j > 2), determina completament els B;(t) (j > 0);
proveu també que Bj(t) és un polinomi monic de grau j que compleix

(—1)/B;(1—t) = B(t) (j>0).

d) Proveu, per ar > 1, que

1);

Bory1 =0; (=1)"Ba—1(t) >0, t € (0, 5

(=1)"™' By, >0, (=1)"(Bay(t) — By,) >0, t€(0,1).

SoLucIo:

a) De la definici6 dels polinomis de Bernoulli, tenim

T—1 By(t
€ 2()1,2_

tr __ )
e = ——(Bo(t) + Bi(t)r + —, ) ;
és a dir,
1222 22 Bo(t
(1+m+2—f+ )= (1+ ; + 37 + ) (Bo(t) + By (t)r + 225 )x2+---) .
Igualant els coeficients de 27=1 (j > 1), obtenim
tjil it 1 Bl t .
j = (j
aixo és,
, i1 g
w*=Z<JBMUzU.w
1=0

Fent j = 1, obtenim By(t) =1, ifent j > 21t =0, obtenim

% (1)2-

on B = By(0) (I > 1)1 By = By(t) = 1. Sumant B; als dos membres de la igualtat
obtenim la relaci6 demanada. La dita relacié se sol escriure per tal de recordar-la com
(B+1); = Bj, ja que, si B és un nombre qualsevol, la férmula del binomi de Newton déna

g1

=0

1 I'expressi6 trobada per als B; s’obté “baixant els indexs" a aquesta.
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b) Usant ara que Bj(t + h) = ft(i)h(()), tenim

(t+h)x Bo(t "
x:x_l :(Bo(t+h)+B1(t+h)x+2(2'—”3:24_”_;
pero,
I‘e(t+h)x B xetaj b
et —1 el — 16
Bs(t B2
= (Bo(t) + Bi(t)x + 2( >x2+-~)(1+h:p+—x2+...) '

2! 2!

Per la unicitat dels polinomis d’interpolacié de Taylor d’un grau donat, podem igualar
els coeficients de 27 en ambdues expressions i s’obté la recurréncia. De () tenim B;(t+1) =
Bj(t)+jt/71i, sij>2it=0, resulta B;(1) = B;(0).

c¢) De b) es dedueix

Bi(t+h) — B;(t =2 »
J( + }z J( ) :ij—l(t) +hZBl(t)hj_l_2 :
=0

per tant, passant al limit quan h tendeix a 0, s’obté B;(t) =jBj_1(t) (j > 2).

Es clar que Bo(t) = 1. De la relacié By(t) + 2B1(t) = 2t (obtinguda de () per a
j =2), s'obté ara By (t) =t — 3. A més, By(t) = t* — t + Cs satisfa By(1) = By(0) ja que
fol Bi(s)ds = 0 i la constant Cs es determina de manera que fol Bsy(s)ds = 0 i, per tant,
Bs(1) = B3(0). Es a dir, la recurréncia:

| =

Bo(t)=1, By(t)=t—

I

~ DN

Bj(t) = jBj-1(t) , B;(1) = B;(0) (j >2),

també determina univocament els polinomis de Bernoulli.

Notem que B;(1) = B;(0) (j > 2) és equivalent a fol B;_i(t) = 0, atesa la relacio
B;- (t) = jBj_1(t), que implica immediatament per inducci6 el fet que B;(t) =t/ + -+, on
els punts indiquen termes en ¢t de grau inferior a j.

Finalment,
Boft) ,  we™  (—a)el-0(-)
Bo(t) + Bi(tye + ==t = oy =
Bo(1—1t
= 30(1—t)+31(1_t)(_x)+2<2'>(_x)2+...;

d’on, igualant termes, B;(t) = (—1)/B;(1 —t) (j > 0). En particular, per tal de conéixer
Bj(t) ent € [0,1], n’hi ha prou amb conéixer B;(t) per at € [0,3): si j és senar, B;(t) =
—Bj(1—1)i,sij és parell, Bj(t) = B;(1 —1t).
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d)Sij=2r+1, Byyi1(t) = —Boy+1(1 — t) implica la relacié
Br41(0) = —Bar11(1) ;
ja sabem que es compleix Bg,11(0) = Ba,41(1) si r > 1, aleshores

Bory1 = Br41(0) = Bopy1(1) =0 (r > 1) .

Provarem ara, per induccié sobre r > 1:
(_I)TBQT—I(t) > 07 te (07 %)7
(*1)7“(327‘@) - BQT) > 07 te (0, 1);
(=1)" 1By, > 0.

Sir=11ite (0, %), (=1)"Bg,—1(t) = % —t > 0. Suposem ara que (—1)"Ba,_1(t) > 0
per at € (0, %), aleshores

(=1)"(Bayr(t) — Bay) = (2r — 1) /Ot(—l)””Bng(s)ds >0, site(0, %]

i, usant c), (—1)"(Bar(t) — Ba,) = (—=1)"(Bor(1 —t) — Bo,) > 0, si t € (,1).
Ates que fol B, (s)ds =0,

1
0 < (—1)’"/O (Baw(t) — Boy)dt = (—1)"'Bs, |

Nomeés cal provar ara (—1)" 1 Ba,41(t) > 0, per a t € (0, 3).

Si Bar41(t1) = 0 amb t; € (0, %), voldria dir que Bg,41(t) s’anul-laria en 0, t, %; pel
teorema de Rolle, By, (t) s’anul-laria en t5,t3 complint I'ordenacio 0 <t < t; < t3 < %,
(2)

i de nou, B;H(t) s’anul-laria en una abscissa t3 € (0,1); perd, si r > 1,

B2, (8) = (2r + 1)Bh, (t) = (2r + 1)(2r) o1 (1)

i, per tant, Ba,_1(t3) =0, t3 € (0, %), que entra en contradiccié amb la suposicio feta. Aixi
doncs, el polinomi By,41(t) no s’anul-la en (0, %) i, com que és continu, no canvia de signe;
el seu signe sera aix{ igual al signe de B, 1(0) = (2r 4+ 1)Bs,(0), que és el de (—1)"*!. En
definitiva, tenim (—1)"*!By,11(t) > 0 per a t € (0, 3).

Com a il-lustracié i per tal de facilitar el seu Us en el capitol seglient, donem a contin-
uaci6 una taula dels primers nombres de Bernoulli By, By, B2, By, Bs, ..., B3 (recordeu
que, per d), Bo,41 =07 > 1):
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Bio
Bia

By

N[

[N

3617
510

43867
798

174611
330

854513
138

_ 236364091

- 2730

8553103
6

_ 23749461029
- 870

8615841276005
- 14322

227

Problema 3.12 Calculeu tan 22.5° fent servir interpolacié d’Hermite en 0° i 45°. Fiteu
DPerror comés i compareu la fita trobada amb error exacte.

SoLuclIo:

Si definim f(z) = tanz i treballem en radians, es demana el calcul de f(3) = tan
per interpolaci6 d’Hermite en g =01 21 =

1
1

jus
8

Usarem el métode de les diferéncies dividides generalitzades repetint els punts xg i 1

i aplicant la definici6 d’aquestes fent f[zg, zo] = f'(x0) 1 flz1,21] = f/'(21).

Recollim primer la informacié requerida:

f(:UO) =0, f(l'l) =1, f/(l‘o) =, f,(l'l)
ates que f'(z) = (1 + f2(x)).

L’esquema resultant és el donat en la taula

0

PN

AN

0

2T

4(4 — )

8(m—2)

16(37 — 8)
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El polinomi interpolador d’Hermite és, doncs,

p3(x) = 7x + 4(4 — m)2® + 16(37 — 8)2* (x — i)

1 permet trobar ’aproximacié
tan(T) = pa(=) = 0.4018
an(—) ~ p3(=) = 0.
g/~ g

sin 6
1+cos

La férmula trigonométrica tang = permet trobar el valor exacte

1

T V2 1
tan(=) = — = = V2 —1=0.4142213562...
87 1+ 1+V2

L’error comés es pot fitar emprant ’expressié de Perror en la interpolacié6 d’Hermite

(4)
f@) = pot) = T2 - T2 0 << T
queen:z::%d()na "
1 1L 99,
f(g) —P3(§) BT

donarem com a fita de 'error i\,/[—g‘i, on My és una fita de ) en linterval [0, %] que cerquem
a continuacio.
Tenim

f=r(1+f>0, fO=2xff >0, fO=20(f@f+ %) >0,

fO =2m(fOf 3@ >0, & >0;

aixi f®), en ser creixent, pren el valor maxim sobre [0, %] en x = %. Per tal de calcular-lo,
trobem primer f(1) =1, f'() =2, f@(3) = 472, fO)() = 167°; lavors,
1

My = f(4)(1) = 807

i la fita de 'error dona 0.079, que és sensiblement més gran que l'error real 0.0124.

Problema 3.13 (Interpolaci6 hermitiana generalitzada).
a) Demostreu 'existéncia I unicitat del polinomi py(x) de grau menor o igual que N
complint:
l l
PR (@) = ) (I=0+m) (k=0+m),

amb N =m+ Y /L, ng.
b) Trobeu una expressié per als errors f(z)—pn(x) en [a,b], si la funcié f € CN*1(a,b).
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¢) Expliqueu amb tots els detalls com es generalitza el métode de les diferéncies dividides
en aquest cas.
d) Trobeu el polinomi py1(z) de grau 11 complint:

=

W=D = SO (1=0+3),
0Oy = 00 (=0+2),
= 0 (=0+4)

3

(i
1

3

per a f(x) = x'2. Fiteu l'error d’interpolacié a l'interval [—1,1].

SoLucio:

a) Les condicions d’interpolacié d’Hermite generalitzada imposen un sistema d’equacions
a complir pels coeficients del polinomi py(z); Uexisténcia i unicitat de la soluci6 equival a
Iexisténcia i unicitat de la solucié del sistema homogeni; aixo és, que 1'tinic polinomi que
compleix
!
PR@) =0 (1=0=mn) (k=0+m),

sigui el polinomi 0. Pero aixo és cert: si py(z) fos no nul, atés que la condicié pg\l,) (zx) =0

(I = 0+ nyg) equival al fet que py(x) tingui el zero xp de multiplicitat ng + 1 (dit d’una
altra manera, que (z — zj)™ ! sigui un factor de py(x)) (k = 0+ m), (z — o)™ (z —
)t (z—2,,)" T (de grau N + 1) seria un factor de py(z) de grau maxim N; d’on
es dedueix que py(z) ha de ser nul.

b) Per a cada x € (a,b), x # xp (k =0+ m), considerem la funci6
F(2) = f(2) —pn(2) —a(z)(z — 20)™ (2 — 2™ o (2 — zp)"m L

on a(x) es tria de forma que F'(x) = 0. Aixi la funciéo F' té els segiients zeros: z, xj (de
multiplicitat ny + 1) (k = 0+ m); aixo és, N + 1 zeros (comptats amb llur multiplicitat).
Una generalitzacié simple del teorema de Rolle ens permet afirmar que la derivada N + 1
s’anul-la en un punt £ de l'interval (a,b)

FOED(g) = fAI() — a(@) (N + 1)1 =0 5

d’on, alllant a(x) i substituint-la en l’expressié inicial, tenim la féormula de l'error en la
interpolacié6 d’Hermite generalitzada

f(NJrl) 3
1) -y =T

c¢) El proceés a seguir és quasi el mateix que en el cas d’interpolacié usual (en qué ny =0
(k =0+ m)). Recordem primerament que la interpolacié de Taylor es pot entendre com
una interpolacié normal en qué tots els punts d’interpolacié s’han fet coincidir amb un
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mateix punt xg i que es poden generalitzar aixi les diferéncies dividides en el cas que hi
hagi punts repetits fent

f[wo,wo,wo,...,xo] = ,'

i g
La interpolaci6 d’Hermite generalitzada és una extensi6 d’aquesta a diversos punts;
aixi, posant ny + 1 vegades cada punt zj (k = 0+ m), es pot dur a terme una taula de

diferéncies dividides (generalitzades) basant-nos en 'expressio anterior per a tots els punts

RE T N A fj;Tk) (k=0+m) .
J

L’obtencié del polinomi interpolador es fa llavors de la mateixa manera

pn(x) = flzo] + -+ + flzo, ..., zol(x — 20)™ + ...
+flzo, ..., x0,x1,. .., x1](x — 20)™ (& — )™ 4 ... ...
e L T 1) PP Ty e s T (2 — o) (2 — @)

d) Construlm la taula de diferéncies dividides generalitzades partint de la informacié
segiient:

f(-=1) =1 fl(=1)=-12 fO(-1)=132 B (-1)=-1320
f(0)=0 f(0)=0 FP0)=0
f(1)y=1 ') =12 f@a)y=132  fO1)=1320
F®(1) = 11880 ,
el resultat és el segiient:
-1 1
—12
-1 1 66
—12 —220
-1 1 66 165
—12 —55 —120
-1 1 11 45 84
-1 —10 —36 —34
0 O 1 9 16 14
0 -1 —4 —6 —4
0 0 0 1 4 6 4
0 1 4 6 4 1
0 0 1 9 16 14 6
1 10 36 34 16
1 1 11 45 84 46
12 55 120 126
1 1 66 165 210
12 220 330
1 1 66 495
12 220
1 1 66
12
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El polinomi interpolador demanat és

pii(z) = 1—12(x+1)+66(z+ 1)* —220(z + 1)
+165(z + 1)* — 120(x + 1)z + 84(z + 1)%2?
—34(z + 1)z + 14(z + 1)*23(x — 1)
Az + D3 (@ - D2 + 4z + D32 - 1)°
+(x+ )43z - 1)t

La formula de 'error trobada en b) ens diu que
22 —pii(z) = (z — D23z +1)°
exactament. Aixi, el polinomi interpolador també s’escriu
pii(z) =22 — (z — D23 (x +1)5 .

El polinomi d’error (22 — 1)(x + 1)[(x — 1)a(x + 1)]? es pot fitar pel producte de les
fites de cada factor; aixo és, usant el problema III.3 sobre [—1,1], per 1-2- ¥ = #.
La millor fita es trobaria cercant el valor absolut maxim de ’error en els maxims i minims
relatius d’aquest.

Problema 3.14 Trobeu la constant que aproxima millor f(z) = e en [0,1], segons les
normes:

DA s i) I 2, i) ] oo
SoLuclio:

L’aproximacié per una constant és el cas més senzill d’aproximacié; es pot tractar a
partir de la mateixa definici6 del problema com la minimitzacié de la funcié

@(c) = min | —c|

ce

Aixo és el que farem per a les tres normes suggerides.

i) La funcio ®1(c) = ||f — ¢||1 esta definida per
1
D4(c) :/ | —c| dx .
0
Tenim, aixi,

1
®i(c) = /O(ex—c)d:r:e—l—c,sicgl;
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Inc 1
®i(c) = / (c —e*)dx + (" —c)dr =2clnc—3c+e+1,
0 Inc
sil<c<e;
1
®i(c) = /(c—e“)dx:c—e—i—l,sicZe.
0

La dita funcid és decreixent en el tram ¢ < 11 creixent en ¢ > 1; té, per tant, un minim
¢ en [1,e] que es pot trobar per anul-lacio de la derivada:

P\ (¢) =2lné—1=0, é¢=+le.
El dit minim és la constant optima en aquesta norma.

ii) Analogament, tenim

1 1
Dy(c) = / (e® — ¢)dx = 5( Zo1)—2(e—1)c+c*;
0
es tracta d’una parabola en la variable c. El valor de ¢ = ¢* en el minim de la mateixa ens
doéna la constant optima cercada
cF=e—1,

que, en ser | ||2 una norma euclidiana, també s’obté de la resolucié de ’equacié normal

associada .
X
o Jo 1-€edx

T =e—1.
Jo 12dz

iii) En aquest cas la funci6 que cal minimitzar és

Po(c) = ||€*° — ¢||oo = max{c—1,e — ¢},
que resulta ser
D (c) = e—c,sicge—;l;
O (c) = c—l,sic2€+1.

La grafica de la funcié esta formada per dues rectes: la primera amb pendent -1, la
segona amb pendent 1 que coincideixen per a

6-1—1‘

c=¢= g

aquest és, doncs, el valor per al qual es déna el minim buscat de la funcié ®..
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Problema 3.15 Trobeu la millor aproximacié per minims quadrats als punts

™

(=251, (0,0), (5, 5), (1)

i que sigui del tipus
t1(0) = a+rsin(f + «a) ,

amb a, r reals i a € [0, 27].

SOLUCIO:
Primer, desfem 1’expressié del sinus de la suma i queda
t1(0) =a+ rsinacosf + rcosasing ;

ara, anomenem ag = a, a1 = rsina i by = rcosa.
Es tracta d’'una aproximacié discreta per minims quadrats en les abscisses angulars

Op = —5 +kh (k=0-+3) amb h = J; aix0 és, cal trobar els coeficients af, af i b] per tal
que
3
1f = tall3 = D_1F(0k) — ta(6))
k=0

sigui minima per a ag = aj, a1 = aj i by = bJ.
La solucié del problema és la solucié de les equacions normals

(L) (Leos)  (Lsin) \ [ a (15)
(cos ,1) (cos ,cos ) (cos ,sin) ai | = (cos,f) )
(sin ,1) (sin,cos ) (sin ,sin ) bt (sin , f)

trobades fent servir el producte escalar associat a la norma euclidiana definida abans.
Les components diagonals de la matriu sén, doncs,

3

(L) = > 1-1=4,
k=0

3

(cos ,cos ) = Zc0520k20+1+0+1:2,
k=0
3

(sin,sin) = ) sin®fp=1404+14+0=2;
k=0

les components no diagonals resulten ser totes nul-les. Es tracta d’una aproximacié trigo-
nométrica en abscisses equidistants 6, = —% + &% (k = 0 + 3).
Pel que fa a les components del terme independent, prenent

fo=F) =1, fi=F0)=0, h=f0)=y, fs=F:)=1,
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tenim
3 1
L= fri=1+0+5+1=2,
2
k=0
3
(cos,f):ZCOSkak=0+0+O—1:—1,
k=0
3 1 1
(sin,f)zZsianfk:—l—l—O—l—f—l—O:—f.
b 2 2

La resolucié de les equacions normals és immediata i déna:
1 1 1

X = b = ——
Qg Qaal 27 1 4

Els valors optims, en el sentit de I'aproximaci6é per minims quadrats, dels coeficients a,
r i a seran, doncs:

1 5
af=ahy ==, r"=/a2+b?= *4[ = 0.559017... ,

o = arctan % 4+ 7 =arctan2 + m = 4.24874...
1

Problema 3.16 Determineu la familia de polinomis ortogonals monics 1j(x) (j = 0+ 4)
corresponent a la funcié pes w(x) = 22 + 1 a Iinterval [—1, 1].

SoLuclIo:

Els polinomis ortogonals respecte al producte escalar associat

(h9)= [ @+ )@

es poden trobar fent servir la féormula recurrent dels polinomis ortogonals amb A; = 1
(j > 0):
1/1—1(53) =0 ) wO(‘T) =1 )

Yi1(z) = aj(z — B¢ (z) — vvi-1(x) (5 = 0),

on
a; = Iétzljl =1 s
o W)
BT gy
aj  (Py,9) (V,v5)

7] = aj—l (wj—lij—l) - (%‘—17%'—1) .
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L’anul-lacié dels coeficients 5; (j > 0) es dedueix del fet que els polinomis ortogonals
tenen paritat ¢;(—z) = (—1)7¢;(x) (j > 0), atés que la funcié pes w(x) = z2+1 és parella
en l'interval simeétric [—1, 1].

La férmula recurrent queda, aixi, reduida a la forma

VYjr1(r) = 2i(x) — v505-1(x) (> 0) .

Efectuant els calculs corresponents i notant

1 2
I = / ¥ dr = (r>0),

_1 2r+1
tenim
Yi(z) = aho(z) =1z ;
- (z¢1,%0)  Li+1I 2 ’
(Yo,%0) Io+1Ip 5
Vale) = wtn(@) (o) =2~ 5
= (w2, ¢1) _ 1o + 3L - 21 _ 17 ’
(¥1,91) I+ 1, 70
Us(e) = (o) —petn(a) = 2® — i
vy = (w¢3,9) _ Is — 750 — 50la+ 351> 185
(Yo,42) I+ il — 0L+ 7147
Yu(x) = z3(x) — y3ehe(z) = 2t — %mQ + % .
Els polinomis ortogonals monics cercats sén, doncs,
1, =, %, x?’—%x, x4—§x2 %

Problema 3.17 a) Demostreu que la familia de polinomis
Qiy) =Ti(2y—1) (1 =20)

és ortogonal respecte al pes w(y) = (y(1 — y))_% a [0,1], on els polinomis Tj(x) (j > 0)
sén els polinomis de Txebixev.

b) Aproximeu y'* a I'interval [0, 1] per un polinomi p}(y) de grau menor o igual que 4,
de manera que Perror d’aproximacié per minims quadrats

/ L(y™ —p4(y)l)2 dy
0 (y(1-y))2
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sigui minim per a p4s = pj.

SOLUCIO:
a) Sabem que els polinomis de Txebixev T}(z) (j > 0), donats per
Tj(x) = cos(jarccosz) V€ [—1,1]
o també per la recurréncia

To(@)=1, Ti()=2; Tji(2) = 20Ty(2) ~ Tja(2) (5= 1),

son ortogonals respecte al pes w(z) = == a [—1,1].
En efecte, de

L cos(j arccos x) cos(l arccos =
V1—22
= / cos(j6) cos(16)db ,
0
tenim
0 sij#l
(T3, T)) =< m sij=1=0
5 sij=1#0
Per al cas que ens ocupa i fent el canvi x = 2y — 1,
Q;iy T2y — )T (2y — 1
((Qjan / ] / ( y ) l( y )dy:
0 y(1—y)
T T

V1 —22

d’on es desprén la relacié d’ortogonalitat enunciada.

b) L’aproximaci6 polinomial per minims quadrats demanada s’escriu com una combi-
naci6 lineal dels polinomis ortogonals Q;(y) fins a grau 4

4
y) =Y. cQ;(y)
§=0
Els coeficients ortogonals corresponents séon

o (¥, Q)
T ((Q4,Qy))

A continuacio, portem a terme el seu calcul.

(j=0+4).
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Emprant els canvis y = HT”“" i x = cosf, tenim primer
() - [ Yo%w > = [T,
e 0o Vy(l—y) ° 210 V1= 22
1 .
= ﬁ/o (1 + cos 0)'Y cos j0dh

™ 0
= / cos?® = cos jOdb .
0 2

La integral resultant es pot avaluar facilment després d’expandir el terme cos?” g aixi:

. 9y 20
90 0 (exp(zg) + exp(—zé))

cos” - =
2

2
1 20
_ i(1-10)0 _ Z ilo
22 lO( l > 220 < 10+1 >
20\, 1 i 20 e1’9+e*”9
10 ) 7219 &\ 1041 2
1 (20 1 & 20
N 22<10)+219[§<10 z)cosw'

(.Q))) = 539 ( oo ) (=0+10):

Tenim, doncs,

. 1 (20
“© = 90\ 10 )
.1 20 B
EARY 10—j>(j_1 4
De
1 (20 46189
220 \ 10 8192
en resulta:
. 1 (20 46189
“© = 20\ 10 )T 8192 °
. 1 (20 10 . 20995
AT 9\ 9 )T 11707 10240
& 1 (20) 9 o 62985
27 2 8 | 1271 40960 °
g 1 (20 _gc* 4845
37 2 7 ] 71372 5120
P —lc*— 4845
47 ol 6 | 14 % 10240 °
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Problema 3.18 Ajusteu per minims quadrats la taula de dades:

z[025 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
y 040 050 0.90 1.28 1.60 1.66 2.02

a funcions dels tipus segiients:
a)y=ao+ax,
b) y = ao + a1z + aza?,

c)y = ao+ a1z + asx? + azx® + asx?,
d) y = ax®.
SoLucIo:

a) La taula considerada (zg,yx) (kK = 0+ 6) permet escriure el sistema lineal sobrede-
terminat
ap+ zra1 =y (k=0=6) ;

aixo és,
1 0.25 0.40
1 0.50 0.50
1 0.75 0.90
1 1.00 (“O>: 128 |,
1 1.25 “ 1.60
1 1.50 1.66
1 1.75 2.02

que, en notacié matricial, escrivim com Ma = y.

El meétode d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt permet factoritzar la matriu M =
(m(l) m(2)) del sistema en la forma QR, on @ és una matriu 7x2 amb columnes ortog-
onals (D = Q'Q és diagonal), i R és una matriu 2x2 triangular superior amb uns a la
diagonal:

1
1
1
q(l) - mM =11 ’
1
1
1
di = JqM|3="7;
_ q(l)Tm(2) T
T = ——— ==-=1,

di 7
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—0.75
—0.50
-0.25
q(2) — m(2)—r12q(1): 0.00 ’
0.25
0.50
0.75
dy = [lg?)3=1.75.
Aixi doncs, resulta
1 —-0.75
1 —-0.50
1 —-0.25
w=or=| 1 om | (1) o=(7 %)
1 025 ’
1 0.50
1 075

El sistema d’equacions normals associat al sistema QRa = y és llavors M ' Ma* = M Ty,
equivalent a Ra* = D~1QTy:

11 ay \ _ [ 1.194285714
01 at )\ 1125714286 | °

ap = 0.0685714282 , a] = 1.125714286 .

de soluci6

Com a il-lustracid, usarem a continuaci6é el métode d’ortogonalitzacié de Householder
per tal de trobar un altre tipus de factoritzacié QR de la matriu M.
Si w és un vector no nul, la matriu de Householder P = P(u) = I —auu' amb a = ﬁ

és una matriu ortogonal simétrica: P = PT = P~! i, per a qualsevol vector a de norma
euclidiana s, es compleix

Pla+ seMa=—seV) | Pla—seM)a = seV) |

one =10 --- 0.
En el nostre cas, si escrivim M = (m™®) m®) i prenem a = m(Y, aleshores es compleix
s = ||mW|s = V7. Si u =mM £ se() aleshores tenim P(u)m™) = Fsel); és a dir, la

matriu P, = P(u) envia el vector m") en un vector amb només la primera component no
nulla. Com que la primera component de m(Y) és positiva, escollim v = m™® + se) per
tal d’evitar cancel-lacions, i podem procedir a calcular My = PLM = (le(l) le(Q)) i
Ply:

s = Im®le= V7,
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_.
=
+
S
o
o~
=
)
Il
e o S S gy SSF Uy R

1+V7

1 1

le(l) =

le(2) =

Tenim, aix{,

My =PM =

m® — a(uTm®)y = m® —

VT(VT+1)

o=
S
N[ -3

SO oo oo

—S\ﬁ
—5+V7
—3+7
-1+V7 |,
14+ 7
34+V7
5+7

199 139

y—au' yu=y— (= — ——VTu

150 1050
—1254/7
—868 4 1397
—448 4 1397
—49 + 1397
287 + 1397
350 + 139v/7
728 + 1397

VT —VF
—54+V7

3
—3+V7
8
—1+v7 _

8 0
1+V7

8
347

3

547
3

o O O O o O
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on My és ara una matriu 6x1; és a dir, un vector de 6 files que anomenem (!

—5+ 7
—34+7
—14+V7
1+7
3+VT
5+7

i que volem transformar en un vector amb només la primera component no nul-la, mit-
jancant una altra transformacié Ps tal que

— 1
Mgzm(l) :é

Py =
Fem, aix{,
_ VT
s = Hm(l)H2=77
—5—37
-3+ V7
1 _
7= ) e = L 11\\? ’
3+V7
547
0 o 2 1 168 —40V/7
- au s(s + ) 133 ’
i
2
" 0
_ 7
Py — 750 _ 8 ,
0
0
_ - e 10304 + 6887
Py Py = Ply—a(UTply)Uzply—(W)u
197 7

350

on les cinc darreres components de Py Pjy no han estat calculades perqué no s’usaran.
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Tenim, doncs,

-1 -1

0o 3 R

0 0 0 0
Ms=PPM=~7| 0 0 |=]|o0 0|,

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

— 155 V7 _
97/7 PPy

350

PPy = : =

i, per tant, el sistema d’equacions normals M " Ma* = M Ty és equivalent a Ra* = PQNPly:

Jil L -t ag —22
7 0 1 a* = \ﬁ E )
2 1 350

12 197
f 2 (0.06857142857... , af — —t — 1.125714286...
% = 775 T T

de solucié:

b) i c¢) Estem en el cas d’aproximacio polinomial. De fet, el cas de 'apartat anterior era
també d’aproximacié polinomial i podriem aplicar els mateixos métodes que alla. Resulta,
pero, més convenient generar polinomis ortogonals associats al producte escalar discret

6
(f.9) = flzx)g(z) ,
k=0
de norma euclidiana associada || f|l2 = \/(f, f), a traves de la recurréncia:

Yo1(x) =0, tho(r)=1,
Vj+1(x) = (x — Bj)i(w) — yjbj-1(z) (5> 0);

on

o (wj>$wj) . L
Tindrem en compte les observacions segiients:
1. Per comoditat, s’ha escollit que els polinomis ortogonals siguin monics: v¥;(x) =
2+ (5>0).
2. El conjunt d’abscisses d’aproximaci6 consta de 7 punts equidistants amb pas h = %:
z = 2+ kh = (k+1)h (k = 0+ 6); per tant, la famflia de polinomis ortogonals sobre
aquesta xarxa es compon dels 7 polinomis g (z), ¥1(x), ..., Ys(z).

(¥5,7;)

Wty 4 =1
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3. En ser el conjunt d’abscisses d’aproximacié simétric respecte a l’abscissa central
z3=1,estée B; = 1i9j(1+u) = (—1)¢;(1 —u) (j =0+ 6). Aixi, si expressem els
polinomis 9;(z) en la variable u =  — 1, aquests seran senars (parells) en aquesta variable
x — 1, s8i j és senar (parell) (j =0+ 6).

4. Usant aquests polinomis ortogonals ¥;(x) (j = 0+ 6), la solucié p};(x) del problema
d’aproximacié polinomial per minims quadrats

_ p* — 1 —
If—p5ll2 ﬁ%w Pall2

on P, denota I’espai vectorial dels polinomis de grau menor o igual que n, ve donada per

j=0 AR
Per tant, només cal conéixer els polinomis ortogonals 1o (z),. .., ¥,(x) (en el nostre cas,

per an = 2,4); tampoc no és necessari conéixer-los explicitament: n’hi ha prou de conéixer
els valors v;(z) (k =0+6) (j = 0+ n) que, a més, es troben successivament usant la
férmula recurrent.

Calculem en la taula segiient els valors v (zy) (k = 0+ 6), aix{ com d; = (15, v;), ¢; i

i
74, comencant amb g(x) =1, ¥1(z) =z — 1, i fent Yj11(x) = (z — 1)Y;(z) — v¢-1(x)
(j=1=+3):

k 0 1 2 3 4 5 6 | d < 7
Zr 1025 050 075 1.00 125 150 L75
ve 1040 050 090 1.28 1.60 1.66 2.02
do(zr) | 1 1 1 1 1 1 1 7 209
R S e e e .
Ya(@k) | =35 35 z5 0 -5 —an & | 55— 5
Y 70 S S S S e S S o B .11
4\ Tk 448 448 448 448 448 448 448 14336 825

Podem dir aixi que les millors aproximacions per minims quadrats de f per polinomis
de grau 2 i de grau 4, respectivament, sén

p5(x) = b+ cii(r) + hipa(w)
pi(w) = g+ cir(x) + cae(x) + e3ps(x) + cyvu(x) |
Yo(x) =1, Yi(x) =21, to(x) = (z — h1(x) — ntbo(z) ,
Y3(x) = (. — D)ho(x) —2¢1(x) , Ya(z) = (v — D)bs(z) — y3ep2(z) |
amb

_1 _3 _9
71—4, 72—16, 73_56'

Una manera eficag d’avaluar p5(z) i pj(x) consisteix a aplicar la regla de Clenshaw.
Per exemple, per al calcul de p3(z) aquesta déna:

p=c¢, a=@-1)g+c, p)=qp=—-1)g—mge+c.



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 244

Notem ara que la soluci6 de l'apartat a) també la tenim resolta aqui, i ve donada per
209 197
=—+—(-1).
175 175( )
A meés, els calculs efectuats per tal de calcular una aproximacio p}(z) son molt ttils si
es vol calcular després una aproximacio pf, (z), amb n’ > n.
Finalment, calculem els errors e; = [|f — pj|[2 de les aproximacions pj(z) (j = 0+ 4).
Per aixo, calcularem primer

pi(z) = o + iy (@)

6

eg = If —pill3 =D _(flar) — cf)? = 2.2701714... ;
k=0

usant ara que f — p] és ortogonal a p] — py, €l teorema de Pitagores déna

es = If — w53 = IIf — pill3 + llpt — p5ll3 = et + vt — pill3 ;

ef = e —pi—pol3 = ef — ct*llenl3 = 0.052514... ,
e5 = i —|lps —pill3 = ef — &*[|vall3 = 0.049295....
e = e —p3—p3l3 =3 — c5®|lvs3 = 0.039695...
el = e —lpi—p3ll3 = e — ci[[vall3 = 0.0047445...

Observem que les aproximacions de graus 2 i 3 no fan baixar substancialment ’error
de 'aproximaci6é per minims quadrats. Aixd mostra que I’aproximacié de grau 1 és ja prou
bona en aquest cas, sobretot si tenim en compte els pocs cilculs que requereix.

d) A fi de trobar una expressio lineal d’aproximaci6, prenem les variables Y = Iny i
X =Inczillavors fem ag = In A i a1 = «; en resulta la relacié Y = ag + a1 X.
Considerem ara la taula en les variables (X,Y)

X Y
—1.386294 | —0.916290
—0.693147 | —0.693147
—0.287682 | —0.105361

0.000000 | 0.246860
0.223144 | 0.470004
0.405465 | 0.506817
0.559616 | 0.703098

Fent els mateixos calculs de 'apartat a), utilitzant el métode de Gram-Schmidt, tenim

—1.217880
—0.524733
—0.119268 (

1
1
! 1 —0.168414
A=QR=| 1 0168414 ' ) :
1
1
1

0.391558 0 1

0.573879
0.728030
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7 0
b= ( 0 2.813847552 > ’

FEl sistema d’equacions normals té llavors la solucié:
ap =0.18114 , a] = 0.89577 ;
aixi els valors corresponents d’A i « seran:

A* =exp(ag) = 1.19859 , oF =a] = 0.89577 .

Problema 3.19 Trobeu I'aproximacié minimax de la forma x? + a1x + ag a la funcié sin x
a l'interval [0, 1].

SoLuclo:

L’aproximacié cercada no és més que una aproximacié minimax polinomial de grau més
petit o igual que 1 a la funcié f(z) = sinz — 2%

131(%‘) = do + a1z .

FEl teorema de caracteritzacié6 de Txebixev permet trobar ’aproximacié cercada im-
posant la propietat d’equioscil-lacié que assegura que la funcié error e;(x) = f(x)—ap—a1x
presenta 3 abscisses &y, &1 1 & en les quals assoleix valors extrems =£||e1|oo amb alternanga
de signes:

e1(&) = —e1(&1) = e1(§2) = Eletfloo ;

amés, com que f?)(z) = — sinz—2 no canvia de signe sobre [0, 1], & i & coincideixen amb
els extrems de 'interval, a = 0, b = 1. L’altra abscissa & es caracteritza per ’anul-lacio
de la derivada primera de l’error,

e1(&) = f'(€1) —a1=0.

De la propietat d’equioscil-lacié en els extrems e;(a) = e;(b), en surt la formula per al
pendent de la recta d’aproximacié minimax

i, de la propietat d’equioscil-laci6é en &7 i a,

o = 5[ (a) + F(&) ~ a+ Ex)a]



CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 246

Per al cas proposat, tenim que
a1 =sinl —1 = —0.158529 ;
I’abscissa & compleix 'equacio
coséy —26+1—sinl =0,

que, usant els métodes del capitol V, té la solucié & = 0.5145272...
Aixi,
1
ap = 5(sin&y — £ — a161) = 0.154476...

Problema 3.20 Trobeu el polinomi d’aproximacié minimax de grau 3 a la funcié f(z) =
x* a I'interval [0,10]. Fiteu I'error comés a tot Iinterval.

SoLucio:

L’obtencié d’aquest polinomi és molt simple si ens basem en el fet que el polinomi
monic de grau n + 1 amb norma del maxim minima a [—1,1] és el polinomi monic de
Txebixev

~ 1
Tn1(t) = 27Tn+1(t) :

En Pinterval [0, 10], el polinomi de Txebixev es pot trobar aplicant la transformacié afi
te[-1,1] — xz=5(t+1)€]0,10],
d’inversa
Tz —5
5
a l’anterior polinomi T, 41 (t); obtenim aixi el polinomi

z—95
Tn+1 ( 5 ) .
El polinomi monic associat

- r—5 pntl x—5
Tn+1( 3 ):271 Tn+1( 3 )

serd conseglientment el polinomi monic de norma minima a [0, 10]; per tant, el polinomi

z€[0,10] — t=

e-1,1],

2" T (2)
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és el polinomi d’aproximacié minimax de grau més petit o igual que n a 2" 1.

En el cas en qiiestio, cal fer només n = 3.

Tenim:
Ty(t) = 8t'—8t2+1,
T (m - 5) ~ 8(z* —202® + 1502% — 500z + 625)
s ) 625
2 _
_ 8(z* — 10z + 25) 1
25
_ 8z* —1602® + 10002* — 2000z + 625
B 625 ’
~ -5 625
T4<$5 > = '~ (200 — 12507 4 2500 — =) .
El polinomi d’aproximacié minimax cercat és, doncs,
625
p3(z) = 202° — 12522 +250:c—?
L’error comes estara fitat per || T4]|o a [0,10], que resulta ser
625 -5 625 625
22T o ono) =~ T o 1y = 5

Problema 3.21 Utilitzeu 'economitzacioé de Lanczos per tal de calcular un polinomi de
quart grau que aproximi amb un error de magnitud menor que 2 - 10~% la funcié

fz) = /0 ett_ldt, Vo e [=1,1] .

SoLuclIo:

Trobem primer el desenvolupament de Taylor de f prop de x¢ = 0.
Tenim f(0) =01

oy € -1 _ Fz) 1 j "
fl(x) = —=— x( tor ot + Ry (x))
N Rufa) = TG s S0t ) e 0,0
" GRS CES
Aixi,
2 n—1 &(x)
f’(m):1+x+x—+ 41 < ", €(x)e< 0,z >
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per tant,
2 2 n
x T
fo) = et oozt
+/ —"dt, £(t) e<0,t> .
0o (n+1)! £

Emprant el teorema del valor mitja per a integrals la resta del desenvolupament es pot
escriure també com

@7]/1 t"dt — Lx(n‘kl) 7 c< 0.2 >
(n+1)!'Jo (n+1)(n+1)! ’ ’ '

Per al calcul de f podem triar una primera possibilitat que consisteix a aproximar-la
pel seu desenvolupament de Taylor fins a un cert ordre n de manera que produeixi uns
errors fitats per 2- 1074

La resta del desenvolupament trobat fins a ordre n es pot fitar per m a l'interval
[—1,1]. n =6 és el valor més petit per al qual la dita fita és menor que lerror permés i es
té

IQ xS 6

— T _5

La segona possibilitat intenta economitzar els calculs a fer, tractant de trobar un poli-
nomi d’aproximaci6 a la funcié de grau més baix que 6 que permeti calcular-la amb un error
menor que el permés. Es fa servir a continuacié I’economitzacié de Lanczos per assolir-ho.

Es redueix primer el desenvolupament de grau 6 trobat a un polinomi de grau 5, restant-
li el polinomi de grau 6 que ho pugui aconseguir i que sigui el de norma minima; aix0 és,
el multiple del polinomi de Txebixev Tg(x) = 322° — 482* 4+ 1822 — 1 que tingui el mateix
coeficient principal.

Com que el coeficient principal de 6’?—; és ﬁ, caldra restar-li

1 1

. Ty(x) = — T
254320 16%) = 138920 76(®) -

que produeix un error fitat per 0.072 - 10~% a tot 'interval.

Notem que aquesta modificacié no alterara el coeficient de z° del desenvolupament de f,
atesa la paritat dels polinomis de Txebixev. Aixi, si de manera analoga li restem també un
miltiple adequat del polinomi de Txebixev T5(z) = 162° —202° 4+ 5z a f(2) — 150555 16(2),
aconseguirem un polinomi de grau 4 que potser encara permetra fer el calcul de la funcié
f amb un error menor que el permes.

Tenim, aix{,

2 3 4

i X X
f@) = ot ooty g Ty

ab — :Ts5(x) 2 — 55 Ts(w)

55! 6 - 6!
1 1

T - -
16-600 5 () + 354330

+ Ts(z) £0.77-107%, z € [-1,1].




CAPITOL 3. INTERPOLACIO I APROXIMACIO DE FUNCIONS 249

Fitem ara els errors d’economitzacio, tenint en compte que [|7}||cc = 1,

' 1 1

T — T, <1.12-107%;
16600 >+ 537320 10
com que error del desenvolupament de Taylor inicial era més petit que 0.77 - 1074, Perror
total encara és menor que ’error permeés.

Utilitzant les expressions de T5(z) i Ts(z), resulta el desenvolupament economitzat
cercat

et ] 1
dt = 1+ 138168 + 3454222 + 10562° + 1488x*
/0 ; 13824()( + + x° + z° + z*)

+2.107*, ze[-1,1].

Notem que amb un altre pas d’economitzacié no seria possible assegurar que els errors
estiguessin encara dins els limits permesos.

Problema 3.22 a) La funcié wy,(x) = (z —z¢)(x —x1) - - - (x — x,,) és un factor de I'error
en la interpolacié polinomial en les abscisses x (k = 0+ m). Si fem interpolacié de
Txebixev en un interval [a,b] qualsevol, trobeu ||wm, ||~ en funcié de m, a ib.

b) Volem interpolar la funcié f(x) = ﬁ a linterval [4,5]. Doneu una estimacio del
nombre de punts d’interpolacié que cal a fi que error d’interpolacié sigui menor que 1076
en tot Iinterval.

¢) Compareu aquest error amb el que es produiria amb interpolacié equidistant amb el

mateix nombre de punts que els trobats a b).

SoLuclio:

a) La interpolacié de Txebixev de grau m a l'interval [—1, 1] té lloc en les anomenades
abscisses de Txebixev: els zeros del polinomi de grau m + 1 de Txebixev

Tin+1(t) = cos((m + 1) arccost) ;

és a dir, en els punts

En un altre interval [a, b], considerarem com a interpolacié de Txebixev la que té lloc
en les abscisses de Txebixev que s’obtenen per la transformaci6 de les de U'interval [—1, 1]

mitjancant el canvi afi
b— a + a+b
2 2

xr =
aix0 és, en els punts
b—a 2k+ )7  a+b

= 5 k=0-+ .
Tk 5 C052(m—|—1)+ ) (k=0+m)
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El factor (¢t —to)(t —t1) -+ - (t — t,,) de Perror en la interpolacio de Txebixev en [—1,1]
té, doncs, els mateixos zeros que T,+1(t); atés que el coeficient principal de Tp,+1(t) és
2™ tenim

(1= t0)(t ~ t1) (£~ tm) = g T (1)

A més,

—a m+1
wmm:(bz) (b= to)(t— 1) (t — tm)

Notem finalment que la relacié ||Ty,+1||co = 1 ens permet trobar la norma de wy,:
b—a m—+1 1 b—a m+1
me”oo,[a,b] = ( 9 > 27m =2 ( 4 > .

b) L’expressié anterior ens permet donar una férmula de fitacié de I'error en la inter-
polacio de Txebixev en un interval [a, b] qualsevol a una funcio f, suposada m + 1 vegades
diferenciable amb continuitat

| £(2) = () | < 2] (b‘a)m“ ,

(m+ 1)\ 4
on M, 41 és una fita superior de | f Y| a [a,b].
La derivada m + 1 de la funcié f(x) = H—%x és
1
(m+1) = (-1 m+12m+1 1) .
F @) = (1) 2 4 ) g

el seu valor absolut, en ser decreixent a l'interval [a, b] = [4, 5], pot fitar-se pel seu valor en
Pextrem inferior x = 4; aixi, per a x € [4,5],

1 1 4
+1 _
‘f((L‘) —pm(l') ’S 2.2m gm+2 gm+1 - 18m+2 °

Per a m = 3, aquesta fita val aproximadament 2.1-1076 i per a m =4, 1.17-107".
Resulta aixi que, fent una interpolacié de Txebixev en 5 punts (m = 4), podem estar segurs
que error d’aquesta serd menor que 10~ en tot l'interval [4, 5].

¢) Si portéssim a terme una interpolacié equidistant en les 5 abscisses xp = —4 + khy
(k=0=+4), amb hy = %, lerror d’interpolacié seria menor que

M,
5—'5hi(24 ~213-1077,

on
950 + 58v/145
Q4 = ~ 3.63
5v/5

esta introduida en el problema II1.3.

Tindriem aixi un error d’interpolacié menor que 1076, encara que dues vegades més gran
que error d’interpolacié de Txebixev en 5 punts. El més gran avantatge de la interpolacié
de Txebixev és, perd, que requereix menys calcul que 'equidistant.
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PROBLEMES PROPOSATS

1. Trobeu el polinomi d’interpolacié a la taula

|01 2 4
fr|1 5 10 247

emprant els métodes de: a) Lagrange, b) les diferéncies dividides de Newton, c)
Aitken i d) Neville.

2. Repetiu l'exercici anterior amb la taula

|01 2 4 8
fr|1 5 10 24 50

Es poden aprofitar els calculs fets amb tots quatre métodes del problema anterior?
Quins dels quatre métodes permeten aprofitar els calculs fets en ’exercici anterior?

3. Volem tabular la funcid de Bessel d’ordre 0

™
Jo(z) = 1/ cos(xsint)dt
™ Jo

en punts equidistants de Uinterval [0,1]. Quin pas de tabulacié s’ha d’emprar a fi
i efecte que tots els valors de Jy(x) (x € [0,1]) obtinguts per interpolaci6 lineal
(emprant els dos punts de la taula més propers) tinguin un error degut a la interpo-
lacié6 menor que %10_6? I si fem interpolacié cubica (emprant els quatre punts més
propers)?

4. Interpolem la funcié e* a [0, 1] per un polinomi de grau n en abscisses equidistants.
Doneu el valor de n minim per tal que l'error d’interpolacié sigui menor que 1076 en
qualsevol punt de [0, 1]. Feu el mateix prenent com a fita d’error 107'2,

5. Sigui f € C°(IR) amb | fU(z) |< 4! (I > 0), Va € [0,1]. Volem construir polinomis
d’interpolacié p,,(z) (m > 0) en abscisses equidistants. Sabem que, degut als errors
d’arrodoniment, f s’avalua amb un error menor que 10° i anomenem el polinomi
obtingut per p,,(x). Quin valor de m fa que la fita de lerror

Jnax, | f(x) = Dm(z) |

sigui minima?
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6.

10.

Considerem la funcié |

€Tr) =

/(@) 1+

i sigui pm(z) el polinomi d’interpolacié a f en les abscisses 1, a, a?, ..., a™
0 <a<1(m>0); demostreu que

lim_pm(0) = f(0) .

m—ro0

amb

Sigui pm () el polinomi interpolador a la funcié

1
0 =1

en els punts equidistants x,im) = -5+ % (k = 0-+m) m > 0. Verifiqueu la

divergencia de la successio (pm(4))m>0 (fenomen de Runge).

. a) Trobeu el polinomi de Taylor p,(x) de grau n de la funcio f(x) = e per a qualsevol

n.
b) Doneu expressions per als errors f(x) — p,(x) i fiteu-les.

c¢) Per a quins valors de n pot assegurar-se que el polinomi de Taylor donara f(z)
amb 8 xifres decimals correctes, per a tot x € [—1,1] 7

Repetiu els tres apartats per a f(z) = sinz a [0,7/2].

. Considereu els desenvolupaments de Taylor de les funcions segiients en xy = 0 en els

intervals que s’indiquen:

) In(l14+z)a(—1,1);

i) (1+2)"ta(-1,1);

iii) cosz a (—m/2,7/2).

Responeu per a cada funcié a les qiiestions segiients:

a) Quants termes hauriem de prendre per tal d’assegurar una precisio en 'aproximaci6
de 8 xifres decimals correctes, per a qualsevol valor de = en l'interval donat?

b) Per a quins valors de = tenim aquella precisio, si prenem només els tres primers
termes no nuls del desenvolupament?

a) Trobeu els desenvolupaments de Taylor de les funcions segiients en qualsevol xg:
i) €*, coshz, sinhz, a® (a > 0);

ii) sinz, cos x;

iii) Inz, log z, .

b) Feu explicits aquests desenvolupaments per a xg = 2 1 xg = 7.
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11. Mitjancant 1'as de desenvolupaments de Taylor en xg = 0, trobeu els limits, quan x
tendeix a 0, de les funcions segiients:

sin 2 x4 1+x

cost—17~ (e*—1)2 (

)o .

1—=x

12. Volem calcular la funcié

—223 4+ 3z — 3sinxz cos

flz) = :

33

en £ =0.1.

a) Amb quina precisié s’ha de conéixer x prop de T per tal que 'error propagat a
f(z) sigui menor que 10737

b) Doneu una altra formula per calcular f(z) que sigui millor des del punt de vista
numeéric, si es tenen en compte també els errors en els calculs.

13. Trobeu els desenvolupaments de Taylor de grau n en g = 0 de les segiients funcions,
expressant-los en termes dels nombres de Bernoulli:

a) cotx (=1 ;Zﬂ) ;
b) tanx (= cotx — 2i(1 + em%)) ;
c) === e (= ei"fl - 62%?_1)5

d) ln sin $

14. Els nombres d’Euler (E;);j>0 es defineixen per

CoS T 2! 4!

a) Proveu que es compleixen les relacions

2
Ep =1, Z( 23 )Eyr =0 (s>1).
r=0

b) Calculeu el desenvolupament de Taylor en xp = 0 de In(cosx).

15. Proveu que els coeficients ¢; (j > 0) del desenvolupament de Taylor
1—z—a2H P =co+crz+cpx?® +---

verifiquen la relacio ¢j41 = ¢j+cj_1 (7 > 1); son els anomenats nombres de Fibonacci.
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16. Els polinomis de Legendre (Pj(t));>0 poden definir-se a partir de la seva funcid gen-
eratriu F(t,z) = (1 — 2tz + 2?)~!. Els dits polinomis sén llavors els coeficients del
desenvolupament de Taylor de F(¢,z) respecte a x en = = xg:

F(t,z) = Py(t) + Pi(t)x + Pa(t)a® +---, |z|<1, |[t|<1.

a) Comproveu que

Pt) =1, Pit)=t, Pot)= %(3752 C1), Py = %(5753 31

b) Demostreu que Pj(—t) = (—=1)7P;(t) (j > 0).
c) Per a j > 1, trobeu les relacions de recurréncia:
(G +DPja(t) = (25 + DEF;(t) — 3P (1)
2P;(t) = Pj(t) — 2tPj(t) + P,
(27 + 1)P;(t) = Pj(t) — P4 (t) -

17. Els polinomis de Txebixev (T}j(t)) >0 es poden definir també per la funcid generatriu
1—-tz
1 — 2tz + a2
a) Trobeu Tj(t) ( =0,1,2,3,4).
b) Demostreu que Tj(—t) = (—1)7 T( ) (7> 0)
c) Proveu que Tj41(t) = 2tT;(t) — T;-1(t)

d) Demostreu que Tj(t) = cos(j arccos t)

=To(t) + Th()x + To(t)z®> + -, |x|<1, [t|<1.

18. Els polinomis d’Hermite (H;(t));>0 es poden definir també per la funcié generatriu

H(t) +H2(t) 9

e2ta:—x2:HO(t)+ T P 51 e SR |;1;’<1, telR .

a) Trobeu H;(t) (j =0,1,2,3,4).
b) Demostreu que H;(—t) = (—1)7H,(t) (j > 0).

¢) Proveu les relacions de recurréncia:

Hjy(t) = 2tH;(t) — 2jH; (), Hj(t) = 2jH;-1(t) (j=1) .

d) Proveu que
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19. Sigui
1
f(z:):xgsin;, sizx#0; f(0)=0.

a) Proveu que el polinomi de Taylor de grau n (0 < n < 8) és idénticament nul.
b) Si

proveu que | Ry(x) |< ’”7? i que la férmula aproximada

6 4
x T
2sin = ~ a8 — 4
x 3! 5!
, . . . 1 1 , . , .
— < < -
és especialment apropiada per a x complint 77 <z |< iz s a dir, que és millor
que les formules
oy Lo s O e 15 @0 at a?
r'sin— ~x ,x7sin — ~x + , etc.
3! T 31 507

20. (Interpolacio d’Hermite) a) Demostreu que el polinomi poy,+1, de grau menor o igual
que 2m + 1, complint:

Pami1(Tk) = fr Py (zn) = fr (k=0+m),
existeix sempre i és tnic.

b) Demostreu que

Pemsr(z) = > fi®i(z) + D fiWi(z) ,
1=0 =0

amb
®i(x) = (1 - 2(2) (z — 2:))1F(2) 1 Wi(z) = (¢ — )} (2),
essent [;(z) el polinomi de Lagrange associat al punt z; (i = 0+ m).

¢) Demostreu també:

i=0
Bi(x)r] +5 Y Ui(x)al =2l (j=1+2m+1),
i=0 i=0
m m
Z @i(:c)x?m+2 + (2m+2) Z \Ili(x)ﬁm"'l
i=0 i=0
— x2m+2 _ ($ —$0)2‘ . (gj _ xm)2 )
d) Trobeu el polinomi interpolador d’Hermite ps(z) a f(z) = e® en els punts xy = —1,

x1 = 01x9 = 1, emprant les formules d’a) i diferéncies dividides generalitzades. Fiteu
Verror | f(z) — ps(z) | a linterval [—1,1].
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21. a) Donada la funcié f(z) = H% en U'interval [0, 1], calculeu les normes

= ([ 150P) @ =1
1l

b) Comproveu que

Lo [ fllp = 1LA s Y (1 fllp = (1 oo -

22. Sigui w una funcié pes a [a,b] normalitzada per ffw(x)dm = 1. Considereu les
normes | flloo i || fll2,w a [a,0].

a) Existeix alguna funcio f tal que || flloc < || fll2,w?

b) Existeix alguna funci6 f tal que || f|loo > || fll2,w?

En cas d’existéncia, doneu-ne un exemple.

23. Trobeu a, r reals i « € [0, 27| tals que 'expressié
y(x) = a+rsin(z + a)

aproximi de manera Optima, en el sentit dels minims quadrats, als punts:

™

(2.1, 0,0), (&, 3. (1)

24. Resoleu per minims quadrats els segiients sistemes lineals sobredeterminats:

1 1|5 1 1 1|5
1 219 11 219
1 312 ’ 1 1 3|12
1 4116 1 1 4|16

25. Sabem que els pesos atomics de 'oxigen i del nitrogen sén aproximadament O = 16 i
N = 14; utilitzeu els pesos moleculars dels sis 0xids de nitrogen donats a continuacié
per tal d’ajustar-los per minims quadrats

Compost ‘ NO N20O NO-2 N>0Os N2Os N2Oy
Pesmolecular‘30.006 44.013 46.006 76.012 108.010 92.011
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26.

27.

28.

29.

Els processos termodinamics adiabatics de sistemes fisics caracteritzats per la pressio
P, el volum V i la temperatura T (els gasos, per exemple) segueixen una llei del tipus
PV7 = C, on C és constant al llarg del procés. Ajusteu per minims quadrats els
valors de C' i de v en un procés adiabatic segons la taula de mesures experimentals

segiient:
P (atm) |1.62 1.00 0.75 0.62 0.52 0.46
V (litres) [ 0.5 1.0 15 20 25 3.0

Hom suposa que el cometa Tentax, descobert 'any 1968, és un objecte del Sistema
Solar. En un cert sistema de coordenades polars (r,¢), centrat en el Sol, s’han
mesurat experimentalment les segiients posicions del cometa:

r 270 2.00 1.61 1.20 1.02
@ |48° 670 83° 108° 126°

Les lleis de Kepler garanteixen que el cometa es mourd en una orbita el-liptica,
parabolica o hiperbolica (si es menyspreen les pertorbacions dels planetes), que, en
les dites coordenades polars, tindrd per equacié

-_r
1+ecosyp ’

on p és un parametre i e excentricitat. Ajusteu per minims quadrats els valors de p
i e, a partir de les mesures fetes.

Considerem un vector y = (y1 --- ¥m)? i una matriu M de dimensié mxn, amb
(m >mn > 2),irang n. Notem les columnes de M per m) (j = 1 +n). Per tal de
resoldre el sistema Ma = y, es considera el métode iteratiu

>

Q) 1
m
on bk ¢g la projeccio d’a®) sobre I'hiperpla d’equacio m@WTq = yj (j=1+n).

a) Demostreu que els valors propis de la matriu M7 M pertanyen a l'interval (0,m).

b) Escriviu el métode iteratiu anterior en la forma a*t1) = Ba®) + ¢ i demostreu
que convergeix a la solucié del sistema d’equacions normals corresponent al sistema
Ma =y, partint de qualsevol aproximacié a(®) inicial.

c) Si a9 no és ja solucié del sistema d’equacions normals, es pot donar la convergéncia
del métode en un nombre finit d’iteracions?

Determineu les rectes que aproximen la corba y(z) = sin(nzx) fent que:

i) la norma euclidiana discreta de l’error en la xarxa

{—0.5,-0.25,0,0.25,0.5}
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30.

31.

32.

sigui minima;

ii) la norma euclidiana de ’error en l'interval [—0.5,0.5] sigui minima.

Donada una taula de la funcié f en punts equidistants xy = xo + kh (k = =2 + 2),
volem aproximar la derivada de la funcié f en el punt xgy per la derivada en aquest
punt de la funcié f* de la forma

tal que

> (flaw) = f* ()

k=—2
sigui minima entre totes les funcions d’aquell tipus.

Doneu 'expressio d’aquesta derivada aproximada en funci6 de f(xg) (k= —-2+2) 1
de h.

Sigui w una funcié pes a linterval [a,b]. El seu moment d’ordre j es defineix per
b .
I :/ w(z)r!dx .
a

Demostreu que el sistema d’equacions

Ho L T 17 | do Hn
1 o e fp dq | B
Hn—1 Hn *°° H2p—2 dp—1 Hon—1

té com a soluci6 els coeficients del polinomi monic de grau n
n—1 ]
on(z) = 2™ + Z dja’
J=0

de la familia de polinomis ortogonals associada al pes w a [a, b]. La matriu del sistema
anterior rep el nom de matriu de Hankel.

En Despai vectorial dels polinomis a coeficients reals es defineix el producte escalar
<p,q>= Zajbj ,
Jj=0

essent

p(z) = Zajxj , q(z) = ij:vj .

j=0 j=0
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Existeix algun interval [a,b] 1 algun pes w en el dit interval tals que

<pa>= [ s ?

33. Considerem la norma euclidiana associada al pes w a [a,b]. Demostreu que, d’entre
tots els polinomis monics de grau n, el polinomi monic de grau n de la familia de
polinomis ortogonals respecte al producte escalar associat és el que té norma minima.

34. Fls polinomis d’Hermite queden definits per la recurréncia:
H()(I') =1 ,Hl(:B) =, Hj+1(.’1}) = 2.’L’HJ(1‘) - QjHj_l(!L') .

a) Calculeu-ne els deu primers.
b) Escriviu els polinomis 1, z, ..., 2 en funci6 d’ells.

c¢) Demostreu que els polinomis d’Hermite es poden definir també segons la formula

$(2) = (-1 exp(—a7) - (exp(~a) (5 2 0)

d) Vegeu que son ortogonals respecte al producte escalar corresponent al pes w(z) =
exp(—2?) a IR.

35. a) Demostreu que els polinomis de Laguerre, definits per
&
Lj(xz)=e"—(2le™™) ,
x
son ortogonals respecte al producte escalar de pes w(xz) = e~* a l'interval [0, c0).
b) Calculeu-ne els 6 primers.

c¢) Trobeu la relacié de recurréncia:
Lo(l‘): 1 5 Ll(l‘) :1—1',

Lini(@) = (2 + 1 - 2)Ly(2) — °Lia(e) (= 1) .

36. a) Determineu els polinomis ortogonals v;(x) (j = 0+ 4) corresponents a la funci6
pes 22 + 2% a I'interval [—1,1].

b) Donada f(x) = sin(mz), trobeu el polinomi pj(x) que fa minim
1
[ @+ (@) = pale)?do

entre els polinomis py(x) de grau menor o igual que 4.
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37.

38.

39.

40.

41.

a) Sigui f(z) = cosz, obteniu la combinacié de polinomis de Legendre Pj(z) (j > 0)
de la forma A
x) =) c;Pj(x)
§=0
que fa que sigui minim lerror quadratic

[ @) i)

b) Quant val aquest minim?

Trobeu el polinomi de primer grau obtingut per interpolacié de Txebixev de la funcié
flx) = ﬁ a linterval (—1,1). Quina és la norma del maxim de Uerror en el dit
interval?

Trobeu el polinomi d’interpolacié de Txebixev de grau 4 a la funci6 f(x) = In(1 + z)
a interval [2,4],

i) emprant el metode de les diferéncies dividides de Newton,
ii) trobant els coeficients ortogonals de Txebixev.

Quin dels dos meétodes us sembla més eficient?

Donada la funcié f(0) = 6(m — 0) a [0, 7|, determineu el polinomi en cosinus

= Z c; cos(jo)
7=0

que minimitza la norma euclidiana de l'error

1
15 = full: = ([ (£00) - £u(0))%d0)
a) Sigui la funcié f definida a l'interval [—m, 7] per

m, 0,7

Calculeu els coeficients ag, a;, bj (j =1+ n) de la funci6

2n—1 2n—1
t5, 1(0) =ao+ Y_ ajcos(jf) + > b;sin(j6)
Jj=1 j=1
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42.

43.

44.

45.

46.

que minimitzen la norma euclidiana de I'error.

b) Demostreu, per induccio, que

2 (¥ sin2nyp
R R

i deduiu-ne que 5, ; té el primer maxim local positiu a 5.

¢) Vegeu també que

) N T\ 2 [Tsing
st (57) = 3 [ 50

d) Avalueu numericament aquest ultim resultat i discutiu-lo.

Trobeu el polinomi d’aproximacié minimax de grau 4 a la funcié f(z) = 25 — 323 a
I'interval [—3, 3] i fiteu l'error comeés a tot I'interval.

Trobeu ’aproximacié minimax polinomial de grau 1 a f(xz) = e* a l'interval [0,1] i
fiteu l’error comés en tot l'interval.

a) Aproximeu la funci6 f(z) = %4-2 a l'interval [—1, 1] per un polinomi de grau 1 de
les formes segiients:

i) per interpolaci6 en els extrems,

ii) per interpolaci6 de Txebixev,

iii) minimitzant la norma del maxim de ’error.

b) Doneu fites per als errors comesos en tots els casos i compareu els resultats trobats
tot justificant-los tedricament.

Trobeu l'aproximacié minimax de la forma az? a la funcié f(x) = x* a l'interval

[0,1].

Utilitzeu el desenvolupament de Taylor de

T sint

fla) = /0 S

fins a grau 9 a fi de trobar un polinomi de grau minim que aproximi la funcié donada

sobre l'interval [—%, 5] amb un error menor que 107*.



CAPITOL 4

DERIVACIO, INTEGRACIO I
SUMACIO

4.1 DERIVACIO NUMERICA

4.1.1 Introduccid

Si bé hi ha regles ben conegudes per derivar les funcions més usuals, no sempre poden ser
emprades (per exemple, en funcions donades per taules de valors o numéricament), o no
és convenient de fer-ne us (per exemple, en funcions amb expressions analitiques massa
complicades). En aquests casos haurem de recorrer a técniques numeériques que, partint
dels valors de la dita funcié en diverses abscisses, ens permetran calcular una aproximacio
al valor d’alguna de les seves derivades en una abscissa propera.

4.1.2 Derivades primeres
Formules de derivacié interpolatoria i errors
La derivacié numérica d'una funci6 f diferenciable en a € IR consta de dues etapes:

e Construcci6 del polinomi interpolador p,,(x) a la funci6é f en una familia d’abscisses
xg, T1, - .., Ty (que convindra prendre prop d’a).

e Derivacio del polinomi p,,(x) i avaluaci6 en a, donant la formula de derivacié numérica:

f'(a) = pl,(a) .

Les formules aixi obtingudes reben el nom de formules de derivacié interpolatories
(vegeu el problema IV.1).

Si notem per e, (x) la funciéo d’error d’interpolacié f(x) — pm(z) de la funcié f pel
polinomi py,(x) i suposem que f és m + 1 vegades diferenciable amb continuitat en un
interval I que conté els punts xp (k = 0 =+ m), aleshores, per a € I disposem de les
expressions segiients per a l'error d’interpolacié:

em(r) = Fnpi(z)wn(r),
(m+1)(¢(x
Fra) = T SEE) o, o).

262
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on wp(z) = (x —x0) -+ (r — ) 1 £(x) € < zo,...,Tm,x > (vegeu les formules (3.2)
i (3.6)). Resulta aixi que l'error en la derivacié numeérica ve donat per

em(a) = f'(a) = pr(a) = Fy, 1 (a)wm(a) + Fnsa(a)w),(a) ;

aquesta formula presenta el problema del calcul de Fy,  (a), si a és arbitrari, atés que la
funcié Fj,+1 no és coneguda en general (vegeu-ne un exemple en el problema IV.2).

Ara bé, si a pertany al conjunt d’abscisses xg, ..., T, (és a dir, si a = x, per a algun
k =0 -+ m), aleshores tenim

_ )

em(Tr) = (m 1), (g — i) ,

itk
on & = &(xk) € < Ty -y Ty >

Exemples
Sim=1,z0=a,z1=a+hifecC*]a,a+h|):

gy - Fat ) = f@) 1P
flloy = B TR,

Ee<a,a+h> .
Sim=220=a—h,z1=a,ro=a+hifecC[a—h,a+h]):

ath) - fla—h) O
I (e (G R Ll TS

Ee<a—h,a+h> .

4.1.3 Derivades d’ordre superior
Férmules de derivacié interpolatoria

El procediment anterior es pot repetir per calcular f?(a), ..., f@(a), sempre que d < m.
Aixi, si coneixem la funcié f en les abscisses xq, ..., Z,, proximes a a, derivant d vegades
el polinomi interpolador p,,(z) i avaluant en a, tenim

FD(a) ~ dlf[xo, x1,. .., 24) .
Per tal d’obtenir expressions de 'error és convenient usar els errors d’interpolacié de
Taylor per a la féormula trobada.
Exemple
Sim=2zg=a—h,x1 =a,x0=a+h,

fla+h)—2f(a) + fla—h)
h2 ’

FP(a) = 2f[zo, 21, 2] =
si suposem f € C*([a — h,a + h]), obtenim una expressio de I’error fent servir

Flah) = o)+ Fla+ L2 o S0 SO0
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(2 (3) . (4)
fla—h) = fa) — flap+ T Dp2 T 3@ o T80
oné €<a,a+h>ié e<a—hh>.

Sumant-les s’obté

f(2)(a) _ f((l+h)_2];l(2a)+f(a_h) —‘rR(h) ,

amb

W) + 5@ (€2) ;2
24 ’

i aixt, | R(h)|< 2 h% si | f @ (z)|< M peraz e<a—h,a+h>;ésadir,

R(h) =

R(h) = O(h?) (h —0) . (4.1)
Ara tindrem en compte el resultat general segiient que sera utilitzat sovint:

e Si I’ és una funcio6 real i continua sobre un interval I, donades les abscisses de I,
&1,€, ..., &m 1 els coeficients positius ag, ag, ..., qny, existeix & €< &£1,&,...,&n >
tal que

S onF(E) = F©) S o
k=1 k=1

(teorema del valor mitja per a sumes).

Aplicant aquesta propietat general a la funcio f(4), s’obté la segiient expressio per a

Perror
FDE)
12

No sempre podrem obtenir una expressio explicita per a R(h) com en (4.2), i tot sovint
ens haurem de conformar amb una expressié asimptotica com en (4.1).
Suposant f € C%([a — h,a + h]), podriem obtenir

R, fe<a—hat+h> . (4.2)

(4)
R(h) = S 412(“)h2 + 0O (h—0),
(4) (6)
R(h):—fiéa)h2—2f;(€)h4, fe<a—hya+h>,

i també desenvolupaments analegs, si f fos encara més derivable.

Observacions

1. L’error de les formules de derivacié numeérica trobades depén de termes en h, h?, etc,
on h = max | a — xy |; per tant, decreix en decréixer h. Aixd no vol dir que convé
escollir A molt petit, ja que en les formules esmentades es produeix aleshores una notable
cancel-laci6 de termes (vegeu el problema IV.15). En aquesta situacié convindra prendre
h prudencialment petit i fer 4s del métode de Richardson d’extrapolaci6 repetida, tal com
veurem en ’apartat 4.4.2.
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2. La idea fonamental emprada aci és que si p(z) és propera a f(x) en a, alesho-
res p(@ (x) sera propera a f (@ en a. Malhauradament amb molta fregiiéncia aixd no és
cert, puix que dues funcions poden ser properes i tenir pendents molt diferents (vegeu la
figura 4.1).

3. A lapartat 4.5.3, usant operadors, s’exposard una manera sistematica de generacio
de férmules generals de derivacié numérica.

Figura 4.1: Funcions properes amb derivades allunyades.

4.2 INTEGRACIO NUMERICA

4.2.1 Introduccid

Donada una funcié f definida sobre un interval fitat [a,b], volem ara calcular

J(f) = / ' f()da

suposant que aquesta integral tingui sentit per a la funcié f (per exemple, si f és continua
sobre [a,b]). La quadratura o integracié numérica consisteix a donar formules aproximades
per al calcul de la integral J(f) de f; aquestes férmules poden ser de gran utilitat quan la
integral no es pot calcular per meétodes analitics (per exemple, usant la regla de Barrow),
o bé, quan no convé usar-los perqué resulten complexos de fer servir, i ens conformem a
conéixer J(f) amb una precisi6 finita donada.

A tal fi, aproximarem f per un polinomi interpolador p(z) i calcularem exactament
J(p), obtenint aixi formules d’integracié numeérica.

4.2.2 Integracié amb abscisses donades

Formules d’integraci6 interpolatoria

Siguin a < zg < 21 < -+ < Xy, < b m + 1 abscisses del segment [a,b], i considerem el
polinomi p,,(x) de grau menor o igual que m verificant

pm(xr) = fz) (k=0+m) ;
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aleshores aproximem J(f) per J(ppm,)

/abf(a:)dx o~ /abpm(a:)dx .

Aixi, integrant la formula d’interpolaci6 de Lagrange

pm(x) = i frle(z) , on lk(x) = H T — %
k=0

)
itk Tk T X

trobem la formula d’integracié numeérica
b m b
/ f@)ds ~ S Wifi, Wi = / Le(2)dz (k=0+m) . (4.3)
a k=0 a

Com que la dita férmula es troba per integracié d’un polinomi interpolador, rep el nom
de férmula d’integracié interpolatoria de m + 1 abscisses.

Els coeficients W}, (kK = 0 <+ m), anomenats pesos de la férmula d’integraci6, depenen
de linterval [a,b] i de les abscisses xg, ..., T, perd no de f. Per la unicitat del polinomi
interpolador, la formula (4.3) és exacta per a qualsevol polinomi de grau més petit o igual
que m, la qual cosa ens proporciona una manera de calcular els pesos Wy, (k = 0+m) sense
necessitat d’integrar I (z) (k = 0+ m): s'imposa que la formula (4.3) sigui exacta per als
monomis 1, z, 22, ..., 2™ (per exemple), i es resol el sistema lineal resultant (métode dels
coeficients indeterminats).

Exemple: formula de Simpson

Volem trobar els pesos d’integracié w_1, wg i w; per tal que la férmula d’integracid
numerica

1
/1 g(t)dt ~ w_19-1 + wogo + w101

sigui exacta per a tots els polinomis de grau més petit o igual que 2, on g = g(k) (k =
—1,0,1); després, volem calcular error comés en aplicar-la a polinomis de grau més petit
o igual que 4.

Imposant la exactitud de la formula per a g(t) = 1, t, t2, s’'obté el sistema

w_1 + wp + wi = 2
—wW_1 + w; = 0 ,
w1 + w = %

de solucidé w1 = w_1 = %, wy = %, donant lloc a la férmula d’integracié numeérica

[ o0t~ 301+ 00+ 91). (4.4

Aquesta formula es pot traslladar a qualsevol interval [a, b], via el canvi de variables

T —a b—at a+b

—_ 0, equivalentment, x 5 + 5
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donant lloc a la formula de Simpson

b a a
[ taae= 220 1@ +ar (57) + 1) | (45
que també s’escriu com
c+h h
| f@ydz = 3 15e=n)+47(0)+ Fle+ )] (46)

onc—a—ﬂ’lh—b

Sobre els pohnomls de grau 3, les formules de Simpson (4.5) i (4.6) resulten ser també
exactes: si g(t) = t3, ambd6s membres de (4.4) sén nuls.
Si prenem g(t) = t* en (4.4), obtenim

L 1 2 2 4 24 ()
/_lg(t>dt—§(g—1+4go+91) = "3 - 9% g 955) (4.7)
i, prenent analogament f(z) = x* en 4.5,
c+h h (4)
/—h f(z)dx — 3 (flc=h)+4f(c)+ f(c+h)) = —fgo(g)h5 . (4.8)

Les abscisses & que apareixen en (4.7) i (4.8) sén arbitraries, atés que ¢g* i f® son
funcions constants.

Error de les formules d’integracié interpolatoria

Retornant a la formula (4.3), observem que lerror d’aquesta és la integral de 1’error
d’interpolacio; si f € C™Y([a, b]), prenent I'expressié de I’error d’interpolaci6 (3.2), s’obté

Em = /b dm—Zkak

f m+1
= — e (g — d
m+1 (;1? xg) - (x — xp)dx |
amb &(z) € (a,b).
Aquesta formula dona expressié general per a Uerror de la formula d’integracid inter-
polatoria de m + 1 abscisses.
Si | £+ (2)|< M,y 1 per a tot x € [a, b], podrem escriure

m+1
B < m++1 /\ (@ — )| dr

Una manera d’obtenir fites més precises consisteix a desenvolupar per Taylor les for-
mules de quadratura donades, tal com es fa en ’apartat que segueix.
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Error de la formula de Simpson

Continuem amb la formula de Simpson i definim

c+h h
Bs(h) = [ @)z —Z[fe=h)+4£(0) + fle+h)

—h
aleshores Eg(0) = E5(0) = Eé?) (0)=01i
B () = SO e+ 1)~ fO(e— )]
Si f € C*([c — h,c+ h]), prenem

@) (cth)—FO (c—h) .
Fny = § CEEER i),
f®e) (si h=0).

Resulta que F és continua, ja que F'(h) — F(0) (quan h — 0); a més, pel teorema del
valor mitja, per a qualsevol & € (0,h], F(€) = f®)(n), per a algun n € (¢ — h,c+ h).
Usant I'expressio integral de 'error d’interpolacioé de Taylor (3.8),

Eg(h) = % / "(h— 02D ()t — —é "(h— O022F()dt
JO 0

Com que G(t) = (h —t)?*t? és una funcié continua que no canvia de signe en (0, h), el
teorema del valor mitja per a integrals ens permet treure F'(¢) fora del signe integral i aixi,

(4)
Eg(h) = —%F(é) /Oh(h —t)2%dt = —f;é”)hf’ , n€(c—h,c+h),

que justament coincideix amb ’expressio (4.8).

Formules del rectangle i del trapezi

Prenent h = b—a, analogament a la férmula de Simpson, obtenim: la férmula del rectangle

b ; @
[ sz =m0+ I e,

ila férmula del trapezi

2
[ st@yar = 2ira) + sy - L0

5 R, €€ (a,b), (4.9)

fent servir interpolacié només en ’abscissa mitjana i en les abscisses extremes, respectiva-
ment.
Per a una representaci6 grafica, vegeu la figura 4.2.
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Y4 Y4
T v = f() y=f(x)

a »b T Q- b T

Figura 4.2: L’area ratllada J indica el valor de la integral. Les arees de les zones ratllades
en R, T i S corresponen als valors donats per les férmules del rectangle, trapezi i Simpson,
respectivament.

Formules de Newton-Cotes

Les formules del trapezi i de Simpson so6n un cas particular de les dites férmules (tancades)
de Newton-Cotes que es comenten tot seguit.
Si prenem m + 1 abscisses equidistants a I'interval [a, b]

zp=a+kh (k=0+m), h:b_a
m

en (4.3), obtenim la formula de Newton-Cotles de m + 1 abscisses:

b = mort—i
x)dx ~ h a , « :/ -dt (k=0+m) ,
[ =nPas o = )

on s’ha usat la notaci6 fy = f(a+ kh) (k =0+ m).

Els coeficients o (kK = 0 + m) no depenen ni de U'interval [a,b] ni de la funci6 f;
només depenen del grau m. L’expressid de U’error de la formula de Newton-Cotes de m+1
abscisses ve donada per

b m FPH (g
Er :/a f(x)dzx — hkgooékfk = Kmmhm_z , £€(ab), (4.10)
on
K, = /mwm(t)dt , p=m (simsenar ),
0

K, = / tmm(t)dt , p=m—+1 (sim parell ) ;
0

essent 7, (t) =t(t —1)--- (t —m).

Aixi, les férmules de Newton-Cotes de m + 1 abscisses sén exactes, fins i tot, per a
tots els polinomis de grau m + 1, quan m és parell (o equivalentment, quan el nombre
d’abscisses és senar) tal com succeia amb la formula de Simpson (m = 2) en I'exemple
anterior.

Notem que K, es pot obtenir també aplicant (4.10) a un polinomi de grau m+1 (resp.
m + 2) si m és senar (resp. parell), ja que aleshores f®*+1) és constant.
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Altres formules d’integracié interpolatories

Les féormules interpolatories que s’acaben de trobar partien només del polinomi interpolador
a la funcié que s’integra. Unes altres formules d’integracié numérica es poden deduir fent
servir tipus diferents d’interpolacié; aixo és, interpolacié de Taylor, interpolacié d’Hermite
i, fins i tot, interpolaci6 d’Hermite generalitzada. Alguns exemples d’aquestes férmules i
llurs aplicacions es poden trobar en els problemes IV.4 i IV.5.

4.2.3 Regles (compostes) d’integracié numeérica
Les formules d’integracié numeérica no s’apliquen normalment sobre tot U'interval [a, b], sind
sobre subintervals de [a, b], donant lloc aixi a les regles (compostes) d’integracid numeérica.

Regla dels trapezis

Si dividim [a,b] en M parts iguals i, en cada una d’elles, apliquem la férmula del trapezi,
obtenim la regla dels trapezis

T(h) = 21f(a) +2f(a+ ) +2f(a+20) + -+ 2(b—h) + F(3)] (4.11)

obtinguda en descompodre la integral inicial com la suma de les integrals en les M parts
d’amplada h = 22 en qué s’ha dividit 'interval [a, b]:

b M-1 Thy1 M—-1
I = [ f@de =Y [ f@)de = Y )
“ k=0 Tk k=0

amb xp =a+kh (k=0+M).

Com que
Tr41 h (2)
nh)y = [ s = Gt + flon)] - T 0
on & € (g, Tgt1), aleshores
| M-1 o \ b g M-1 o )
J(f) —T(h)= 1z kz:% &) = ~ 1o ];) [ (&)h

on suposem que f € C%([a,b]); tenint ara en compte el teorema del valor mitja per a sumes,
existeix & € (a,b) tal que

b—a

[ st~y = -2 e (4.12)
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Regla de Simpson
C 1 . . . . . b—
Dividint ara [a, b] en 2M parts iguals i aplicant, en cada interval de longitud % = 2h, la

formula de Simpson, obtenim la regla de Simpson,

S) = S7(a) + 47 (@ h)+27(a+2) +4f(a+3h) + -

+2f(b—2h)+4f(b—h)+ f(b)],

amb el segiient error associat, suposant f € C*([a, b)),

f@)dz — S(h) = ———fW(©n* (4.13)
on ¢ € (a,b).

Formula d’Euler-Maclaurin

Una manera forca 1til d’obtenir férmules d’integracié numeérica és per mitja de la integracio
per parts. Aix{, per exemple, escrivim la integral

b
J(f) = / f(z)da

b
/a F@)b(2)dz

on by(x) és un polinomi de grau 1 tal que bj(z) =1 (b1(x) = x + ¢1); aleshores
b b
I =F@h@)]| = [ @b
a a

Si ara introduim be(x) tal que bS(z) = by(x) (be(x) = W + c2), resulta

b b b
T = f@h@) | = F@h@)| + [ 1O (4.14)
Si prenem ¢ = — %, ¢y = — (b_Sa)Q, aleshores by(z) = 3(z — a)(z — b) s’anul-la sobre
a ibiobtenim
b— b
I = 5@+ 101+ 5 [ 1@ a)a by

Com que (z —a)(x—b) < 0sobre (a,b), si f € C?([a,b]) retrobem la formula del trapezi
amb Verror corresponent (4.12):
b—a
2

b
F@+1®) = 5 [ 1P - a - b

A3
T (b—a)®.
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El procediment de (4.14) es pot iterar per tal d’obtenir una expressié asimptotica per a

Perror de la regla dels trapezis. Per simplificar, podem considerar que l'interval [a, b] sigui
I'interval [0, 1]; més concretament, fent el canvi z = a + th i introduint g(t)
tenim

b 1
/f(:l:)dx:h/ g(t)dt
a 0
amb h =b—a.

Prenem b1(t) = t — 5 com abans (ara I’abscissa mitjana és
manera que

= f(a+th),

1y 1 by(t), ba(t), ..., de
Gt =bi(t) (G >1),

i amb les constants adequades per tal que

(4.15)
1
/0 bi(t)dt =0 (j > 1) (4.16)
0, equivalentment, bj;1(0) = bj41(1) (j > 1).
Repetides integracions per parts donen lloc a
[ ottt = 560 +01)
~b2(0)(¢'(1) — ¢'(0)) + b3(0) (¢ (1) — gP(0)) + ...
+(=1)" Vb, (0) (9" V(1) — g7 (0))
H(—1) ) / L ()b () (4.17)
per a g € C"(]0,1]).
En el problema III1.11, es demostra que
(=1)" g (0) >0, boy1(0)=0 (r>1), 4.18)
(—=1)"(bar(t) — b2r(0)) >0 Vt € (0,1) (r>1). (4.19)
s’obté B

Prenent ara n = 2s + 1 i integrant per parts I’altim sumand de 4.17 de signe negatiu

1
1
Ag%“Wwwﬂwn [bas2(t) — bas12(0)]g+ 1 (8)

0
! 2542
—/0 (bast2(t) — bast2(0))g > +2) (t)dt
b25+2(0)g(28+2) (5) , §€ (07 1)
on s’ha emprat (4.15), (4.16) i (4.19).
Posem la formula (4.17) en termes dels polinomis monics Bo(t) = 1, B;(t) = j!b;(t)
t] + L. . > . NI .

=1, By(t) = jlb;(t) =
» ) J
(j > 1) (aixo és, polinomis amb coeficients principals unitaris). Aquests reben el
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nom de polinomis de Bernoullii els valors B; = B;(0) (j > 0) sén anomenats nombres de
Bernoulli (vegeu de nou el problema II1.11 per generar-los):

/01 g(t)dt = %(9(0) +9(1)) (4.20)
_Z B2T { (2r—1) 1) _g(2r—1)(0)]
‘é?ﬁ&ﬁ%mﬁd,ﬁemﬂu (4.21)

formula valida per a tota g € C2*2([0, 1]).
Desfent el canvi g(t) = f(a+th) i reordenant els termes, obtenim 1’ezpressic asimptotica
de Uerror de la formula del trapezi

h a+h
sU@+fa+n) = [ f@ (1.22)
Z B2 B2r [f(Qr U(a—l—h) f(27‘—1)(a)}

B2s+2 (2542) ¢\ 7,2
_Pasta h s+3 h
P/ OO e @ath),
formula valida per a f € C?**%([a,a + h)).

Per a una subdivisié de 'interval [a,b] en M parts iguals, i aplicant en cada segment
[k, Tp41] la formula del trapezi amb h = %2 (k= 0+ M — 1), s'obté de manera analoga
al procediment de (4.12) expressid asimptotica de l’error de la regla dels trapezis

b
T(h) = /a f(x derthr Bi; [f(zr—l)(b) _ f(2r71)(a>}
+C£ﬁi;gb—axﬂ%+”@ﬁﬂwa, ¢ (ab), (1.23)

valida per a f € C*%2([a, b]).
Les formules (4.21), (4.22) i (4.23) reben el nom de formules d’Euler-Maclaurin. En
aplicar-les, per exemple la (4.23), convé saber fitar la resta

s = (23;2:?22)'([) — a)f(23+2) (£)h2s+2 L fc (CL, b) '

Clarament,

’B2s+2‘ 25+2) 2542
| Ro| < =05 (b—a) sup | [ (a)[ n?H2
’ (28 + 2)! z€[a,b]
Ara bé, segons (4.18) els nombres de Bernoulli alternen el signe (aixo és, BasBasya < 0
(s > 0)). Si fZ+2) i fs+49) no anullen en (a,b) i tenen el mateix signe, aleshores
RsRs11 < 01, per tant, | Rs | és més petit que el valor absolut del primer terme menyspreat,
segons el criteri d’alternanca dels residus de 'apartat 3.1.4,

BS S S S
[Re| < o2 | FO ) = D @) 122
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Cal advertir que els nombres de Bernoulli creixen rapidament i, per tant, no cal esperar
que Ry — 0 quan s — oo. A la practica, convé prendre el nombre de termes s en (4.23) de
manera que | Ry | sigui menor que la tolerancia e demanada, sempre que aixo sigui possible.

4.2.4 Integracié gaussiana

Les formules d’integraci6 interpolatoria de m + 1 abscisses xg, 1, ..., Tm, obtingudes
integrant el polinomi interpolador en aquestes abscisses, sén exactes per als polinomis de
grau més petit o igual que m; aixd passa per a qualsevol tria feta de les abscisses dins de
Iinterval d’integraci6. Veurem ara que una tria adequada d’aquestes m + 1 abscisses ens
proporcionara formules d’integracié numeérica de m + 1 abscisses, exactes per a polinomis
de grau més petit o igual que 2m + 1, que rebran el nom de formules gaussianes.

Exemple motivador

La regla dels trapezis ens proporcionard el primer exemple d’aquestes formules, en ser
aplicada convenientment sobre polinomis trigonomeétrics.
Aixi, sigui

n n n
tn(0) = % + Zaj cos jO + ij sin jO = Z c;et?
j=1 J=1 /

j=-n

un polinomi trigonométric de grau més petit o igual que n, i calculem
2m
J(tn) = / 1 (0)d0 = mag = 27cp |
0

usant la regla dels trapezis amb pas h = QM” per a M > n.
Atesa la periodicitat de ¢,(6),

tn(0 +2m) =t,(0) VO E€IR;

per a qualsevol ¢ € IR es compleix

27+¢ 2
J(tn) = /qb tal)dp = [ tald+0)db = may

L’aplicaci6 de la regla dels trapezis sobre aquesta tltima integral dona el resultat exacte

2 o M1 2k
T(—) = — —
(M) M kz:% tn(@ + M )
2 n B M-—1 ok
= Z c;e'? Z e M =2mcy = J(ty) ,
j=—n k=0

on hem usat que

k=0

sabent que it #1(0<|j|I<n < M).
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Si ara considerem un polinomi trigonometric en cosinus de grau més petit o igual que

tn(0) = + Z a;cos jo ,
7j=1

tenim, apart de la periodicitat t,(0) = t,(0 + 27), la simetria respecte a § = m: t,(0) =
tn(2m — 0); per tant, si M > n,

s 1 21 T
J(tn) = /0 £ (6)d0 = 5/0 ta(0)d0 = Tag
1 2« o Ml 21k
TGP = 77 2 6+ 5p)

Prenem ara M = 2(m+1) > ni¢ = §; per tal que el conjunt d’abscisses sigui simeétric

respecte a 7. Aleshores ¢+ 2F = %]fj_ll 5 (k =0+2m+1) iels valors t,( (22(]:;;37;) apareixen

dues vegades: 811—2m—|—1—k: quan k =0-+m, tenim que [ =2m+1+m+1,1i

Obtenim aixi la segiient formula d’integracié numérica de m + 1 abscisses:

o 2k+1
;e - ()
m+1¢ 2(m+1)
exacta per als polinomis trigonométrics en cosinus de grau més petit o igual que 2m + 1.
Fent ara el canvi ¢ = cos#, usual en 'aproximacié emprant polinomis de Txebixev
(vegeu lapartat 3.2.4), aleshores f(t) = F(arccost) és un polinomi de grau més petit o

igual que n si F' és un polinomi trigonométric en cosinus de grau més petit o igual que n
(recordeu la formula de Moivre), i tenim la segiient formula d’integracié numérica de m+ 1

abscisses:
A0 (2k + )
/1mt—m+12f<052( +1))’ (4.24)

exacta per als polinomis de grau més petit o igual que 2m + 1, anomenada férmula de
Gauss-Trebizev (vegeu un exemple de la seva aplicacié en el problema IV.7).
Les férmules anteriors també es poden escriure com:

m

T
_ F
m—i—lkz:% (Or)

/1 MO g~ TN i)
v i PO A

on O (k = 0=+ m) son els zeros de P41(0) = cos((m + 1)8) it (kK = 0+ m), els de
funci6é Tp,41(t) = cos((m + 1) arccost) = p,y1(arccost). Recordem, de 'apartat 3.2.4,
que VYp41(0) i Trpgr (t) formen part de les families ;(0) (7 > 0) i Tj(t) (j > 0) ortogonals
respecte als productes escalars

12

/0 " F(6)d6
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T b f(t)g(t)
F,G:/F@Gede, , :/ dt .
.6 = [ Focew, (f.9- [ D20
respectivament.
De l'exactitud de (4.24) per als polinomis de grau més petit o igual que 2m + 1, en
resulta que v;(6) = cos jO i Tj(t) = v;(arccost) (j = 0+ m) sén ortogonals respecte als
productes escalars discrets

m

(F,G)m = > F(0,)G(0) ,
k=0

(fs@m = if(tk)g(tk),
k=0

tal com ja s’ha demostrat en el capitol III, amb

(Wi t) = (T 1) = —— W3t = —= (T T
_ {71—(.7_0)7
5 (G=1+m)

Formules gaussianes

Veurem que ’elecci6 de les abscisses zj (kK = 0+m) com a zeros d’un polinomi ¢, 41(z), de
grau m-+ 1, d’'una familia de polinomis ortogonals portara sempre a férmules de quadratura
exactes per als polinomis de grau més petit o igual que 2m + 1.

Aixi, sigui w : [a,b] — IR una funcié pes positiva i continua sobre 'interval [a, b] i sigui
Vma1(x) = Ap1z™ 1 + - -+ el polinomi ortogonal de grau m + 1, amb coeficient principal
A1, associat al producte escalar

(f.g)= /abw(:t)f(w)g(x)dx .

Aquest polinomi ¥, +1(x) té m + 1 zeros simples zx (k = 0+ m) (per tant, diferents
dos a dos), que es troben a 'interval (a,b).

En efecte, si ¥p,+1(x) només canviés de signe en i abscisses aq, ..., o; de [a,b], amb
1 <4 < m, aleshores el polinomi

¢i(2)Ymi1(x) = (z — 1) - (x — @) Pmy1() ,
de grau m + i + 1, no canviaria de signe sobre (a,b) i, per tant, la integral
b
| 0@t (@) = (@)

seria no nul-la, en clara contradicci6 amb el fet que ¥, 41(x) és ortogonal a qualsevol
polinomi de grau menor o igual que m.
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Considerem ara la segiient formula d’integracié numeérica de m + 1 abscisses, avaluada
sobre els zeros de ,11(x):

/bw(x)f(m)dx = 3 Wif(a) (4.25)
@ k=0

D’entrada, imposant exactitud per als polinomis de grau més petit o igual que m,
obtenim com en (4.3) que els pesos W}, vénen donats per

Xr — Xy

Wy = / L@@, @) =] (k=0=<m). (4.26)

kti Tk T L

Comprovarem ara que, amb aquesta eleccié d’abscisses i pesos, aquesta férmula és
exacta també per als polinomis de grau més petit o igual que 2m + 1. Les féormules aixi
obtingudes s’anomenen formules gaussianes de m + 1 abscisses.

Sigui pam+1(x) un polinomi de grau més petit o igual que 2m +1 i siguin g, (x) i 7, ()
els polinomis de grau més petit o igual que m que sén respectivament el quocient i el residu
obtinguts en fer la divisi6 de poy,+1(x) pel polinomi ¥, +1(x) de grau m + 1

P2m+1(®) = g (T)Ym41(x) + rm(2) -

El polinomi ¢, (x) sera, doncs, ortogonal a ¥m1+1(): (¢m,¥m+1) = 0; per tant,
b b
[ w@pmn@ids = [ 0@ @)
b
+/ w(x)ry (x)dx
b m
= / w(z)rm(x)de = Z Wirm(zk)
a k=0

ja que (4.25) és exacta per al polinomi r,,(z) de grau més petit o igual que m.
Usant ara que ¢m+1(z;) = 0 (k = 0+m), obtenim l'exactitud de (4.25) per a pam41(2):

> Wipamei(zr) = Y Wetm(@e)bme1(@r) + Y Wirm(zk)
k=0 k=0 k=0

b
= /aw(x)pgmﬂ(x)dx.

Error de les formules gaussianes

Per a funcions f € C*™*2([a,b]) podem donar una expressié per a 'error de les férmules
gaussianes. Per aixo, considerem el polinomi interpolador d’Hermite po,,+1(z) a f en les
abscisses zp (k = 0+ m) (de grau més petit o igual que 2m + 1); d’una banda, tenim
que la formula gaussiana és exacta per a aquest polinomi i, d’altra banda, disposem d’una
formula d’error d’interpolacio per a tot « € [a, b]

@m+2) (¢ (4
@) = panna(e) = g “E N )
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on &(x) €< 0, T1,. .., Tm,x >C [a,b] i

z/}m—i-l (.1‘) )

wn(x)=(z—x0)(x —21) -+ (T —T1py) = Ao

Multiplicant per w(x) i integrant entre a i b, s’obté 'expressio segiient de l’error de la
férmula gaussiana de m + 1 abscisses:

/abw(x)f( dr — i Wi f (zx) (4.27)

FEm+2) (¢
(2m + 2)! A2+1/ wl ¢m+1 z)dz

on & € (a,b) i Ap41 indica el coeficient principal del polinomi ortogonal 1y,+1(x) triat.
Cal fer notar que el factor de ’error

b
(wmjé;f:lﬂ) :/a w(w)w?n(x)da:

x2m+2

es pot obtenir per aplicacié de la formula gaussiana a f(z) = , atés que aleshores

Paltre factor és la unitat
AR

=1.
(2m + 2)!

Pesos de les formules gaussianes

Els pesos Wy, que es poden trobar per (4.26), admeten altres expressions equivalents.
Emprant 'exactitud de (4.25) per als polinomis I(x) de grau 2m, obtenim

Wy — /bw(x)zz(x)dx >0 (k=0<m),

d’on resulta que tots els pesos d’una férmula gaussiana sén positius.
Imposant ara ’exactitud per a

f(z) = Ymi1(z) = Apir [[(z—21) ,

T = Lk itk
aleshores f(z;) =0 (i # k) i f(xr) = ¢}, (xk), donant lloc a

_ 1 b Yimg1(T) . _
Wkw/cz w(x)mda; (k=0+m);

analogament, per a

f(iﬂ):l/}LI(g A [I @

(x — xp) i)
s’obté

. 1 wa ¢72n+1($) " —0=m
kak))Q/ () (2 S > 0 (k= 0+ m)
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Finalment, si substituim en la formula (4.27) el polinomi de grau 2m + 2

_ VYm+1()

T — Tk

f(x) 7/’m+2(1') )

i tenim en compte el fet que
Ymt1
( 7t 1/’m+2) =0,

-z

arribem a ’expressio
Apmi2(¥m+1, Y1)
Ap 11 (Tk) Y2 (k)
Usant, per acabar, la relacié de recurréncia dels polinomis ortogonals, obtenim

Am+1(wm>wm)
Wi = .
ST Al (@) O ()

Wy, = —

Exemples de formules gaussianes

1. Tornem a la formula de Gauss-Txebixev (4.24). El polinomi ortogonal de grau m + 1
i coeficient principal A,,+1 = 2™ corresponent és el polinomi de Txebixev T),+1(t) =
cos((m + 1) arccost).

Els seus zeros xy, = t, = cos 0, 0 = (22(1::37; (k = 0+m) son les abscisses de la formula;
llavors, els pesos de la formula de Gauss-Txebixev som
T s
Wk} et — = —
Trln-i-l (th) Trng2(tr) %(_1%“ sin 0y,
T
= k=0-+

tal com haviem vist; la férmula amb ’error corresponent queda finalment aixi

Lf() B T - 2k + 1)m
/_1 gt = m+1];)f(cos 2(m+1))

), ge (-1

Vs
Tt 2m 1 2)

2. Si considerem ara la funci6 pes w(z) = 1 a linterval [—1, 1], el polinomi ortogonal
de grau m + 1 i coeficient principal

A _ (2m+2)!
LT 9 (- 1)1]2
és el polinomi de Legendre
1 amtt o, m-+1
Perl(t) = 2m+1(m_|_ 1)' dm+1 [(t - 1) ] )
introduit en 'apartat 3.2.3. Els seus zeros tg, t1, ..., t,, estan distribuits simétricament

respecte a 'origen i la formula gaussiana, dita de Gauss-Legendre, que amb 'error corres-
ponent queda (vegeu el problema IV.8)

22m+3[(m + 1)1]4
(2m + 3)[(2m + 2)!]

1 m
[ fodt =3 Wip ) + TRanlGR
N k=0
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amb { € (—1,1) 1
2

(
(1 = )P (te)]?
Aquesta formula de Gauss-Legendre pot ser estesa a qualsevol interval [a, b], mitjangant
el canvi

Wy = k=0+m).

b—at+a+b
2 2

xr =

4.3 SUMACIO NUMERICA

4.3.1 Introduccid

Considerem seguidament les sumes (finites)
n
Sp =) aj; (4.28)
j=0

on els a;j (j = 0+ n) sén els n+ 1 primers termes de la successi6 (a;);>o0. Les sumes S;
(j > 0) s’anomenen sumes parcials de la dita successio.
Sovint els termes de la successié es podran escriure en la forma

aj = f(j) (1=0),

essent f :[0,00) — IR (també podria prendre valors complexos).
La successi6 (5;);>0 rep el nom de série i, si és convergent a un valor S, escriurem

S = Zaj
7=0

i direm que S és la suma de la série de terme general a;.
Aix0 vol dir que, per a qualsevol € > 0, podem trobar un index n, dependent de e, tal
que | S — S, |< € o també
S=5,+¢€. (4.29)

El problema de la sumacid numeérica és donar métodes per aproximar sumes del ti-
pus (4.28) o, si existeix, el seu limit quan n tendeix a infinit. Des del punt de vista
numeric, el cas limit es redueix a calcular S, amb n = n(e) prou gran a fi que es com-
pleixi (4.29), donat un error permissible e. Ara bé, si n és molt gran, el calcul directe
de (4.28) és molt costos i cal cercar métodes alternatius.

També considerarem sumes els termes de les quals son funcions d’una variable real (o
complexa)

§=0

que donen lloc, en el cas limit n — oo, a les anomenades séries de funcions

S(x) = ifj(x) )
j=0
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Aquestes séries tenen sentit només per a aquells valors de z per als quals la série
numérica corresponent és convergent. El conjunt d’abscisses en qué la série de funcions
convergeix rep el nom de regid de convergéncia.

Un cas molt important és el de les séries de poténcies del tipus

x) = Zaj(a: —x0)
3=0

que sorgeixen en fer desenvolupaments de Taylor d’una funcié prop d’una abscissa xg. En
efecte, si f : I — IR és una funcié indefinidament diferenciable sobre un interval I, podem
escriure, per a qualsevol xg € I,

f(@) = pn(z) + Bn(x) (n2>0),

n .
pn Z .1‘ - .’L'(])]

és el polinomi de Taylor de grau més petlt o igual que n de f en xg i R,(z), l'error de la
interpolaci6 de Taylor que admet les expressions (3.8) i (3.9).
Recordem que, per a qualsevol n fixat,

lim 1 Bn(@) | =0.
=0 |z — 20 |"

La série de poténcies formada per la successié de polinomis de Taylor d’una funcié
f indefinidament diferenciable prop de xy va rebre el nom de desenvolupament en série
de Taylor de [ prop de xg en apartat 3.1.4. De fet, es tracta d’'un cas particular dels
anomenats desenvolupaments asimptotics que s’'introdueixen a continuacio.

Direm que

x) = Zaj(:z: —20)) + Ry ()

J=0

és un desenvolupament asimptotic d’una funcié f prop de xy quan

lim 7|R()‘ =0.

a—ao |x — 20 |"

En tal cas, escriurem
oo
x) ~ Zaj(ac —x0) (x = x9) .
=0
De manera analoga, direm que

fa) =3

7=0

a;
$J+R()

és un desenvolupament asimptotic de f prop d’infinit 1 escriurem

Zx—J (x — o0)
7=0
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quan
lim |z|"|Rp(x)|=0.
T—r00

Donada una abscissa z, el desenvolupament asimptotic d’una funcio f
f(x) = Sn(x) + Rn(x)

no és necessariament convergent a f(z), quan n tendeix a infinit; aixo és: els residus R, (x)
no sempre convergeixen a 0.
En el cas dels desenvolupaments de Taylor, si es complia la condicié de convergéncia
lim R,(z) =0 Vz € (a,b),
n—oo
deiem que la funci6 f era analitica a 'interval (a,b). Diversos exemples de funcions anali-
tiques es troben a la taula 3.5.
Un desenvolupament asimptotic pot ser emprat per al calcul d’una funcio6, encara que
no es compleixi la condicié de convergéncia

lim R,(z)=0.

En aquest cas, ’error comeés no sera arbitrariament petit.

Si es disposa d’una expressié per a cada Rj(x) (j > 0), caldra trobar un valor n per
al qual | R,(x) | sigui menor que lerror permes. Aixd no sempre serd possible; en tal
cas, interessara trobar n que faci minim | R,,(x)| i ens haurem de conformar a tenir f(z)
calculat amb aquest error (vegeu el problema IV.11).

Les séries divergents que apareixen en ’aplicacié de desenvolupaments asimptotics re-
ben el nom de séries semiconvergents perqué permeten també el calcul de les dites funcions,
encara que no amb un error arbitrariament petit.

4.3.2 Fites dels residus de les séries

Donada una série convergent
[e.e]
S = E aj ,
J=0

on a; pot ser eventualment del tipus f(j) o fj(x), cal primer saber estimar els seus residus

Rn:S—Sn: Z aj

j=n—+1

per poder aproximar correctament S mitjancant el calcul directe de S,; si n resulta ser
molt gran, s’haurad de cercar un altre métode a fi d’aproximar S, o S.
Per exemple, si

laje1l< plag] (G=n),

amb p < 1; aleshores, per induccio,

lajul< Pl lag| (1>1) (> n)
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1 obtenim la fita del residu

x o
j |ant1]
| Ry |< Z la;|< ZP] lan+t1|= ln_ ;
j=nt1 =0 P

és a dir, la magnitud del residu és menor o igual que la magnitud del primer terme
menyspreat dividida pel factor 1 — p.

Si, en canvi, tenim a; = f(j), amb f : [0,00) — IR decreixent (almenys sobre [n,00));
aleshores, si x € [J,7+ 1] (j > n), es té f(j) > f(x) > f(j + 1) i, per tant,

J+1 j+1
) = 1) d d 1) .
fU)(é fU)wZA f@)de > f(j + 1)
Aixi, resulta

Raa =Y f()2 [ fla)de = Ro
i=n »

en particular, s’assegura que el residu

S 106)

Jj=n+1

[e.9]
/ f(x)dx
n+1
és convergent.

Recordem el criteri d’alternanga dels residus de I'apartat 3.1.4: siels residus R, i Rn+1
tenen signes diferents, aleshores

és convergent si i només si la integral

Se< SnaSn+1 >, ‘Rn|§|an+l‘ )

aix0 és: la magnitud del residu és menor que la del primer terme menyspreat. En particular,
si tenim una série alternada a partir del terme n,

a1 <0 (j=n+1),
que sigui monodtona decreixent, en modul, cap a 0 a partir del terme n,

laj1|<|aj| (j>n+1), jlim aj =0;

— 00

aleshores
sgn(aj + ajy1) = sgn(aje + ajy3) (j = n+1)
i, per tant,
Rj 1= (aj+aj1) + (a2 +ajys) + -
té el mateix signe que a; (j > n +1). En resulta, doncs, que

R,Ryy1 <0, |Rn|§|an+1| .

Recopilarem ara aquestes fites de R, en els criteris de fitaci6é segiients:
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1. Criteri de comparacié amb una série geométrica

Si existeix p < 1 tal que |aj+1|< p|aj| (j > n), aleshores

|an+1| P
R, |< < .
| Ry < 1—,0_1—,0’an|
2. Critert integral

Sia; = f(j) amb f:[0,00) — IR decreixent sobre [n, 00), aleshores
R, < /OO f(z)de < R,_1 .
En particular, sota la condici6 |a;|< f(j) (j > n),
Ral< [~ f@)de

3. Critert d’alternanca de residus

Si R,Rn11 <0, aleshores

S=S,+R,= n+1 +Rn+1 e< Sn;Sn+1 >, ’Rn‘g‘an—i-l’

4. Criteri per a séries alternades

Siajaj1 <0, |ajr1|<laj| (j >n+1)ia; — 0 (j — o00); aleshores

S e< STL7STZ+1 >, ’Rnlglan—l—l‘

Es clar que aquests criteris s’apliquen de forma directa també per al calcul de sumes
finites.

4.3.3 Meétodes de sumacié numérica

Usant les fites del residu Ry, el calcul de la seérie S = S,, + R,, es redueix al calcul de .S,, per
a n tal que la magnitud de R, sigui prou petita, d’acord amb la precisié6 demanada. Ara
bé, el calcul directe de S,, pot arribar a ser molt costoés, per a séries anomenades lentament
convergents. Presentarem primer un exemple d’aquest tipus de séries i, a continuacio,
donarem alguns métodes que permeten aproximar S, (i S) d’una forma alternativa més
eficac al calcul directe, i que denominarem meétodes d’acceleracid de la sumacid.

EXEMPLE

Si volem sumar la série

<1

J=1

amb un error més petit que 10~ mitjancant el calcul directe de les sumes parcials, el criteri
integral aconsella prendre més de 10° termes.
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La formula d’Euler-Maclaurin

Recordem la formula d’Euler-Maclaurin (4.23) per a una funcié qualsevol f de C2**2([a, b)):
si dividim [a, b] en n parts iguals d’amplada h = b_T“, aleshores

1) = [ fadr S ZE [ - (o)
a r=1 '

@ . (2542) s
+(25+2)!(b a) fEHD(OREH2 | ¢ € (ab)

on els coeficients By, son els nombres de Bernoulli i

n—1
T(h) = h f(2a)+Zf(a+jh)+f(2b)
j=1

n

= B flatih)— D f(@) + flatnh)] .

=0 2
La dita férmula pot ser escrita en aquesta altra manera, i I’anomenarem formula
d’Euler-Maclaurin per o sumes
n

fatmy =1 [ e+ L (5@ + fat )

Jj=0 2
: B
2r—1 P2r (2r—1) _ r(2r=1)
+§1h o [F® D (a+nh) - F2r~(a)]
+Rs
on B
_ 25+2 25+2 (25+2)
Rs; =nh 7(25 n 2>!f &), €€ (a,a+nh). (4.30)

Per ’alternanca de signe dels nombres de Bernoulli (vegeu (4.18)), si f € C?****([a,a +
nh)) i f@5+2) 2544 > 0 en (a,a + nh), aleshores RyR,y1 < 0 i, pel criteri d’alternanca
dels residus,

s B S s s
| Ry|< h? +1(|2.92++22)|! |f(2 +1)(a—|—nh) _ f(2 +1)(a)| . (4.31)
La integral impropia
/ f(z)dz
és convergent quan existeix
a+nh
J(f) = lim f(x)da .

Fent us d’integrals impropies convergents, en el cas que

lim f&Y(z)=0 (r=1=+s),

T—00
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la formula d’Euler-Maclaurin per a sumes finites es pot generalitzar al calcul de sumes de
series

1

= N °° f(a)
]Z_%f(a—kjh) - E./a f(z)de +

2

5 B
2r—1 2r 2r—1
— Elh 7(27‘)!]0( )(a)—I—RS )

anomenada formula d’Fuler-Maclaurin per a séries.

Una expressioé per al residu R, analoga a (4.30) no és ara valida, perqué n — oo i s’ha
de recorrer a (4.17) per obtenir-ne una expressié correcta (vegeu el problema 1V.10). Si
f(23+2)f(25+4) >0a [CL, OO) i

lim fZ*+(z) =0,

T—00

la formula (4.31) ens diu que | Ry | és més petit que la magnitud del primer terme
menyspreat | |
25+1 | B2s+2 2541
|Ral< W o) | f®5 ) (a)|

Aquesta formula es fa servir, prenent h = 1, per calcular sumes de séries de forma molt
eficient en un gran nombre de casos.

Finalment, notem que el desenvolupament de la férmula d’Euler-Maclaurin no és sempre
convergent; és a dir, no s’ha de complir necessariament que Rs — 0, quan s — oo. De
fet, la magnitud dels nombres de Bernoulli Basys creix indefinidament quan s tendeix a
infinit, de manera que el seu quocient amb (2s + 2)! decreix potencialment en s; aixi que,
si f (25+1) t¢ un comportament de creixement més fort que aquell quocient, tindrem que
R creixerad indefinidament. Molt comunament, en variar s de 0 a oo, s’observa que la
magnitud de R decreix primer, per tornar a créixer després; es tracta d’un exemple tipic
de séries semiconvergents. Per a aquest tipus de séries divergents, interessa prendre s de
forma que la magnitud de Ry sigui com més petita millor; ara bé, a diferéncia de les séries
convergents, el valor més petit de Ry és fixat i no arbitrariament petit, com en aquelles.
Es a dir, pot passar que, si la precisi6 demanada en la suma és massa gran, no pugui ser
assolida per a cap valor de s (vegeu-ne un exemple en el problema IV.11).

Meétode de comparacid

Per tal de calcular la suma S d’una série lentament convergent
o
> aj,
=0
cerquem una altra série
oo
> b
Jj=0

tal que sigui convergent a un valor conegut 7' i que la série

o0

> (aj — b))

Jj=0
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que sigui més rapidament convergent; aix{, n’hi ha prou de calcular la suma de la darrera
série, més rapidament convergent que la inicial, i després sumar T al resultat obtingut,

S:T—FZ(GJ‘ —bj) .
7=0

Caldra, doncs, conéixer alguns exemples de sumes de séries per tal de poder aplicar
aquest métode de comparaci6é al calcul de les sumes desconegudes d’altres séries.

Els exemples més obvis de sumes finites (i també, de séries) calculables exactament
corresponen a les anomenades sumes telescopiques; aixo és, sumes

on b; = AT; =T 1 — Tj, ja que, aleshores

n

> bj=Ths1— T -

j=m
Aixi, si considerem les funcions factorials, per a o € Z,
zz—1)-(z—a+1) (a>0)
(L‘(a) = 1 (a = O)

1
(z+1)(z+2) - (z—a) (Oé < 0)

resulta que Az(® = az(@=D i per tant, si a # —1,

() Agletl) n (@) (n + 1)(a+1) — mle+l)
g =—— j =
a+1 : a+1

j=m

En particular, si a < —1,
met1)

-~ (o) _
jz;n‘] o a+1

Vegeu el problema IV.9 per a una aplicacié practica.

4.4 EXTRAPOLACIO

4.4.1 Introduccid

Per a molts problemes matematics, 'objectiu dels quals consisteix en el calcul d’un valor
v, convé desenvolupar la seva resolucié numeérica en dues etapes:

e DISCRETITZACIO: Es calculen aproximacions numeériques F'(h) al valor exacte v,
depenents d’'un parametre h, anomenat pas de discretitzacid. Per exemple, en el
calcul numeric de derivades i integrals, h és la separacié entre abscisses consecutives.
En el cas que les quantitats aproximades depenguin d’una variable entera n de forma

que el valor v es troba quan n tendeix a oo, prendrem h = %
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e PAs AL LIMIT: Es considera el limit de les aproximacions F'(h), quan h tendeix a 0.

En el context numéric, el pas al limit consisteix a realitzar els calculs amb passos h
cada vegada més petits, cosa que comporta dos tipus de dificultats:

1. El nombre d’operacions augmenta enormement.

2. Apareixen importants errors d’arrodoniment per excés d’operacions, o per cancel-lacié
de termes en restes de quantitats molt properes, que desfiguren el valor de F'(h).

4.4.2 Meétode de Richardson d’extrapolacié repetida

A fi d’evitar totes aquestes dificultats, si coneixem el desenvolupament asimptotic de F'(h)
quan h tendeix a 0, el métode de Richardson proporciona, a partir d’una successio F'(hy),
F(hg), ... de valors de F' calculats directament, noves successions més rapidament con-
vergents cap a v (per a diverses aplicacions al calcul de derivades i integrals, consulteu els
problemes IV.12, IV.13 i IV.15).

Aixi, si sabem que el desenvolupament asimptotic de F'(h) és de la forma

F(h)=v+aith” +ah??+--- | 0<p <pa<---,

prenem un nombre ¢ qualsevol més gran que 1 i definim la successié d’extrapolacions
segient:
Ej(h) — Fj(gh)

R0 = F0) . Fya() = B + 200

(G=1).

Aleshores, es prova per induccié que
Fj<h’) =v+ a§J)hp] + a§*21hpj+1 + ... ,

amb la qual cosa, els termes que contaminen v sén ara molt més petits, si prenem el pas
h prou petit.

Per tal de calcular Fj;1(h) necessitem conéixer Fj(h) i Fj(gh); per calcular aquests
tltims, Fj_1(h), Fj_1(qh) i Fj_1(q?h), i aixi successivament. Es per aixo que la forma més
comoda de procedir al calcul dels F;(h) (j > 1) és mitjancant un esquema triangular com
el que es mostra en la taula 4.1.

OBSERVACIONS

1. Per tal d’utilitzar aquest algorisme només cal conéixer els exponents py, p2, ... 1 no
els coeficients a1, aso, ...

2. Coneguts F'(h1), F(h2), ..., es pretén calcular F(0); és a dir, el valor de F' en una
abscissa fora de < hq, ho,... >. Per aquesta rad aquest procés rep el nom d’eztrapolacid.

3. El pas d’extrapolaci6 de Fj(h) a Fj41(h) es porta a terme afegint a F;(h) la diferéncia
entre Fj(h) i Fj(gh) dividida per ¢?7 — 1. Per aquesta rao, se’l sol anomenar eztrapolacic

. A
del tipus .
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F(h) = Fi(h)
N
F>(h)
Va N
F(qh) = Fi(qh) F3(h)
N\ Va N
Fy(qh) Fu(h)
/" ¢ /!
F(q*h) = Fi(¢*h) F3(qh)
N\ a
Fs(q°h)
/‘

F(¢°h) = Fi(¢*h)

Taula 4.1: Esquema del métode de Richardson.

4.5 CALCUL AMB OPERADORS

4.5.1 Introduccio

Els métodes basats en el calcul formal amb operadors es revelen com a eines eficaces i
elegants per a la construcci6 de formules (d’interpolacio, derivacié numeérica, integracio
numeérica ...) amb abscisses equidistants, exactes per a polinomis fins a un cert grau i, per
tant, aproximades per a altres tipus de funcions.

Definicions

Sobre el conjunt P de polinomis en una variable (que, de fet, és un espai vectorial), definim
els operadors segiients, mitjancant llur aplicacié a una funcié polinomial f en un punt x
qualssevol:

(Ef)(x) = f(z + h) (Operador desplagament cap endavant).
(Af)(x) = f(x+ h) — f(x) (Operador diferéncia cap endavant).
(Vf)(x) = f(x) = f(x — h) (Operador diferéncia cap endarrera).
(0f)(z) = f(z+ %) — flx — &) (Operador diferéncia centrada).
(uf)(@) = 5(f(x+5§) + f(z = §)) (Operador mitjana).

(Df)(x) = f'(z) (Operador de derivacic).

(Jf)(z) = j;f+h f(t)dt (Operador d’integracid).

Tots aquests operadors, llevat de 'operador D, depenen d’un pas h. Si és necessiria
una notacié meés explicita respecte al pas h usat (per exemple, quan treballem amb més
d’un pas), escriurem Ej f, Apf, etc.
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Els cinc primers operadors E, A, V, 0 i u poden definir-se també per a qualsevol
funcié f : IR — IR i, fins i tot, per a funcions tabulades sobre abscisses equidistants, ...,
T_9, T_1, Xo, X1, ..., sempre que h sigui un multiple enter de xx11 — xp per a E, A i
V, ide 2(xpi1 — xx) per a § i p. Els operadors D i J es poden definir sobre funcions
meés generals que els polinomis (funcions derivables i integrables, respectivament); pero,
aleshores requereixen un procés de pas al limit.

Donats dos operadors Ly i Lg, el seu producte (per composicid) L1Ls i la seva suma
L1 + Lo vénen donats per

(LiL2)f = Li(Laf), (Li+Lo)f =Lif + Laf .
En particular, les poténcies L/ (j > 0) d'un operador es defineixen inductivament per
L =1, on 1 és V'operador identitat (¢s a dir, 1f = fVf € P), L’ = LL'~! (j > 1).
4.5.2 Propietats dels operadors

Donem a continuacié propietats molt tils dels operadors definits:

1. Si L designa un qualsevol dels operadors definits, L : P — P és un operador lineal;
aixo és,
L(af +Bg)=aLf+pBLg,
on «, B sén coeficients i f,g € P.
2. Si f € P és de grau N, aleshores Af, Vf, 0f i Df somn de grau N —1 (si N > 1),

Efipf de grau N, i Jf de grau més petit o igual que N. En particular, L/ f = 0 (si
j>N+1iL=AVD).

3. Tota suma del tipus
0 . G
Zaij = a0+a1L+a2L2+a3L3+ e,
§=0

amb L = A,V,6,D, i amb a; (j > 0) coeficients qualssevol, es redueix a una suma finita
en aplicar-la sobre un polinomi i, per tant, la série d’operadors

> .
ZajL]
7=0

és un operador ben definit sobre P.
A continuaci6, en donem alguns exemples.

SitelRiL=A,V,0,D:

t — - 13 i
1+L0)" = > ()
=0 7
t(t—1 tt—1)(t—2
= 1+tL+ ( 5 )L2+( é( )L3+---,
el = OOthJ

=0 7"
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t2 t3
= 1+tl+ L+ L0+

6
O (1)1
In(1+L) = i[ﬂ
=
1 1
= L—-L*+-L%—
27 t3 ’
i 1 —3 2r+1
argsinh L = ( 2L
o 2r+1° r
_ 103 1-3L°
N 23 245 ’
sinh(tL) = 1( tL e*tL)zi il L+l
) = (2r+1)!
oy s
= tL+§L tgl
o0 2
cosh(tL) = (etL—i—e_tL)—Z 7 e
2 = (2r)!
=1 2L2 t4L4 t6L6
= 1+ Lo+ p L+ gL+

Els operadors inversos (respecte al producte per composicié) de 1+ L i e!* g’'indicaran,
respectivament, per (1 + L)™' i e7** . En notacié multiplicativa, se sol escriure:

1 1
1+7135(1+L)—1, et—LEe_tL, VI+L=(1+L)2, etc

4. Fls set operadors E, A, 0, V, D, i J commuten entre ells. Aixo és que, si L1 1 Lo
son dos d’aquests operadors, L1Lo = LoLq; per exemple, JD = DJ = A.

5. Disposem de la relacio:
(B'f)(z) = (1 +A)f)(z) = f(x+th) VtER VfeP.

En efecte, aquesta relacié és clarament certa per a ¢ € IN. Vegem ara que també és
valida per a t € IR. Aix0 és conseqiiéncia del fet que, si xg, 1, 2, ... formen una xarxa
equidistant amb z;11 — z = h (k > 0), aleshores

1

S (A3 (o)

Sl 1) = 1 (Af) o) , S, o1,22] =

i, per induccio,
1 .
flzo, 1, .., x5 = W(Nf)(%) :
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Si f € P té grau m, fent servir la variable ¢ tal que z = xg + th tenim zg + th — 3 =
(t — k)h i, usant la férmula d’interpolacié proporcionada pel meétode de les diferéncies
dividides, obtenim la relacié buscada:

j:O

o~

i YA ) (a0) = ((1+ A f)(x0)

<.

Notem que loperador In £ = In(1 + A) té també sentit i apareix definit a la propietat

6. Es compleixen les relacions entre els operadors donades en la taula 4.2, deduides a
partir de les definicions i emprant la férmula de Taylor usant operadors

E =¢MP
E A é \% D
E E 1+A 1+ +601+16%)3 Ao ehP
A E—1 A 5(1+16%)7 4 14° o A
5| E:—p 3 A 5 Y 2sinh2D
(1+4)% 1-v)3
vl 1-g7! 2 514 15%)3 — 147 \Y 1—e P
D g Lin(1+A) Zarg sinh(39) —n(-9) D
1 _1
pl Y(EE+ B3 —— (1+ 1573 —2%. cosh(4D)
(1+A)2 (1-v)2
Taula 4.2: Relacions entre operadors.
1 2 argsinh(16
Per exemple, u = (1 + %62)2, D = drg+(2), etc.
7. Tenim 'expressié segiient per a 'operador J:
1 19
J = hA(In(1 4+ A))~? = h(1+3 Inodpzy s At

12 24 720

Notem que, a partir de JD = Ai D = + In(1+ A), resulta la relacié JIn(1+ A) = hA
de la qual es desprén la primera igualtat donada. Per calcular el desenvolupament de J en
funci6 de A, s’escriu

J=h> ;N

=0
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i s'imposa l'equaci6 satisfeta per J, JIn(1 + A) = hA, obtenint

h(Co+ClA—|—62A2—|—63A3—|—...)(A—%AZ—FéAS—...):hA;

d’on, es poden determinar els successius coeficients

1 1 1 1
cn = Cl = — Cy) = ——— Cy3 =— —
0 ’ 1 9’ 2 12’ 3 24’

4.5.3 Aplicacions del calcul amb operadors

Generem ara de manera sistematica tota una série de formules per mitja de les relacions
establertes entre els operadors definits. Aquestes formules, que utilitzaran sempre abscisses
equidistants, seran exactes només per a polinomis; perd, per a les altres funcions, a més
de ser aproximades, tot sovint donaran un desenvolupament asimptotic de 'error comeés.

Interpolacié

A partir de la relacié E* = (1 + A)! per a t € IR, obtenim

fan +h) = (A w) s o€ R,
=0

exacta per a qualsevol polinomi f € P, essent a més la suma finita.
Si fixem m > 0, obtenim una férmula exacta per a polinomis f de grau més petit o
igual que m

PR YT et 81

Jj=0

(AT f)(z0) , tizo€R;

d’on, dient z = zo + th (t = 2520), Alfy = (AIf)(z0) (j = 0+ m), z = xo + kh,
fr = f(zr) (k =0+ m), obtenim la formula d’interpolaci6 segiient que aproxima el valor
de f(x), suposant coneguts fo, fi, ..., fm:

anomenada formula d’interpolacid de Newton cap ol davant, exacta per a polinomis de grau
més petit o igual que m.
Com ja hem vist
A fo
jlhi
i, per tant, py,(x) és el polinomi de grau menor o igual que m que interpola f en les
abscisses xg, 1 =20 + h, ..., Ty = To + Mh.
Igualment, usant la relacio E~% = (1 — V)*, obtenim

= f[aco,xl, e ,.Z‘j]
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anomenada formula d’interpolacic de Newton cap al darrera, exacta per a polinomis de
grau més petit o igual que m; aqui el polinomi p,,(x) interpola f en les abscisses zg, z_1,
cevy T, Ja que '
V7 fo
i flz—j 2_(j—1), - o] -

Altres formules d’interpolacié, per a xarxes centrades, es troben en el problema IV.14.

Derivacié numérica

A partir de
D = ‘mata)y=-twma-w
= ;o =-7n
1
2 8 2 2\ )
= ﬁargbmh(i) = (1 + 4) args1nh(§) ,

obtenim les férmules de derivacié numeérica segiients, exactes per als polinomis de grau més
petit o igual que m, si tallem després dels termes en A™, §" i V'™, respectivament:

1 1 1 .
fo = E(Af0—§A2f0+§A3f0—"'),

fo = %(Vf0+%v2fo+%v3f0+m),
o 1 1 1 1-3 1
fo = 0f— g5t g 50—
f(l) = %(/Msf()_éMCSBfo—I—%M(S‘%fO_...)
S F T A I
+%W%—&ﬁﬂ_mh

on f = f/(w).

La primera és una férmula de derivacié cap al davant i la segona, cap al darrera.
Les dues dltimes son formules centrades; 'tltima té, a més a més, 'avantatge que no fa
intervenir valors de la funcié en abscisses intermeédies de la xarxa equiespaiada amb pas h:
per exemple, la tercera conté §fg = f1 — f_1 i requereix valors que no coneixem en una
taula de f feta amb pas h. ’ ’

Per tal de calcular derivades d’ordre superior, és molt comi emprar les relacions:

) 5 2r
D = {h arg sinh(Q)} ,
1
1 3192 2r+1
D¥tL = (1 + 4(52) ’ [h arg sinh(i)

Aixi, per exemple:

@ o LYo, L, Lo,
0 h2(5fo 125f0+905f0 )
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3 o 1,3 [ [
0o = ﬁ(M(SfO—EMéfO‘FTQOM‘SfO—'“)a

1 1 7
ﬁ(fsélfo - 656f0 + %58](0 -,

1 1
£ = (6 fo = SuT o)

~
&
2

Notem finalment que totes les expressions asimptotiques obtingudes permeten l'aplicacié
del métode de Richardson (vegeu el problema IV.15).

Integracié numeérica

Notant que
z+mh
(E" 1)) = B @) = [ pwt
z+(m—1)h
resulta que
zo+mh
Tnfo = / F)dt=[1+E+--+ E™ )15

=[(E™ = 1)(E-1)"")fo) ,
per a qualsevol polinomi f € P. Desenvolupant en poténcies de A, s’obté
Tinfo = h[((1+A)"™ = DAT[A(In(1 + A)) '] fo

— h[Am_1+mAm_2+<ZL)Am_3+'--

()2 (")

m) min(j,m—1) m min(j,m—1) m
"= <m—1—1 )Cﬂ_ 2 <z+1 )Cﬂ'“

=0 =0

[co + 1A + A% + -+ fo

on

podem trobar aquests coeficients, emprant la propietat 7 dels operadors
Alln(1+A) P =co+ 1A+ A% .-

_ _ 1 _ 1 _ 1 _ 19 _ 3
ambCO—1701—§,C2——ﬁ703—ﬂ,c4——m705—ﬁ,...
En particular, en els casos m = 1,2, obtenim:

zo+h
nfo= [ gwde = hfo+ 30k - 156,

0

1 19 .,
+ﬂA J —%A fot+-),
zo+2h 1 9
fo= [ H@dt = 2h(fo+ Ao+ 580
xo

1 1
— A4 — AP )
8o~ ot gggfot )



CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO 296

Les formules d’integracié numerica aixi obtingudes per a les integrals J,, fo (m > 1)
son exactes per als polinomis de grau menor o igual que n si tallem després del terme en
A" fy. Sin =m, les formules obtingudes depenen linealment només dels valors fy, f1, ...,
fm, 1 86n, per tant, les anomenades férmules de Newton-Cotes d’ordre m.

Per exemple, si m = 1,2, obtenim:

12

h (A2 fo — %A?’fo +--1),

xo-i—h h
L7 rwa = S+ -1

0

1

zo+2h h h
[ pwdt = S0+ A5+ ) - (Ao — Ao+ ).
o

Aquestes formules son les del trapezi i de Simpson amb termes correctors, respectiva-
ment. Notem també que, substituint A2fy, A*fy, per h2f2)(€), h*f#W(€) en els primers
termes correctors, retrobem |’expressié de l'error d’integracié numeérica d’ambdues for-
mules.

La formula d’Euler-Maclaurin es dedueix en el problema V.16, usant també técniques
de calcul amb operadors.

COMENTARIS BIBLIOGRAFICS

La presentacié feta del polinomi interpolador, eina fonamental per a la derivacié i inte-
graci6 numériques, és similar a la que es troba a [Hen64|. Una bona col-lecci6 de férmules
de derivacié i integracié numeériques es troben a [AS65|. La referéncia [IK66| conté les ex-
pressions de ’error en la derivacié numérica i en les formules (tancades) de Newton-Cotes
presentades, aixi com les corresponents a altres féormules de Newton-Cotes, anomenades
obertes; el teorema del valor mitja per a sumes i la convergéncia de les regles d’integracio
numeérica també s’hi troben. Més complet és [DR67] que abasta una part molt important
de meétodes d’integracié numeérica, dels quals destaquem els d’integracid adaptable, que pro-
porcionen estratégies segons el comportament de la funcié que s’integra en diverses zones
de l'interval d’integraci6 (vegeu també [RR78]). Per a técniques d’integracid miltiple, con-
sulteu [Str71] i, per a la integracié gaussiana, [SS66|. Els criteris de fitacio dels residus
de les séries es troben en els llibres estandards d’analisi, per exemple [Apo57]. Uns altres
metodes de sumacié, diferents dels presentats, es poden trobar a [DB74|, [DM73] i [RR78|.
La férmula d’Euler-Maclaurin, amb la mateixa notacié per als nombres de Bernoulli, es
troba a [SB80|, que també tracta amb detall lextrapolaci6 en el marc de la integracio
numerica. Altres referéncies sobre extrapolacio son [DB74|, [Hen64| i [RR78|. La gen-
eracio, via operadors lineals de formules d’interpolacié, derivacié i integracié numeériques,
és bastant classica i es troba, per exemple, a [DB74], [Fro69], [Hil74] i [Sch67]. Aquest
darrer aporta, a més, molts exercicis resolts sobre la resta de temes d’aquest llibre.
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Problema 4.1 a) Trobeu una férmula de derivacié interpolatoria per al calcul aproximat

de f'(a), per derivacié del polinomi interpolador en els punts a + h, a + %, a+ % ia.

b) Suposant que f € C*([a,a + h]), doneu una expressié per a 'error comés.

c¢) Calculeu la derivada de la funcié f(x) = coshaz? en x = a = 1, emprant la formula
trobada en a) amb h = 0.1 i fiteu lerror comeés.

d) Compareu Derror exacte amb la fita d’error trobada.

SoLucio:

a) Comencem trobant el polinomi interpolador a partir de la taula de diferéncies divi-

dides
Trog=a
:Ul—a—l—%
ZL‘Q—G—I—%
:c3:a+h

fo
4(f1]:f0)
f1 S(fzfiéﬁJrfo)
4(fo—f1) 8(f3—6,2+8f1—3f0)
h 313
8(fz—3fo+2/f1)
f2 3h2
2(fs—f2)
h
/3

El polinomi interpolador que en resulta és

pa(e) = floo] + flao,ail(e = a) + flao,an, 2@ — a)w — o — )
+flxo, x1, 22, 23] (x — a)(x — a — Z)(x—a— g) )

La derivada d’aquest polinomi en x = a és l’aproximaci6 demanada de f'(a)

p3(a) =

Flo, 1] + Flao, 21 22l (— %) + Flaos 21, 2, 23] (— )

h 7ﬁ)
4 4 2

2

h
= flzo,z1] — Zf[$0,$1,$2] + gf[xo,xhxz,xs]

= (i o) = S a2+ o)
h s 6 +8f1 — 3
+§%(f3— f2+8f1—3fo)

fs—12fo4+32f1 —21fp .

Aixi, queda

3h

oo h h
f(a) =~ %[f(a+h) — 12f(a—|—§)+32f(a+1) —21f(a)] .
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b) L’error en la interpolaci6 s’expressa com

(4) h h
f@) sy = T e oo Dy —a)
i lerror de la férmula de derivacié trobada,
(4) h h (4)
hfa) = 7'(a) — pha) = T Iy By oy = L

on & €< a,a+h >.

c) Prenent h = 0.1, resulta

12

£(1) gl (1) — 12f(1.05) + 32/ (1.025) — 21f(1)

~ 2.351006625 .

Per tal de trobar una fita de 'error cal fitar primerament la derivada quarta de f en
I'interval [1,1.1]; tenim

f'(x) = 2xsinha?,
f@(z) = 4a®coshz® +2sinhz? |
(@) = 8z3sinha?+ 12z cosha? |
f@(z) = (162" + 12) cosh 2? + 482% sinh z? .

Com que f® és una funcié creixent i positiva, donem com a fita d’aquesta el seu valor
en z = 1.1 que resulta ser My = 153.408.
La fita trobada per a l’error és llavors

My 3 -3
203 ~0.8-1073 .
192 0 0.8-10

d) Emprant directament 1’expressio de la derivada de f en x = a = 1, tenim
f'(a) = 2asinha® = 2sinh 1 = 2.3504023873 ;

error real és, doncs, 0.60424 - 1073, no gaire menor que la fita trobada en c).

Problema 4.2 Disposem de les dades segiients d’una funcié f:

0.4 0.5
f(z) | 1.554284 1.561136
f'(z) | 0.243031 —0.089618
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a) Trobeu I’abscissa del maxim de f a [0.4,0.5], aproximant-la pel maxim del polinomi
interpolador d’Hermite p3(x) a la taula donada de f.

b) Suposant que f € C*([xo,z1]), trobeu la segiient expressié per a la derivada €} de
Perror en la interpolacié d’Hermite en dos punts xg < x:

4 ((
) = ') () = T2 oy a e )

on & € (zg, 1) i n(x) €< o, 21,2 >.
¢) Fiteu lerror en 'abscissa del maxim degut a la interpolacio, sabent que ]f(4) (x)] <
103 1 [fP)(x)| > 1 Vz € (0.4,0.5).

SoLucIo:

a) El polinomi interpolador d’Hermite es troba a partir de la taula de diferéncies divi-

dides generalitzades segiient, on f[x;, z;] = f'(x;):

0.4 | 1.554284
0.243031
0.4 | 1.554284 —1.7451
0.068520 1.637
0.5 | 1.561136 —1.5814
—0.089618
0.5 | 1.561136
Pescrivim aixi
p3(x) = d+ c(x — ) +b(x—x0)2 —|—a(m—x0)2(:v—x1)

= d+cd+bd% — a(xy — 20)0? + ad®

amb a = 1.637, b = —1.7451, ¢ = 0.243031 i d = 1.554284, fent § = = — xp. El maxim
es dona en el zero del polinomi derivat en 'interval (0.4,0.5). La derivada del polinomi

resulta ser
ph(x) = ¢ — 2[a(z1 — 20) — b]0 + 3a6® = C — 2B6 + As*;

amb C' = ¢ = 0.243031, B = a(z1 — x9) —b = 1.9088 i A = 3a = 4.911. Dels dos zeros

d’aquest polinomi
_ B+vVB?-AC C
- A - B¥VBZ-AC

triem el més petit, perque f'(z¢) > 01 f/'(z1) < 0; llavors el maxim cercat sera

C
Ty = To + =0.4700 .
M= B VB2 - AC

o

b) L’error d’interpolacio e3 i la seva derivada ef s’anul-len en els punts d’interpolaci6
xo 1 1. Aplicant el teorema de Rolle, existeix & € (zg,x1) tal que e5(£) = 0. La formula
proposada per a e5(z) és clarament certa per a @ = xg, 1, i qualsevol valor de 7 triat.
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Per als altres valors de x, definim per a z € [zg, z1] la funci6

F(z) = e5(2) — a(@)(z — z0) (2 — 21)(2 = &) ,
on )
es(x) '
(z —zo)(z — z1)(z — §)
Es clar que F' € C3([xo, z1]) i s’anul-la en els quatre punts diferents x, zo, 21, £. Aplicant

successivament el teorema de Rolle a F, F' i F() existeix n(z) €< xg,z1,z > tal que
F®)(n(x)) = 0; és a dir,

a(z) =

fO(n(x)) - 3la(x) =0
1, per tant,
0= Fla) = éh(o) ~ LoD (0 ) — o — )
Fitant ara |e4(z)|, obtenim, per a x € txo,xl],
=

(= w)(e — 21— 2)|< G — w0

/
<
eh(x)|< -

amb M, = mMaXye(zg,z] ‘f(4) (7]) | ]
Per exemple, en les condicions de l'apartat c), |e5(z)|< 55 = €. Es a dir, en tots els
punts de l'interval (0.4,0.5), la derivada s’avalua amb un error fitat per e.

¢) Siguin Ty 1 27 els maxims de f i ps(x), respectivament, en (zg,z1). Aleshores, pel
teorema del valor mitja,

es(war) = f(xar) = PO (@nr —Bur) , (€< aar, Bar >

Per tant, si fem
my = min | ()],

C€[xo, 1]
obtenim la fita demanada
()| _ My
meo — 6moy

lzp — Zy| < | (xnr — wo)(zar — 21)(z0s — §) |

103
< ?(0.07)(0.03)(0.07) ~25-1072.

Problema 4.3 a) Determineu la féormula d’integracié numérica
1

[ st =S wigte
=0
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que és exacta per a tots els polinomis de grau més petit o igual que 3.
b) Si g € C*([~1,1]), trobeu una expressié per a error comés.

SoLucio:

a) S’han de determinar quatre parametres: les abscisses to,t1 € [—1,1] i els pesos
wop, W1.

Atesa la linealitat de la formula respecte a g, el fet d’imposar exactitud a P3 és equiv-
alent a fer-ho per a la base de polinomis {1,¢,t?,#3}:

gt)=1 12 = wy + w
glt)=t |0 = woty + wity
gty =12 = wotd + wit}
gt) =10 = wet? + wit

b) Aquesta formula és exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual 3, pero no
ho és per a tots els de grau 4. En efecte, prenent

1

o) = -t = (2 1) mn ey

1
3 9’

tenim

! 2 2 8
t—10)°(t —t1)°dt =
/_1( o) ) 45

i laproximacié donaria zero, ja que g(¢;) =0 (i =0, 1).
Suposant que g € C?([—1,1]), considerem el polinomi p3(x) d’interpolacié d’Hermite a
f en les abscisses tg,t1. De la féormula de ’error a la interpolacié d’Hermite es té

g W)

i (t —t0)?(t —t1)? , &(t) €< to,ti,t > .

g(t) —p3(t) =

Ateés que el polinomi d’interpolacié d’Hermite s’integra exactament (en ser de grau

menor o igual que 3), trobem Uerror d’integracié numeérica fent servir el teorema del valor
mitjd per a integrals:

By = [ g —g-L) g%
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_ /11 9(4) (g(t)) (t _ to)?(t _ tl)Zdt

4]
(4) 1
= 9 4!@ /_l(t—to)Q(t—tl)th
_ 1w _
= 1359 ©),¢e(-11).

Noteu que no hem fet més que redescobrir, usant tnicament meétodes elementals, la
formula de Gauss-Legendre de dos punts que apareix deduida, en general, en el problema
IV.8.

Problema 4.4 Volem trobar férmules d’integracié en m+1 punts equidistants de la forma
b m
| f@de = 3" [Acf () + Buf o)
a k=0
exactes per a tots els polinomis de grau més petit o igual que 2m + 1.
a) Demostreu que les dites formules es poden trobar integrant el polinomi interpolador

d’Hermite de f en els m + 1 punts de la férmula.
b) Feu explicites aquestes formules per a m = 1,2, donant aixi mateix una expressio

1 xT
/eed:v,
0

fitant Perror comés, emprant totes les formules trobades a b).

per als errors comesos.
c¢) Aplicacié: Calculeu

SoLuclo:

a) Els coeficients d’aquestes formules es poden trobar per integracié del polinomi in-
terpolador d’Hermite, atés que la férmula ha de ser exacta per a aquest polinomi, que té
grau més petit o igual que 2m + 11

pamy1(xr) = f(xr) , Pomyr(ar) = fax) (k=0-+m).

Aixi, resulta

/bf(a:)dx S UAf () + Buf (o)
a k=0

= [Akpom+1(xk) + Biphmi1 (2r)]
0

= / p2m+1

o
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b) Trobarem primerament les formules emprant 1’expressio del polinomi interpolador
d’Hermite en funcié dels polinomis béasics

Bp(e) = (1-2(en)(@ —ap)B) ,
Up(e) = (2 —an)id@) (k=0+m).

Recordem que aquests polinomis compleixen
(I)k(l'z) = 5k1 , (I);C(l‘z) =0 (k‘,i =0+ m) )

Up(z) =0, Vi(z;) =06 (kyi=0-=m);
i que el polinomi interpolador d’Hermite s’expressa com

m m

Pomt1(®) =D fap)Pr(@) + > f'(x) V(@) .

k=0 k=0

Substituint aquesta expressié en l'integrand, trobem
b b
Ap = / Py () :/ (1 = 20 (a0) (& — 22))2(2)da
dl m
— h/ (1 =252 (k)5 — k) (s)ds = hall™
B, = / Uy (z)de = / (z — )3 (x)dx
= [T(s=)(s)ds = n2p"

(k=0+m),
on , dE
s—1 k
) =1 775 k—z'
itk
Convé remarcar que els coeficients ak i ﬁ ( = 0+ m) depenen tan sols de ki de

m, perd no depenen ni dels intervals, ni dels passos triats.
L’expressi6 de lerror en aquestes formules es troba per integracié de ’expressio de
I’error en la interpolacié d’Hermite

b b f(2m+2) E T
aplicant el teorema del valor mitja per a integrals, resulta

b (2m+2) b
Eom+1 = /a€2m+1($)d95:J22m+2(§!>/a wi (x)da =

FEmTA (¢ p2m+3 224
= oot ) Mo ire

f(2m+2)(§)h2m+35m 7 fe (a’ b) '
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Notem també que el factor §,, no depén meés que de m.

Calculem els coeficients algm) i B,gm) (k = 0= m), aixi com el factor d,, de l'error, per
am=1,2.

En el cas m = 1. tenim:

O /01(1+2(s_0))23:32d8 s
ol = /01(1—2(5—1))Ei:8;zd8:;’
PO /01(5—0)58:32(152112’
8 = [-nE e,
En el cas m = 2, tenim:
£ = fond el
o = /02(1_2<1_1><5_1>>§jj8§§§i‘§§2d8—1@,
MO /02@_2(;+1><3_2>>E5:8§z§§:32d8—175’
) = [e-nls = L
8P = /02<8—1>Ef:8§z$:32d820’
A= e =
5y = %0 0252(5—1)2(5—2)2d8=47125

Les férmules cercades sén, doncs:

[ pwys = Sl + ran)
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o 2
[ f@yn = 7o) +165@n) + T w2)) + o1 (w0) = £ (02)]

7

+F25f (f) , € € (w0, 72) .

., T , . ., .
c) Per a la funci6 f(x) = e en [0,1], aquestes formules d’integracié donen, respecti-
vament, les aproximacions:

L. 1 1
/ e“dr~ —(e+ef)+ —(e—e) =573,
0 2 12

L. 1 1
/0 e dx ~ %(76 +16eV° + 7e°) + @(e —e) =6.3025 .

Els errors comesos es poden fitar tenint en compte les expressions segiients de les
derivades de f:

e’

fl(x) = e“e”,
fO@) = e +e),
@) = (e + 3623” +e%),
fB (@) = e (e 4 6e3 + 7e¥ + 7)) |
O (z) = (P +10e™® + 25€3% 4 15e2* 4 €7) |
£ () e (%% + 15> 4 65 4 90e3® + 31e%” + €7) .

Les derivades quarta i sisena estan fitades, doncs, per:
My = ef(e* + 663+ Te? +e) < 3479 |

Mg = e®(e® + 15€° + 65¢* + 90e® + 31e% + €) < 124538,

respectivament.
Les fites trobades dels errors seran:

E < —M < 4.832... < 4.9,
|| 720" 4
1
E M < 0.20592... < 0.21 .
Bl < s Mo <

Problema 4.5 El periode d’un péndol simple de longitud [, deixat lliure des d’un angle
inicial o amb la direccié vertical en un lloc de la terra on ’acceleracié de la gravetat val g,

és
I 3 d
T:4\[/2 d . K =siny
970 /1 - K2sin?¢ 2
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a) Trobeu el desenvolupament de Taylor de T' com a funcié de K.
b) Descobriu-hi la férmula aproximada T ~ 27 é, valida per a petites oscil-lacions.
c¢) Quin error es comet usant la formula de b) quan o = 5°7

SoLucIoO:

a) El desenvolupament de la integral en funci6 de K es troba integrant terme a terme
el desenvolupament de U'integrand de la forma que segueix:

us

/5 d = /2(1—Kzsin go)_%dcp
0 /1—K2sin?¢p
_1
= / Z( 2> Zsin? o) dy

= Z(—l)j ( _jé ) (/Og sin% godgo) K%
=0

J
7T s (25 — 1 I »
= —4- K%,
s (G
Fent-lo explicit i substituint-lo en ’expressi6é del periode del péndol trobem

l K? 9K* 25K
T=92m)-|1+—+"—+ ... .
F\/;<+4+64+256+

b) Notem que el primer terme del desenvolupament déna l'expressio aproximada quan
es tracta de petites oscil-lacions del péndol T ~ 277\/5

¢) L’error relatiu que es comet emprant la formula aproximada de b) vindra donat pel
desenvolupament )
K?* 9K* 25KS

1T ed T T
que pot ser majorat per una série geométrica de ra¢ K? = sin?2.5°, resultant la fita
aproximada
K? 1 1,
— ———— = —tan?2.5° = 0.4766... - 1073 < 0.5- 107
11-K2 1™ <

Problema 4.6 Considerem les integrals del tipus

/1 (1429 f(2) de .

-1
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a) Trobeu una férmula de tres abscisses que sigui exacta per a tot polinomi de grau
més petit o igual que 5 i doneu una expressié per a l'error comés si f € C6([—1, 1)).
b) Aplicacié: Calculeu la integral per a f(x) = sin® x, fitant Ierror comés.

SoLuclIo:

a) La formula cercada és necessariament gaussiana; és a dir, té com a abscisses els zeros
del polinomi v3(x) ortogonal respecte al producte escalar

1
(f.9)= [ (1+a")s(@)g(a)de
i com a pesos aquells que fan la férmula exacta per a tots els polinomis de grau més petit
o igual que 2.

Els polinomis ortogonals es poden trobar per recurréncia; pero, com que només neces-
sitem calcular-los fins a grau 3, se’n pot fer el calcul més directament.

La simetria de l'interval d’integraci6 i la paritat de la funci6é pes impliquen la paritat
dels polinomis ortogonals: j(—z) = (—=1)7;(x) (j > 0). Aixi, si cerquem els polinomis
ortogonals monics, tenim

Yo(x) =1, Pi(z) ==, 1/12($):$2—O[7 wg(x)::cg—ﬁ:r.

El polinomi 3(x), atés que no té termes parells, és automaticament ortogonal a 1y(z)
i Yo(x). El coeficient indeterminat 8 d’aquest polinomi es troba imposant la seva ortogo-
nalitat amb 1 (z), resultant-ne

5= (:1:3,z) 49
©(xz,m) 75
El polinomi ortogonal 13(z) té, doncs, els zeros xg = —\/%, 1 =01 20 = % i

tenint en compte que t3(z) és monic, la formula gaussiana cercada té la forma

FO©)

+6!

(¥3,13) .

En trobarem ara els pesos, imposant exactitud per als polinomis de grau més petit o
igual que 2, i n’explicitarem l'expressié de ’error.
El sistema lineal corresponent a imposar I'exactitud de la formula per a la base {1, z, 22}

és
fl)y=1 |8 = Wo + Wi + Wo
flx)=2z |0 = —\/%Wo + %Wz
f(z) = 22 % = %WO + %Wz
La resoluci6 del sistema déna Wy = Wy = % iW = %.
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Calculant primerament

15856
259875

1
() = [ (1+a"i()de

trobem ’expressié de 'error.
Resumint, la formula gaussiana cercada és

! 4 250 49 1616 250 49
[Lus s = s (‘ 75>+1715f(0>+343f (\/;>

_ 9L e _
oo /OO €e(-1D).

b) La formula dona l'aproximacio segiient de la integral:
1 500 49

J=[ (1+ah)sinzd :‘Q\ﬁzo.76222...
[1( + 2%) sin“ x dx 323 50\ 72

Per tal de fitar 1’error comés

‘ 991
11694375

991

(6) < 777
!/ (’5)’ < 11694375 M6 »

2

cal trobar una fita Mg de la derivada sisena de la funci6. De la relacié sin“ z = %(1 —cos2x),

es troben facilment les derivades successives de la funcié i tenim
FO(z) = 2°cos 2z |

que es pot fitar per Mg = 32.
Resulta, finalment,

991 - 32
~(0.76222... & —— = —(.76222... £ 2.72- 1073 .
J ~0.76 (1601375 0.76 7210

De fet, la integral demanada es pot calcular exactament, descomponent-la com

1 1 1
J = / (1 — cos2zx)dx +/ atdr — / 2t cos 2z dx
0 0 0

6 1 1
= - Zs,i]a2 + 5(3082 = 0.7646022... ;

finalment,
J —0.76222... ~ 2.38 - 1073 |

que mostra la gran similitud entre la fita estimada de U'error i 'error real.
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Problema 4.7 El periode d’un péndol simple de longitud [, deixat lliure des d’un angle
inicial o amb la direccié vertical en un lloc de la terra on ’acceleracié de la gravetat val g,
és

o}

T:4\/7/2 L
gJo /1 - K2sin?p

Calculeu T amb un error relatiu menor que 10™% per a o = 30°, emprant una formula
de Gauss-Txebixev adient.

SoLucio:

La integral proposada es pot convertir, mitjan(;ant el canvi t = sin ¢, en una integral a
linterval [—1,1] en queé apareix el pes w(t) = \/ﬁ de les formules de Gauss-Txebixev en

1
T = 4 l/ dt
gJo V1—12y/1— K22
Ly p—
- NVelavi—evi—Kxz’

ateses les paritats del pes i de la funcio

aquest interval,

1
VI- K22

La férmula de Gauss-Txebixev de m + 1 abscisses s’escriu ara aixi

T = 2\ﬁ i L
glm + 1 k—0 \/ K2 COSQ( (Qk‘-l—l)ﬂ’)

ft) =

2(m+1)
m (2m+2)
prrcey EAC
amb £ € (—1,1) i K =sin15° = 0.258819045...
Per am =0, 1,2, tenim, respectivament,
L[ 1
T = 2m/=|1+=53 }
w\/; 141720
l _1 1 1 1
T = om/- | + + )] ,
) _2 (\/1_%[(2 \/1_5K2) 192
l 1
T = 2my/— £
"\ ( e e ) 230107 (5)]




CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO 310

A fi d’avaluar els errors per trobar un valor adequat de m cal fitar les derivades parelles
corresponents de la funcié f:

f) = (- Kx%)7%
1) = K23,
fA) = K*1+2K%) (),
O = 3K+ 2K%%)17(1)
FO) = K3+ 24K%2 4 8K (1)
FO1) = 15KS(15 + 40K + 8K44) f11(1)
FO@) = 45K5(5+ 90K22 + 120K 4 + 16K545) 13(1) .

Per tant,
My, = max |f®)(t)|=f@)1) (r=1,2,3).
te[—1,1]

Aixi, obtenim
My ~0.0903 , My ~0.0854 , Mg~ 0.2457 .

Les fites dels errors corresponents sén, per a m = 0, 1,2, respectivament,

M _y My _4 Mg 4
— < 226-10 —<45-10 <0.11-107"%.
4 — T192 — T 23040 —

La formula adequada és, doncs, la de m = 2 que déna 'aproximacié segiient de T*:

T +1.1-107°

5 l {1.0261082 + 1+ 1.0261082
el —
g 3

l
2w\[(1.017405 +2-107°) .
g

Problema 4.8 a) Trobeu les relacions de recurréncia segiients per als polinomis de Leg-
endre, perat€lRij>1:

1) Pi(t) = tPj_,(t) = jPj-1(t) ,

i) tPi(t) — Pj_y(t) = jP;(t) ,

ii) Pi () — Pj_1(t) = (27 + ) F5(t) ,

iv) (t? = 1)Pj(t) = jtP;(t) — jPj-1(t).

b) Deduiu la formula de Gauss-Legendre de m + 1 punts

/abf(-%')dl’z boa f:wkf(l'k) + Ems1(f)

2 k=0
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amb
b—a a+b 2

t pu—

2 T T R P ()
onty € (—1,1) (k =0+ m) son els zeros del polinomi de Legendre Pp,11(t) i, si la funcié
f € c@mt2)([a,b]), error de la formula anterior ve donat per Iexpressié

T =

(b—a)?™+3[(m + 1)1)4

GnBam i E ) e @),

Emt1 (f) =

c) Feu explicites les formules de Gauss-Legendre d’1, 2 i 3 punts sobre [—1,1].

SoLucio:

Recordem del capitol anterior que els polinomis de Legendre estan definits per

1 &

P(t)=1, PFt)= 27].!@[(# ~ 171 (=1

i s6n ortogonals respecte al pes w(t) = 1 a 'interval [—1,1]:

1 2
) = . = ——90. (7,1 > .

A més, tenen coeficient principal

25!
a;= 20
27 (j1)?
i satisfan la relacié de recurréncia
R(t) = 1,
Pty =t
G+DP(t) = 2+DtP1) —iPj-a(t) 1 =1) . (¥)

a) D’ara endavant suposarem j > 1.
Derivant la definici6 de P;(t), obtenim:

Bl = gyl — V1= 5 2 - 197
— g (€ - 0 s - 57
= tPj_y(t)+ jPi(t) ;
on hem usat que
&’ d’ di—1
L ftg(0)] = 0 o0 + 52— (0]

Ara les altres relacions s’obtenen rapidament. Aixi, derivant la relacié de recurréncia
(*) i substituint P/, ;(t) en la relaci6 i) per a l'index j + 1, s’obté ii). Sumant la relacié ii)
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a la relaci6 i) per a I'index j + 1, surt iii). Finalment, iv) es troba aillant P]_;(t) en i) i ii)
i igualant.

b) Comencarem suposant [a,b] = [—1, 1]. Per 'ortogonalitat dels polinomis de Legendre
respecte a la funci6 w(t) = 1 en [—1,1], tenim la férmula gaussiana de m + 1 abscisses
(m >0):

1 m
[ a0dt =3 wig(te) + Buale)
- k=0
on ty € (—1,1) (k =0+ m) son els zeros del polinomi de Legendre P,,11(t), i

(Prt1, Pmg1) g4 (n)
Az (2m + 2)!
22m+3[(m+ 1)|]4

= GmryemigpEd W, €L,

Em+1 (g) =

ja que g € C?™*2([—1,1]). Els pesos wy (k = 0+ m) es poden obtenir imposant que la
formula gaussiana sigui exacta per a polinomis de grau menor o igual que m; aixo és, que
Enma1(t) =0 (i =0+m).
Ara bé, tenim també Pexpressio segiient per als pesos:
Amt1(Pmy Pr) 2 ‘
Am Py (tk) Pro (k) ~(m+ 1) P () Proga ()

Wp =

aplicant la relaci6 iv), obtenim

(th = VP (tk) = —(m+ 1) Pu(ty) ,

i, per tant,
2
Wi = (k=0+m).
(1 = ) [P (t)]?
El cas general d’una integral
b
[ f@ia
a
es redueix al cas anterior mitjancant el canvi
b—a a+b
= t .
TE Tyt
aleshores
b b—a r!
| #arde =220 [ gty
a 2 -1
on b b
—a, a
o) =7 (5 e+ 150 ) L tel-L,
2 2
compleix
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c¢) Aplicant l'apartat b), trobem les formules de Gauss-Legendre sobre [—1, 1] per a
m=0,1,2:

m=1: P(t)=13t2-1),

t= —tg=¥3

3

Pi(t1) = —Pi(to) = V3

B (4)
J1g(t)dt = g(=Y3) + g(4B) + L

Problema 4.9 Calculeu, usant el métode de comparacio,
S=3 %
Jj=1 ‘7

amb 4 xifres exactes.

SoLucio:

Considerem primer la série telescc‘)pica

1 o0

— - - (=2) _ (=1 1.
E = E j =0 =1;
= J+ SN0+




CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO

aixi,
1 <1
S=1 =1 =14+ 5.
+Z< y+1)) Pl gy S

Prenent ara la segona série telescopica

ad 1
;j_1 i+ G+ +3)
o0 -2
S Y L
= 2 4
tenim,
1 e 1
S = 1+-+ -
2 j2292(3+1)
1 1 & 1 1
= l+-+-+ < — )
st 2 By T oG
7 i 1
iR
Considerant
io: 1
_ i 1
GGG I
00 -3
= 3 18
tindrem
7 1 o 1
S = S-S
i1z ;,;2(]2—1)
5 1 °°< 1 )
= *—*—Z f‘(]‘zﬁ( >
3718 S\
2 & 1

9
S BTG

Per a aquesta darrera série, els residus es poden fitar pel criteri integral

=2 2 P —-2 2 G-I

> dx 1
< 2/71 (x—1)%  2(n—1)

314
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sin=6,0< R <0.8-10731i

29 6 1
S = — 42 — -
18 232(12 -1 -2)

+ Rg

— 1.64456 + Rg = 1.64496 + 0.4 - 1073

Notem que el resultat exacte és S = Z- = 1.644934..., que és un cas particular del
resultat - )
1 (2m)=*
<(2S)_jz::1‘725_ 2(28)' ‘B2S‘ (821) )

on ¢ és I'anomenada funcié zeta de Riemann i els coeficients Bog sén els nombres de
Bernoulli.

Problema 4.10 La constant d’Euler es defineix com

7= F)
essent
Fn)=1+4ott——p L1
n)= 5 1 on nn.

Calculeu v amb 10 xifres correctes.

SoLucIo:

Per tal de calcular
+——lnN Zf———lnN
1J

triem M < N i apliquem la formula d’Fuler-Maclaurin per a sumes amb a = M > 1,
n=N-Mh=11i f(z)=

l
Com ane 7O (z) = (1)1

lz=U+D) | 1a formula es converteix en

1 11
F(N)—-F(M) = .gj_lnN—i_lnM_(M—FN)

J
Bo, 1 1
+ Z o <M2T B N2r) + R

on

Rs:(N_M)BQS-I—Q &E(MvN)

é‘28+3 ’
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Els nombres Bg, (r > 1) que apareixen en la formula son els nombres de Bernoulli
(consulteu el problema IT1.11):

1 1 1 1
BQT: <T>1)7

6 ) _% 3 E ) _% PRI el

que satisfan la propietat Bo.Borio < 0 (r > 1). Per tant, RsRs11 < 0 i, pel criteri
d’alternanga dels residus, la magnitud de Rs és menor o igual que la del primer terme
menyspreat

| Ry |<

|BQS+2|( 1 )<|st+2 1
25 4+ 2 — 2542 M?2st2

M2s+2 N?2s+2
Aixi, fent tendir N a infinit en 'expressio trobada de F'(N) — F(M), tenim

S
Bo, 1 | Bosyo| 1
LR B s v P S Ve

r=1
1 1 1 1
— (M _ _
( )+12M2 120M4+252M6 240M8+
i|B2s+2\ 1
25 +2 M?2st2°

Per comoditat de calcul, prenem M = 10; notem que el terme en M?® ja és menor que
I’error permés per al calcul de ~

L <110‘10
240M8 " 2 '

Aixi,
pprpt b Ll
= —4+-4+-4+-4+-+-+-+-4+——1In
" 2737456 78 9" 20

1 1 1 1
+1200 1200000 * 252000000 2 0

1
= 0.57721566494 + 510—10 )

Problema 4.11 La funcio d’Airy

1o 3
Ai(z) = —/ cos(§ + xt)dt ,
0

™

admet el desenvolupament asimptotic segiient:

_ 1 o= . Cj
Ai(z) ~ 2\/7?:U%€ Cjz:%)(—l)jc‘; (r — 00)
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1
I
T =

Q- h b T Q- b z

Figura 4.3: Comportament dels termes d’una série semiconvergent.

amb

Nlw

[SSI )

(2j+1)(2j+3)---(6j 1)
2167 5!
Fent servir que Perror d’aproximacioé de la funcié d’Airy pels primers termes del desen-
volupament és menor que la magnitud del primer terme menyspreat, trobeu Ai(4) amb el
menor error que permet el dit desenvolupament.

co=1, ¢j= (1>1).

SoLuclio:

Peraxz4resulta§z%i
n
Ai(4) ~ B aj ,
§=0

amb ) 5
_16 ; ; )
B = ﬁe 3., a5 = (_l)j(ﬁ)%j (1>0).

Cercarem aquell valor n que fa minim |a,41 |, aleshores calcularem

Jj=0

A1(4> =B (zn: aj:I: |CL7H_1 |) .

Per tal de trobar el minim dels |a;1 | calculem

3¢y 3 (6j+5)(65+3)(65+1)
16 ¢; 16 216(2j+1)(j+1)
(65 +5)(65 +1)

384G +1)

aj+1
aj
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notem que, si |a,41/| és minim, complira

An+1 An+2
UERY P D el S I
anp Anp+1
La condicié
4G+l
a;

equival a
3652 — 3487 — 379 < 0 ;

com que els zeros del polinomi 3622 — 3482 — 379 son aproximadament -0.988 i 10.65,
resulta que n = 10 és el nombre natural més gran per al qual

Intll o1,
an
i ajy és el menor dels termes, en valor absolut.
Finalment,
10
Ai(4) =B Y _a;+ |aw1| | =0.0009515652 + 3 - 1077 .
=0

Notem que, usant aquesta série semiconvergent, no es pot trobar el valor demanat amb
precisi6é arbitraria, atés que l’error minim d’aproximacié és el trobat. No serviria de res
calcular més termes del desenvolupament: l’error comeés seria encara més gran. Vegeu la
figura 4.3.

Problema 4.12 Considerem la integral

us

I:/2Sin$d$:1.
0

a) Escriviu la formula d’Euler-Maclaurin per a la dita integral, prenent termes fins a
ordre 8 en el pas h.

b) Aproximeu la integral per la regla dels trapezis, dividint U'interval en M subintervals
(M =2,4,8,16,32,64), treballant amb 9 xifres significatives.

¢) Realitzeu una taula d’extrapolacio repetida de Richardson, basada en la férmula
trobada en a), a partir dels resultats trobats a b).

d) Obteniu els primers termes de les formules asimptotiques d’error per a les tres
primeres férmules extrapolades, quan el pas h tendeix a zero.

SoLuclIo:
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a) Per a f(x) =sinz i [a,b] = [0, 5], els factors fE=D(b) — =D (a) que apareixen
en la formula d’Euler-Maclaurin resulten ser iguals a (—1)".
Tenim, doncs, el segiient desenvolupament asimptotic de la férmula dels trapezis en

aquest cas:

B27‘

2

T(h) = I+Z

h2 h4 h6 RS
12 720 30240 1209600

b) Per a M = 2,4,8,16,32,64, s’ha de calcular

T(h) = 2o+ 2fu -+ 2+ fur)

amb h = 7 1 fr = singy; (k= 0+ M). Notem que els calculs fets per tal d’avaluar

qualsevol T'(h) es poden aproﬁtar per al segiient T(%)
Els resultats obtinguts es donen en la taula segiient:

M|  T(h)

2| 0.948059449
4| 0.987115801
8 | 0.996785172
16 | 0.999196681
32 | 0.999799194
64 | 0.999949800

¢) Tenim una expressio asimptotica de la forma

B2r
(2r)!

T(h):I+a1h2+a2h4+a3h6+a4h8+"' ,oap = (=1)" #0

So6n, doncs, adequades les extrapolacions dels tipus

A

o 1 pi=2 (j>1);

és a dir,
A A A A A
37 157 637 2557 1023
L’avaluaci6 efectiva d’integrals extrapolant la regla dels trapezis tal com s’indica ante-
riorment rep el nom de métode de Romberg.
Fl métode de Romberg porta aleshores a terme aquestes extrapolacions, segons ’esquema

T;(h) — T;(2h)

Ti(h) =T(h) , Tyalh) = Ty(h) + 228 (52 1)

els resultats obtinguts es recullen en la taula segiient:
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Ty

A

=T +%

T3=T2+%

0.948059449
0.987115801
0.996785172
0.999196681
0.999799194
0.999949800

0.039056352
0.009669371
0.002411509
0.000602513
0.000150706

1.000134585
1.000008296
1.000000517
1.000000032
1.000000002

—0.000126289
—0.000007779
—0.000000485
—0.000000030

0.999999876
0.999999998
1.000000000
1.000000000

d) Les expressions asimptotiques dels errors en les diverses formules extrapolades son

de la forma 0 0
2j 2j42
Tj(h)—I:ajj hj—kajjﬂhﬂ+ 4o
on els coeficients es troben mitjangant la recurréncia
! j !

1—-14 ):43—4a(j)
49 -1 -1

af aj 1=5)(G=1).

Aixo es veu substituint les expressions asimptotiques de T;(h) i de T;(2h) en la férmula
d’extrapolacid. Noteu que s’aconsegueix la finalitat de I'extrapolacié repetida, que és fer

at = 0
; .
Aixi, els factors de variacio dels diversos coeficients seran:
(2) 1
G ATy 90,-84,-340, (1>1)
o 3
!
(3) !
a, 4" —16 16 336
—y = = =0,——,-16,———,--- (1 >2);
a(2) 15 9 57 9 5 ) ( - )7
!
a A6t 64 30
a® 63 217 21’ =

Les formules extrapolades tindran, doncs, els errors asimptotics segiients, quan h ten-
deix a 0:

h* h® h®

T -7 = =
2(h) 120 1512 T 14400 T
2h6 RS
B -1 = =56 90
16h8

L) -1 = oo

Problema 4.13 Suposem el desenvolupament asimptotic per a la regla dels trapezis

b
T(h):/ F(z)de + arh® + agh* + ...+ ah® + ... |
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amba, #0 (r>1) .

Considerem les formules de quadratura T} (512

271
aplicat a la regla dels trapezis Ty (h) = T'(h) amb passos hy, %, e 2? T, on hg=b—a.

) obtingudes pel métode de Richardson

a) Trobeu les dites formules T; (2J r) per a j = 2,3 i identifiqueu-les amb férmules de
Newton-Cotes.

b) Demostreu que la formula Tj(h) té un error asimptotic de la forma a( Dh% ... amb
agj) #0.

c¢) Vegeu, recolzant-vos en el resultat de b), que cap d’aquestes formules extrapolades
coincidira amb férmules de Newton-Cotes per a j > 4.

SoLucio:

a) Per tal de deduir aquestes formules, considerem per més simplicitat només les abs-
cisses xx = a+kh (k=0-+4) amb h = bfT“, atés que son suficients per poder dur a terme
els tres primers passos del metode de Richardson amb p; = 2j (j > 1) ig=2.

Si agafem T (ho) 1 Tl(ho) i fem la primera extrapolacio (del tipus 5 2), trobem

Tz(%) = Tl(%) L) - . T (ho)
h h
- Z (fo+ 2f2+ fa) + T(fo+2f +f§) — o (fo + f)
= Fo(fo +4fo+ f1),
que és la formula de Simpson amb pas h = 70 Se’n dedueix, doncs, que Th(h) és la regla

de Simpson S(h).
Si considerem ara Tg(%) = S(ho) i Tg(%) = S(10) i fem la subsegiient extrapolaci6
(del tipus %) tindrem
ho

TS(Z)

- i(f0+4f1+2f2+4f3+f4)

C(fo+4f1+2f2+4fs + f1) — B2 (fo+4f2 + fa)
15

h
= gfg(?fo +32f1 + 12f2 + 32f3 + Tfa)

_|_12

que és la formula de Newton-Cotes per a n = 4.

b) El procés d’extrapolacié modifica els coeficients del desenvolupament asimptotic de
Perror segons la recurréncia

Jatn _ Y =4 )

(1=7),
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(J+1)

aixi s’aconsegueix 'objectiu del metode de fer a; = 01 que els coeficients al(jH) (1>37)

de l'error asimptotic de T} siguin no nuls, si ho sén els coeficients corresponents de 7T}.
(1)

Com que els coeficients a;”’ (I > 1) sén suposats no nuls, deduim que els errors asimptotics
s6n com s’indica en ’enunciat.

c) Per a j > 1, la formula trobada per a T} utilitza 27=1 41 abscisses i té un error
asimptotic que comenga amb termes de l'ordre pu; = 2j en h. Aquesta férmula s’hauria
de comparar amb la de Newton-Cotes del mateix nombre d’abscisses m + 1 = 2971 4 1.
Si j =1, U'expressié de 'error de la féormula de Newton-Cotes de 2 punts és de l'ordre de
vy =2en h. Sij > 2, el nombre d’abscisses 277! + 1 és senar i 'ordre de I'error de la
formula de Newton-Cotes corresponent és v; = 27=1 + 2. La coincidéncia d’aquests valors
es dona per a j =1,2,3:

pr=v1=2, pp=1rn=4, puz=v3==0;

perd no es dona per a j > 3. Aix0 demostra que les formules extrapolades no poden
coincidir amb les de Newton-Cotes quan j > 3.

Problema 4.14 a) Deduiu la férmula de Gauss cap al davant d’interpolacié en les abs-
cisses equidistants {xg, X1, T_1,...,Ts, T_g}:

<t+7" )62r_1f;+<t+27"r1>627.f0‘|

s s l+s
—|—h2 +1f(2 +1)(€(t)) ( o )

f(xo +th) = fo+Z

i deduiiu la formula de Gauss cap al darrera d’interpolacié en les abscisses equidistants

{:L‘va*laxlv s 7:1:787'1:5}-.
t‘i‘?“ 2r—1 t+r o

s (25 t+ s
—|—h2 +1f2+1)(f(t))< 0 >

f(zo +th) = fo+z

b) Deduiu, fent la mitjana de les formules de Gauss cap al davant i cap al darrera, la

formula d’interpolaci6 de Stirling
t +r — 1 2r—1 i t +7r— 1 o
( >“5 fotgil g )00

s s l+s
—|—h2 +1f(2 +1)(€(t))< o ) .

flxo +th) = 0+Z
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¢) Aplicacié: Feu servir la formula d’interpolacié de Stirling per tal de trobar sin 1.05,
amb 9 xifres decimals correctes, a partir de la taula de sin(1 + ) en les abscisses xj = %
(k = —10,10).

SoLuclIo:

a) En les abscisses indicades, la formula de les diferéncies dividides de Newton pren la
forma segiients:

f(x0+th) = f0+z [f[x()a‘"71"7’—17117(7’71))351“]'
r=1

(x—20) (= 2p1)(® —2_(_1))

+flzo, 1, (1), Ty Ty -
(z = 20) -+ (@ = 1)@ — 2_ 1)) (@ — 7,)]
(

(2s+1)
+f(2$_i_(€1)]‘t))<:13 — xo) o (:L' — $5)<:13 — x_s) .

Atesa llur simetria, les diferéncies dividides es poden escriure, fent servir els operadors
A1id, en la forma:

f[x(]v'-‘7331”—17:6—(7“—1)3587“] = f[x—(r—l)v"‘vxr—lvxr]
AQT*lf_(T_l) 527"—1]{%

(2r — 1)Ip2r=1 — (2r — 1)lp2r-1 7

f[x()a"'7*/1;7‘—17'%.7(1"71)7'%.7‘71.—7‘] = f[m—Taxf(rfl)w"7'r7‘—17x7‘]
A2rf_r B 527"]00
(2r)th2r — (2r)In%

Els polinomis en z que hi apareixen s’escriuen com a polinomis en la variable ¢ = %0

(x —m0) -+ (x — zr—1) (@ — T_(r—1))
= B lt4r—1)---(t—r+1)

_ t+r—1
2r—1 _ |
h (2r 1)( or _ 1 > ,

(z —xo)- - (z—zr1)(x — 2 (1)) (2 — )
= W ({t+r—1)-(t—r+1)(Et-7)

t+r—1
= Rh¥(2r)! .
h="(2r)! ( o ) ;

(x—xg) - (x—zs)(x—2_3) = h¥THt4+5) - (t—5)

t+ s
— 2s5+1 |
h (25+1).<25+1> .
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Substituint aquestes expressions en la primera expressi6é trobada, obtenim la férmula
de Gauss cap al davant de ’enunciat.

De manera analoga, es dedueix la formula de Gauss cap al darrera.

b) En fer la mitjana d’ambdues férmules apareixen els calculs segiients per al primer i
segon termes del sumatori de la mateixa:

1
5(527‘—1][% + 527"—11:;%) _ M(SQT—lfO ’
1

t+r—1 t4r
2 e 2(2r)!
(t+r—1)---(t—r+1)(t—r)+t+r)t+r—1)---(t—r+1)]
ot t+r—1
o\ 2r—1 )

Aixi, en resulta la formula d’interpolacio de Stirling de 'enunciat, que fem explicita
seguidament:

1
2

flzo+th) = ﬁ+uwm+%ﬁﬁﬂ
+%ﬂﬁh@+nﬂmﬁj+%&h@+nﬂa—n
+$pﬁﬁ@+2xt+nﬂt—na—2)
+éﬁh@+m@+nﬁu—mu—w+~-

FESDE®D) o

T as )

(t+s) - (t—s) .

c¢) Pel que fa a I'aplicaci6 demanada, notem que Ierror permes s’assoleix per a s = 3.
Fitem, per aixd, el terme d’error en aquest cas en qué t = % ih=0.1:

FfOE . ;1 1
10772 4+3)--(= -3
7! (2+ ) (2 )
1 . .7531135 5 . .
L qgri22 o0 My = 210" M
< 5040 2222222 7 20480 T

on My és una fita de la derivada setena de f(z) = sin(1 +x) en [—0.3,0.3] que podem fitar
per 1; la fita de ’error resultant és menor que %10_9.

En resum, per a s = 3 i treballant amb valors de la funcié donats amb més de 10
decimals, haurfem de trobar el valor demanat amb 9 decimals correctes.

La férmula que hem d’aplicar, per a t = %, és

FO05) = fot+ sudfo+ 55
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1
8 fo — w528 fo

325

128 (+)

3 1
+ =16 fo + —=6%fo

256

1024

1
+-1077 .
2

A fi de calcular comodament els termes de la forma pd@ =Y fy i 62 fo (r =1+ 3), cal
adonar-se que els primers sén les mitjanes dels termes

GV = ACTUf

5(2r71)f L= A(erl)f_r
2

de la taula de diferéncies finites, i que els segons sén els termes A% f_,. de la taula de

diferéncies finites.

Aixo és, la taula de diferéncies finites que hem d’aplicar es pot escriure també com

r3|f3
5ff§
T_o| fo2 6% f o
of 3 53f_g
x_1| [ 62 f1 §fq
(5f_% (53f_% 55f_%
zo | fo & fo 5 fo 8% fo
(5f% 53f% 55f%
1 | fi 5 f1 5 f1
(5f% 63f%
T2 | f2 5 f2
0fs
2
z3 | f3
Escrivim, doncs, aquesta taula de diferéncies finites per a la funci6 f(z) = sin(1 + x)
en les abscisses x = &5 (k= —3 + 3):
0.7 | 0.64421768724

0.07313840366
0.8 | 0.71735609090
0.06597081873
0.9 | 0.78332690963
0.05814407518
1.0 | 0.84147098481
0.04973637525
1.1 | 0.89120736006
0.04083172591
1.2 | 0.93203908597

0.03151909945

1.3 | 0.96355818542

—0.00716758493

—0.00065915861
—0.00782674355

—0.00058095638
—0.00840769993

—0.00049694942
—0.00890464935

—0.00040797711
—0.00931262646

0.00007820223

0.00008400696

0.00000580472
—0.00000083937
0.00000496535

0.00008897231
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De ’aplicaci6 de la formula d’interpolacio d’Stirling trobada (), en resulta ’aproximacio

sin1.06 = 0.84147098481
1
+Z(0'04973637525 + 0.05814407518)

1
+5(—0.00840769993)

1
~3 (—0.00049694942 — 0.00058095638)

1
——0. 4
128O 00008400696

3
+E(0'00000496535 + 0.00000580472)

1
—(—0. + 107
+109 4( 0.00000083937) 5 0

—  (.86742322546 + %10*9 :

resultat correcte amb la precisi6 demanada, comparant amb el resultat exacte sin1.05 =
0.86742322559...

Problema 4.15 Considerem la formula de derivacié per al calcul de derivades segones de
f en xg
2 i 2 i 4
a) Expresseu aquesta formula en funcié dels valors de la taula de f, {(xx = zo+kh, fr =

f(xr)) =22

b) Demostreu que aquesta férmula es troba per extrapolacié de la formula

1
D~ ﬁ52f0

i trobeu Derror de truncament d’aquella, si f € C%([xg — 2h,xo + 2h]).

¢) Si f s’avalua amb un error fitat per €, quin seria el valor del pas h* que hem d’emprar
a fi que sigui minima la suma de les fites d’error degudes a la discretitzacio i a avaluacio
de la férmula?

d) Aplicacié: Trobeu la derivada segona de la funcié f(x) = sin(1l + x) en xg = 0 amb
els passos h = 1073,1072,107%,1 i compareu amb el pas h*, suposant que la funcié es
calcula amb 6 xifres decimals correctes.

SOLUCIO:
a) Tenim

Pfo=fi—2fo+f-1, 6'fo=rfo—4fi +6fo—4f-1+ f2;
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la férmula donada s’expressa, per tant, aixi:

f(2) ~ th<f1_2f0+f_1_f2—4f1+6f0_4f1+f2>

0 12
W(—fé +16f1 —30fo + 16f_1 — f_2) .

b) Anomenant D? fo(h) = %62]"0, es té

1
D3 fo(h) = ﬁ(fl —2fo+ f-1) .
A partir dels desenvolupaments de Taylor fins a ordre 5, es pot trobar una expressié
per a lerror d’aquesta aproximacié de fO(Z):

1
Di fo(h) = e
3 h4 h5 h6
ot hf A4 g B I g0
—2fo
h? h3 ht h® hS
o= hfo+ 5 he” = Gl + Gl = g de” + G OE)

@ 1w N
fo +ﬁfo +%f )(€) ,

amb £, ,& € (xg — h,zo + h), on s’ha aplicat el teorema del valor mitja per a sumes,
atesa la continuitat de f(©).

Suposant que fé4) # 0 i considerant la mateixa formula amb pas 2h

Difo(2h) = —(f2 — 2fo + f-2) ,

4h2
I'extrapolacié adequada és la del tipus %, que doéna com a formula extrapolada
= DEfo(h) + 1<D2fo<h> ~ DY fo(2h))

fi—=2fo+f1+3 (f1—2f0+f— W)]
= 121h2( fa+16f1 —30fo+16f_1 — f2) = 72 (52 — 54) fo -

D3 fo(h)
1
72

L’error d’aquesta férmula extrapolada es troba fent servir la férmula d’error trobada
abans. Es té, per tant,

4 4 4
DRfo(h) — £ = g’ﬁmﬂﬁ)(m;[;;Of<6><s>—lf6%f<6><n>]

h4

ETIAROR
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amb &,1,( € (xg — 2h, 9 + 2h), on s’ha aplicat de nou el teorema del valor mitja per a
sumes.

c¢) Notant per e4 i er els errors absoluts d’avaluacio i discretitzacio, en trobem les fites
segiients:

1+16+30+16+1 16€

< _ —
leal = 1272 EETER
h4
< M Mg = (6) .
ler| < ogMs > on Ms xe[mg%?;ﬁzhﬂf (z)]

La suma de les fites d’error trobades es la funci6 d’h segiient:

16 h*

aquesta funcié és minima per al pas cercat h = h* que anul-la la seva derivada, ¢ (h*) = 0;

32  4h*3 240¢
= — My, h*= 9" .
3R 90 9 \ M

aixo és,

d) Calculem les taules de diferéncies finites de la funcio f(z) = sin(1 + ) amb els
passos donats, treballant amb 6 xifres decimals. Els termes 62fy i % fy amb els quals es
troben les aproximacions de la derivada segona corresponents hi apareixen subratllats:

—0.002 | 0.840389
0.000541
—0.001 | 0.840930 —0.000000
0.000541 0.000000
0.000 | 0.841471 —0.000001 0.000000
0.000540 0.000000
0.001 | 0.842011 —0.000001
0.000539
0.002 | 0.842550

f& ~ D3fo(1073) = 10°(—0.000001) = —1 .

—0.02 | 0.830497
0.005529
—0.01 | 0.836026 —0.000085
0.005445 —0.000001
0.00 | 0.841471 —0.000084 0.000000
0.005361 —0.000001
0.01 | 0.846832 —0.000085
0.005276
0.02 | 0.852108
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f& ~ D3£o(1072) = 10%(—0.000084) = —0.84 .
—0.2 ] 0.717356
0.065971
—0.10.783327 —0.007827
0.058144 —0.000581
0.0 | 0.841471 —0.008408 0.000085
0.049736 —0.000496
0.1 | 0.891297 —0.008904
0.040832
0.2 | 0.932939
1
f& ~ D2fo(1071) = 10%(—0.008408 — E0.000085) = —0.841508 .
—2| —0.841471
0.841471
1| 0.000000 0.000000
0.841471 —0.773645
0|0.841471 —0.773645 0.711285
0.067826 —0.062359
1| 0.909297 —0.836004
—0.768177
21 0.141120
1
f& ~ D3 fo(1) = —0.773645 — 730711285 = —0.832919 .
Restant ara el valor exacte de la derivada —sin1 = —0.841471 ., trobem els errors:

D3fo(h) — f2 ~ —0.16, 0.001471, —0.000037, 0.008552,

per a h=1073,1072, 107!, 1 , respectivament.
Si ara fem el mateix calcul amb el valor

240¢
R* = ~ 0.2
Mg 35

on hem pres ¢ = %10_6 i hem fitat la derivada sisena per Mg = 1; tenim

—0.46 | 0.514136
0.181999
—0.23 | 0.696135 —0.036663
0.145336 —0.007655
0.0 | 0.841471 —0.044318 0.002334
0.101018 —0.005321
0.23 | 0.942489 —0.049639
0.051379
0.46 | 0.993868




CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO 330

1
f2 ~ D2£,(0.23) = (—0044%8——15000%B4):«—Q84MM6.

0.232

Aquesta aproximacié dona un error de 0.000025, menor que els anteriors, tal com
s’esperava.

Problema 4.16 a) Deduiu la férmula d’Euler-Maclaurin mitjancant el calcul formal amb
operadors.
b) Expliciteu la dita férmula fins als termes d’ordre 14 en el pas h.

SoLucio:

a) Fixat h, definim 'operador 7" que, aplicat a una funci6 f en xy, dona I’aproximacio
de la regla dels trapezis amb pas h

T fo = h(%fo +fitfot o+ fuo1+ %fM)

a la integral definida de f entre xg i xg + Mh.
Volem trobar una relaci6é entre I'operador T i 'operador que dona la integral definida
que, aplicant la regla de Barrow i usant notacié multiplicativa per als operadors, és

EM —1
D

=(EM 1D,
L’operador T es pot escriure també en funcié de I'operador E

1 1
T:h(§+E+E2+---+EM‘1+§EM) .
Operant en aquesta relacio, fent servir la formula de Taylor usant operadors F = P,

trobem la seva relacié amb l'operador integral definida i poténcies de 'operador D:

1 EM_1 1 1 1
T = h(—++2EM>:JwEM—1)<+)

2 E-1 E—1" 2
E+1 , ADE+1 1
= WEM 1)~ —pEM_-1
( )%E—l) ( ) S E=1mD
ks 11
= WEM-1)1 (hD)? | —
( ) +;¥% sy
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on ¢; (j > 1) soém els coeficients del desenvolupament de Taylor de la funcié

tet+1 3 3 i i <
= =3z _%=6t71+§:1+zcjtf.
j=1

t
CW=sa-172,

Aixi, tenim la féormula d’Euler-Maclaurin que relaciona la regla dels trapezis amb la
integral definida i déna uns termes correctius en funcié de diferéncies entre les derivades
imparelles de la funci6 en els extrems de l'interval d’integracio:

EM 1 ad :
Th)=Tfy, = 5+ WY e (BM — 1) (hD)Y | fo
=1
xo+Mh !
= / f(z)dx

+ Z h2TCQT [f(27‘—1)(x0 + Mh) _ f(2'r—1)(l,0)} 7
r=1
on s’ha fet us de la paritat de la funci6 G: G(—t) = —G(t) i, per tant, co,—1 =0 (r > 1).

b) Els nombres de Bernoulli es poden definir pel desenvolupament

1 satisfan la recurréncia

aquesta s’escriu també (B + 1);41 = Bj41 (vegeu el problema II1.11).
Els coeficients ¢; (j > 1) estan relacionats amb els nombres de Bernoulli, segons

1 B
co=DBy=1, C1=B1+§=0, cor1 =0, Cer(Tj;!-

La relacié de recurréncia anterior, déna els valors segiients:

1 1 1 1 1 )
B = 1, —=, =, 0, ——, 0, —, 0, ——, 0, —
J 9 27 67 07 307 07 427 07 307 9 667
691 7
- — ... (J=0);
07 27307 07 67 (] sl ) 3
d’on
By, 1 1 1 1 1
Cor = = ’ ) T ’ ’
= 2r)! 127 7207 30240° 1209600’ 47900160
691 7
— >1).
2730120 614 "=
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La férmula d’Euler-Maclaurin, expressada fins al terme demanat, és

xo+Mh

T(h) = /x T Sy
2

I (P o + MB) — F(a0)

12
4
s (o + M) = 1) (20))
6
30};40(f O (o + Mh) = ) (a0))
g -
~ 1209600 (f P (xo + Mh) = 17 (x0))
R 10
—_(f® o)
+ 000160 @o + Mh) — f(z0))
6917!2
~ a0 1o @0 + Mh) — f1D (o))
7h14
+7(f(13) (xg + Mh) — f(13) () + -

6 - 14!
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PROBLEMES PROPOSATS

1. Sigui f una funcié definida en un interval que contingui les abscisses a i b; volem
aproximar el valor de la seva derivada en l’abscissa a mitjancant una férmula del
tipus

f(a) ~ i arf(zx)
k=0

on les abscisses zj (k= 0+ m) sén equiespaiades en l'interval [a, b].

Trobeu els coeficients a; (kK = 0+ m) de manera que la férmula sigui exacta per a
les funcions segiients fj(z) = 27 (j =0+ m), amb [a,b] = [0, 1].

2. a) Determineu la formula de derivacié numérica
9'(0) = w_19(=1) + wog(0) + wig(1)

de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 2.
b) Es exacta també per als polinomis de grau menor o igual que 37

c¢) Usant els apartats anteriors, deduiu una formula de derivacié de la forma

f'(c)~a_1f(c—h)+aof(c) +aif(c+h)

de manera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 3.

3. a) Escriviu de manera explicita una formula de derivacié per al calcul de f’(a),
deduida per derivaci6é del polinomi d’interpolacié en les abscisses a, a + h, a + 2h,
a+3hia+4h.

b) Doneu una expressié exacta per a lerror, si f € C°([a, a + 4h]).

c¢) Trobeu una expressié asimptotica per a error, quan f és suficientment diferen-
ciable.

4. Repetiu el problema anterior, canviant les abscisses d’interpolacié per les noves abs-
cisses a —2h, a—h, a, a4+ hia+ 2h.

5. a) Calculeu numericament f(*)(0.6) per a f(x) = sinx, emprant les formules:

FOa) = plfa+2m) —2(a) + fla—20)]
fP@) = ifla+h)—2f(a) + fla—h) .

h2
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10.

amb passos h = 0.1, 0.05,0.01, 0.005, 0.001, 0.0005 i fent servir els valors de la funcié
sinus amb 8 xifres decimals correctes.

b) Comenteu els errors comesos atenent tant a la formula emprada com als passos
utilitzats.

c¢) Trobeu fites dels errors d’arrodoniment i dels errors de truncament de les for-
mules de derivaci6 usades, donant finalment el valor (0ptim, en teoria) del pas h que
minimitza la fita d’error total.

. Determineu les abscisses de la formula d’integracié numeérica

/01 f(z)de ~0.72f(x0) + 0.28 f (1)

de mamnera que sigui exacta per a tots els polinomis de grau menor o igual que 2.

Determineu els pesos i les abscisses de la formula d’integracié

/11 g(t)dt = wog(to) + w1g(t1)

per tal que sigui exacta per a tots els polinomis del grau més alt possible.

. Suposant que tots els pesos son iguals (w_1 = wg = w; = w), trobeu el valor w

d’aquests i les abscisses de la férmula d’integracié numeérica

[ o0t = woigle )+ wo o) + wan)

per tal que sigui exacta per a tots els polinomis de grau més petit o igual que 3.

. a) Determineu els pesos de la formula d’integracié seglient per tal que sigui exacta

per a tots els polinomis de grau menor o igual que 3:
b
[ fa)dz = Aof(a) + Af(B) + Cof Pa) + Cof P b)

b) Demostreu que també és exacta per als polinomis de grau 4.

Determineu les incognites Wy, Wi, W i ¢ de la formula d’integracié numérica segiient
(de tipus Lobatto):

[ ottt = Wor©) + Walg(~1) + 9(0)) + Walg(~<) + ()

per tal que tingui el grau de precisié més alt possible.
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11. a) Trobeu totes les formules de Newton-Cotes (tancades) de m+1 abscisses m = 1+8
per al calcul de
Im
o

b) Demostreu que les dites formules s6n exactes per a tots els polinomis de grau més
petit o igual que m (si m és senar) i que m + 1 (si m és parell).

¢) Suposant que f és suficientment diferenciable, feu explicita la formula de lerror
d’integracié numeérica per a m = 1 + 8, sabent que és de la forma

S /xm

(m +1)! wm(z)dx (si m és senar) ,

Fo2(E) o
(m + 2)! /a:

on wp(z) = (r—x0) - (x —xm) 1 £ € (o, Tm).

Twpm (x)dx (si m és parell) |
0

12. a) Avalueu la integral
/ L dx
11422
emprant les formules de Newton-Cotes de m + 1 abscisses (m = 1 = 8) i adoneu-vos
que els errors comesos van decreixent mentre m augmenta.

b) Feu ara els mateixos calculs amb la integral

/5 dr
51422’

qué s’hi observa?, podrieu explicar-ho?

13. a) Trobeu les formules de Newton-Cotes obertes de m — 1 abscisses (exactes per a
tots els polinomis de grau menor o igual que m — 2):

Tm

m—1
fla)de = Ay f(xx)
k=1

o

on les abscisses x (kK = 0=+ m) son equidistants. Feu-ho per a m =2 + 8.

b) Aplicaci6: Calculeu amb elles les integrals

1
/ tanh(sz) dr (s =1,2,4,8) ,
0

on
e —e %

tanhz = ——— |
e+ e %

1 comenteu-ne els resultats.
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14.

15.

16.

17.

a) Trobeu les formules d’integracié interpolatoria en m + 1 abscisses equidistants
(m = 2,3,4,5) per a les integrals de la forma

1
| w@)f@)ds
—1

i les funcions pes segiients:

i) w(x) =z,

)
b)

c¢) Aplicacio: Calculeu amb elles les integrals

/1 w(az:)e_gc2 dx

-1

Trobeu expressions per als errors comesos quan f és prou diferenciable.

i fiteu els errors comesos.

Considerem una funci6é f suficientment diferenciable.

a) Doneu, de forma explicita, les férmules d’integracié numerica de Taylor
b n .
[ f@dz =319 |
a =0

trobades per integraci6 numeérica del polinomi d’interpolacié de Taylor de grau més
petit o igual que n a f en una abscissa ¢ de U'interval [a, b].

b) Expliciteu la dita féormula quan ¢ = a i quan ¢ = b.

c¢) Doneu una expressi6 per a l’error en tots els casos.

Trobeu la integral

Leosax —1
72d$
0 x

per desenvolupament de Taylor de l'integrant amb un error menor que 10710,

Calculeu amb 5 xifres decimals correctes

/ (23 + x)*%da: .
1

0
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18. Calculeu amb 5 xifres decimals correctes

0.1 )
/ (1 —0.1sint)2dt .
0

19. a) Partint del coneixement del desenvolupament

n+1

(1—2)_1:1+z+z2+z3+--'+zn+IZ
-z

(lzl<1),

trobeu el desenvolupament de Taylor en x = 0 d’arctan x.

b) Trobeu de forma analoga el d’arcsin .

20. a) Trobeu de forma explicita la funcié inversa de

Y = e

i digueu on esta definida. Aquesta funci6 inversa s’anomena argument de la tangent
hiperbolica i s’escriu arg tanh.

b) Trobeu el desenvolupament de Taylor de
T
F(z) :/ argtanht dt
0

prop de xg = 0 i estudieu-ne la convergéncia.

c¢) Digueu quants termes del desenvolupament calen per tal de calcular F'(0.1) 1 F'(0.9)
amb un error menor que %10_15.

21. Sigui
F(x) = /2 cos(zsint)dt .
Jo

a) Trobeu el seu desenvolupament en série de Taylor en xg = 0.
b) Calculeu F(2) amb un error menor que 1079,

c¢) Si volguéssim calcular F'(20), quants termes caldrien a fi d’obtenir una precisio
semblant?

d) Amb almenys quantes xifres s’haurien de fer els calculs en I'apartat ¢)?

22. La longitud d’una el-lipse de semieix major a i d’excentricitat e (entre 0 i 1) ve

donada per
L:4a/2 \/1—e2sin? pdyp .
0
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a) Trobeu el desenvolupament de Taylor de L com a funcié d’e.

b) Si considerem L aproximada pel primer terme del desenvolupament, per a quins
valors d’e 'error comeés és menor que ’'u per cent?

¢) Notem que L = 4a per a e = 1; per a quins valors d’e menors que 1 podem
aproximar L per 4a amb un error menor que 1'u per cent?

Indicacié: Useu

jus

2 9 m(2r — D!
dp= T~ 27
/0 A R ORI

23. Volem trobar férmules d’integracié en m + 1 abscisses equidistants de la forma

m

/ab f}?dw ~ > [Axf(xx) + Brf'(x1)]

k=0
exactes per a tots els polinomis de grau més petit o igual que m + 1.

a) Feu explicites aquestes formules per am = 1,2, 3, donant aixi mateix una expressio
per als errors comesos.

b) Aplicaci6: Calculeu
/1 e’ p
~_dzx ,
0 Ve

fitant 'error comes, emprant totes les formules trobades en a).

24. Calculeu -
/ cosh(3z)dx |
0

a) directament, donant-ne el resultat amb 6 xifres decimals correctes;

b) emprant la regla dels trapezis amb un pas h adequat a fi que l'error sigui menor
que 1076;

¢) emprant la regla de Simpson amb les mateixes condicions que en b).

25. Calculeu

Tcosx — 1
/ 72‘&’
0 T

amb un error menor que 10710, emprant les regles dels trapezis i de Simpson.

26. a) Trobeu les regles (compostes) a partir de les formules (simples) d’integracié numérica
de Newton-Cotes tancades de m + 1 abscisses (m = 2,3,4,5).

b) Trobeu expressions per als errors d’aquestes regles, suposant f prou diferenciable.

c¢) Repetiu 'apartat a) per a les formules de Newton-Cotes obertes.
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27.

28.

29.

30.

a) Considerem les aproximacions donades per la regla dels trapezis T'(h) per a valors
del pas h tendint a 0, al calcul de la integral J d’una funcié continua f en un interval
fitat [a,b]. Demostreu que
lim T'(h) = J .
h—0
b) Generalitzeu aquest resultat a totes les formules de quadratura
m m
Qm(f)=>_ Apf(zx), amb> Ap=b—a.
k=0

k=0

¢) Deduiu de b) que el resultat és cert per a totes les regles compostes de Newton-
Cotes tancades i obertes.

a) Trobeu una féormula d’integracié de dues abscisses per a integrals del tipus
1
[+,
-1
que sigui exacta per a tots els polinomis de grau més petit o igual que 3.
b) Doneu una fita de lerror comes en la seva aplicacio al calcul de

1
/ (1 + 2?)ztdx .
-1

Considerem la formula d’integracié gaussiana
b m
/ w(z) f(z)dr ~ Z Wi f(zk) -
@ k=0

Demostreu que, si {1;(z)};>0 ¢és una familia de polinomis ortogonals respecte al
producte escalar continu associat al pes w a [a, b], llavors {¢;(x) } j—o-m és una familia
de polinomis ortogonals respecte al producte escalar discret

(f,9)a= i Wi f(xr)g(wr) -

k=0

a) Calculeu exactament

/ cos® 0de
Jo

emprant una férmula de Gauss-Txebixev adequada.

b) Calculeu
/ eCOS Z'dx ,
0

mitjancant una férmula de Gauss-Txebixev amb un nombre adequat d’abscisses per
tal que l'error sigui més petit que 1075,



CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO 340

31. Calculeu les sumes finites seglients i analitzeu llur comportament quan n tendeix a

infinit:

, ; J+1

J=1

32. a) Mitjancant 1'as de funcions factorials, calculeu i analitzeu el comportament de les
sumes segilients quan n tendeix a infinit:

n

n
diF (k=2,3,4,5,6,7), Y (35> +35°—7j7) .
j=1 j=1

b) Estudieu el cas general
n
> Pl
j=1

essent Py(z) un polinomi de grau k.

33. a) Useu el métode de comparacio per al calcul de les sumes de les séries segiients
amb un error menor que 1075:

=1 > 1
> B2, ZHJH

b) Estudieu el cas general

=, P,(j)
Lo B2y

essent P.(x) i Qs(z) polinomis de graus r i s, respectivament.

34. a) Sigui
S:Zaj (aj>0).

Jj=1

Definim
cj = aj; + 2a2j + 4@4]' + 8(18]' +

Proveu que

o0
J+1 . .
Z aj = cj — 2¢g; .
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b) Utilitzeu el resultat anterior per calcular
1

amb 6 xifres decimals correctes

Usant la formula d’Euler-Maclaurin per a sumes, calculeu les sumes del problema 32

35.
1

)

\ =

) Calculeu, amb un error fitat per una milionésima

36. a
j=1 .7 3

usant la férmula d’Euler-Maclaurin per a séries
) Quants termes s’haurien de sumar directament per assolir la mateixa precisio?

369 1

37. ,
2 Al

=123

Calculeu, amb un error fitat per una milionésima

usant la férmula d’Euler-Maclaurin per a sumes

(x > 1)

1
iz

La funcié zeta de Riemann
1J

Mg

38.
((z) =

J

es pot aproximar sumant préviament els 9 primers termes i aplicant a la resta la for-
mula d’Euler-Maclaurin per a séries fins als termes que contenen derivades cinquenes

) Proveu que error de I'aproximaci6 feta és menor que 10710 per a qualsevol z
b) Feu una taula de {(x) per a x entre 2 i 25 amb pas h = 1 i una altra per a = entre

1.01 i 2 amb pas h = 0.01.
) Utilitzeu les taules trobades per repetir la suma de les séries del problema 33

39. Calculeu amb 6 xifres decimals correctes les sumes
oo

Z[exp Z tan? = Z sin? = |

73

j=1
emprant les taules de la funcié zeta de Riemann del problema anterior
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40.

41.

42.

43.

Definim la funcié digamma per

Viia) = ST,

on v és la constant d’Euler, introduida en el problema IV.10.

a) Comproveu la féormula recurrent

k—1
1
VU(k+x) = - +¥(1+x) .
(k+0)= % g+ ¥+

b) Tabuleu U(1 + z), ¥(1 4+ z), @1 +2) i ¥O)(1 + z), amb 7 xifres decimals
correctes 1 pas h = 0.01 en l'interval [0, 1], usant la formula d’Euler-Maclaurin per a
sumes.

¢) Tabuleu U(1 + z), V(1 + z), ¥ (1 + z) i ¥ (1 + z), amb 7 xifres decimals
correctes 1 pas h = 0.1 en l'interval [—10, 10].

Useu les taules del problema anterior per sumar les séries segiients amb 6 xifres
decimals correctes:

> Y :

= (27 +1) j+1 o (47 4+ 2)(45 + 1)2(45 + 3)3
i 2j+5
= (2j+7)5

Calculeu amb 6 xifres decimals correctes

P= H

l\D\OJ

usant la formula d’Euler-Maclaurin per a séries, aplicada a la série In P.

Dibuixem un triangle equilater circumscrit a una circumferéncia; dibuixem a contin-
uaci6é una circumferéncia que passi pels seus vértexs; dibuixem després el quadrat
circumscrit a aquesta tltima circumferéncia, i aixi successivament, amb tots els poli-
gons regulars. Estudieu el comportament asimptotic del radi de les successives cir-
cumferéncies quan el nombre de costats tendeix a infinit.
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44. a) Trobeu desenvolupaments asimptotics associats a les funcions expressades per les
integrals segiients:

/ e—dt / —Sm dt / —COS dt / sin ¢2dt |
X xT i T
oo ,—1 0 gin t © cost 0o
/  _at, / M / i dt,/ sint®dt , (a > 1).

oo t2 J oo et J
——)dt t.
/x exp(=3) /o 1+ at

b) Amb quina precisié es poden calcular en funci6 de x7

c¢) Aplicacio: Calculeu-les en 2 = 10, 100, 1000.

45. Una funcié F, relacionada amb les integrals de Fresnel usades en Optica, té el de-
senvolupament asimptotic segiient:

> ;45 =N
= z_: 72 _

7TCU

Sabem que la magnitud de ’error en prendre n termes és menor que la del terme
n+ 1.

a) Quin és el valor optim de n per al calcul de F(6)? I per al calcul de F'(3)7

b) Fiteu els errors comesos en ambdoés casos.

46. Les funcions
—xt

e
Ey(z) = / ——dt
k( ) ) tk
admeten les expressions segiients
i)

. (—x)k-t s (—z)7
ii) W[—lnm—l—\ll(k)]—z%m ,

o (1 _§+ k(km—; 1) k(k+?3(k+2) +>

on VU és la funci6é digamma del problema 40 que compleix

(1) = —y = —0.5772156649.... =—7+ Z (k>1)

Per a n = 2,6, 10, indiqueu fins a quin valor de z > 0 és millor usar 'expressio i) que
la ii).
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47.

48.

49.

Considerem la funcid gamma d’Euler

F(z):/ t* e tdt
0

que compleix
I(z+1) ==2I'(2)

i, per a valors enters positius de z,
I'(z)=(z—1)!.

La formula de Stirling déna el desenvolupament asimptotic segiient per al logaritme
de la funcié gamma d’Euler,

B2r
(2r — 1)1~

1 1 >
InT(z) =(z— =) Inx — —In2
nl(z) = (z 2) nz x+2n7r+7;2T

a) Per a cada z, quin és el nombre de termes que cal sumar per tal de cometre menys
errors?

b) Calculeu 999999! = I'(1000000) amb 5 xifres significatives correctes.

¢) Quin error minim té la formula quan s’aplica al calcul de 2! =T'(3)?

La funcié error

erf(z \f /

admet els desenvolupaments segiients:

2 = JxQJ-‘rl

, —exp(—x —— ,
\/%]:0 N ESI I A )2 27+ DIl

._.
|
B
8
o)
P
=
8
no
S~—
—
=
+
¢
T
—_
S~—
—
—|
OAS
81
no
<z
~

Comenteu quin d’ells és millor emprar per als diferents valors de .

a) Calculeu aproximacions de la derivada de la funcié f(z) =Inz en x = 2 emprant
les féormules

fla) = F(fa+h) = f(a))

fla) = S(flath) = fla=h),

amb passos h = 0.1,0.01,0.001,0.0001, 0.00001.



CAPITOL 4. DERIVACIO, INTEGRACIO I SUMACIO 345

50.

ol.

52.

53.

b) Usant l'expressi6 asimptotica de 'error de truncament de les formules de derivacio
numerica d’a), deduiu-ne expressions millors, quan el pas h tendeix a 0.

c) Apliqueu les formules trobades per extrapolacio a b) al calcul de la derivada
proposada en a) i comenteu els resultats.

a) Calculeu la derivada aproximada de la funcio f(z) = emZ, en x = 2, mitjancant
extrapolacié repetida de Richardson, a partir de la taula dels valors de la funcié en les
abscisses x; = i/4 (i = 0+ 16), donats amb 8 xifres decimals correctes arrodonides.

b) Estudieu els efectes dels errors d’arrodoniment sobre les diferents aproximacions
trobades.

a) Trobeu una formula per al calcul de f(")(a) basada en la derivacio del polinomi
interpolador de grau més petit o igual que n + 1 en les abscisses g = a, x1, T2, ...,
Tptl-

b) Expliciteu-la per an =1,2,3,41 z; (i = 0+ n+ 1) equidistants amb pas h.

¢) Aplicacio: Calculeu, amb les formules trobades a b), les 4 primeres derivades de
la funcié f(x) = cos(cos(sinz)) en x = a = 7, emprant els passos h = 0.1,0.01.

d) Extrapoleu els resultats obtinguts.

Considerem el calcul de la integral

1
sin
/ dx |
0

emprant la regla dels trapezis T'(h) amb passos h cada cop més petits.
a) Calculeu T(h) per a h = 27% (k = 0 + 20), treballant amb simple precisi6 (o,
equivalentment, amb 6 xifres decimals i arrodoniment); a partir de quin valor de k

es inutil continuar fent els calculs perqueé els errors d’arrodoniment sén ja superiors
als de truncament?

b) Des d’un punt de vista teoric, suposem que f s’avalua amb un error relatiu fitat
per €. Trobeu la fita de I'error relatiu total, que s’obté sumant les fites dels errors de
truncament i d’arrodoniment i el valor del pas (0ptim, des d’aquest punt de vista)
que minimitza aquesta fita de ’error.

a) Calculeu la integral

2
J:/ Inz dx |
1

emprant la regla dels trapezis amb passos A = 0.1,0.01,0.001.

b) Avalueu els errors comesos Er(h) = T'(h) — J, comparant amb el resultat obtingut
directament.
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c¢) Ajusteu els resultats d’a) a una expressio asimptotica de Uerror de la forma
ET(h) = a1h2 -+ a2h4 -+ -

d) Extrapoleu els resultats anteriors i trobeu una millor aproximaci6 del valor de J.
Com seria ’expressio asimptotica de 'error d’aquests valors extrapolats?

54. a) Calculeu

etdx

S—
SIS

de les maneres segiients:

i) cercant la funcié primitiva,

ii) mitjancant la regla dels trapezis amb passos h = %, %, é, %6,
iii) extrapolant els resultats obtinguts en b).

b) Trobeu els quocients entre els errors trobats i comenteu-ne el resultat.

55. Suposem que la funcié f s’avalua amb un error absolut fitat per € en U'interval [a, ).
Demostreu que error en 'avaluacié de les aproximacions a la integral donades pel
meétode de Romberg a la integral de f en [a,b] és menor que 2(b — a)e, independent-
ment del pas usat.

56. a) Deduiu la férmula de Gauss cap al davant d’interpolacié equidistant en un nombre

senar d’abscisses {xo, x1,2_1,...,%s, T—s, Tst1}
S
_ t+r 2r+1 t+r—1 2r
flaotth) = 2 (2r+1>5 ERE N S R [

s (2542) t+s
+h2 +2f2+2 (5(0)(28_'_1) )

b) A partir de la formula anterior, deduiu la férmula d’Everett

flo+th) = K tr )52% B ( e )52%]

r=0

s (25+1) t+ s
s e (45 ).

t-l—r—l o
( 27 )u& f%
1 1 t—|—7"—1 2r+1
t—— 5ot
+2r+1( 2)< 2r > f%

s (2s+1) t+s
+h2 +1f2+1 (f(t))<25+1> )

ila formula de Bessel

flxzo+th) = Z
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c) Aplicaci6: Feu servir les formules d’Everett i de Bessel per tal de trobar sin 1.05,
amb 9 xifres decimals correctes, a partir de la taula de sin(1 + z) en les abscisses
z), = & (k = —10,10).

57. a) Deriveu les formules d’interpolacié de Newton amb diferéncies cap al davant i
cap al darrera a fi de trobar féormules de derivacié en 'abscissa xg i I’error comés
corresponent.

b) Deriveu la formula de Stirling del problema IV.14 a fi de trobar una férmula de
derivaci6 en ’abscissa central de la xarxa zg i l’error comeés.

c) Aplicacio: Calculeu amb les dites formules la derivada de la funcié f(x) = sin(1+x)
en x = 0, fent servir la taula esmentada en el problema anterior.

d) Repetiu els apartats anteriors, afegint-hi el calcul de formules per a derivades
segones i terceres.

58. a) Deduiu la regla dels trapezis amb termes correctius fins a ordre 5

[ f@in = Lo+ 2+ 2k 2ar e+ )

h 11h 3 3
—ﬁ(ﬂdfM — pd fo) + 7To( 6° far — 1o fo)
191A
—m(ﬂ55fM - M55f0) )

integrant sobre Uinterval [z;, x;41] la formula de Bessel de grau 5 d’interpolacié en
les abscisses x;_ (k= —2 + 3), i efectuant la suma perai =0+ M — 1.

b) Deduiu la regla de Simpson amb termes correctius fins a ordre 6

/ M p@)de ~ §<fo L Af 2 st

0
+2forr—2 + 4 fori—1 + fomr)

h
_%(54f1 + 0 fs 4+ 0" fanr—1)
h
+ﬁ(56f1 +8%f5+ -+ forr—)
integrant sobre 'interval [z, zo,41] la formula de Stirling de grau 6 d’interpolacio
en les abscisses z;_; (k = —3 + 3), i sumant per ar =0+ 2M — 1.

¢) Deduiu la férmula de Gregory amb termes correctius fins a ordre 6

/wM f(z)dz =~ g(fo +2fi+2fo 4+ +2fpm-1 + fur)
h

(T~ Afo) — (Vs + A7)
(VS a — A3fo) — DoV + AY)
863N

DY 5 o A5
60480<v Im fo)
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a partir de la féormula d’Euler-Maclaurin, substituint-hi les derivades successives en
les abscisses xg 1 xps per les derivades corresponents de les férmules de Newton amb
diferéncies cap endavant i cap endarrera, respectivament.



CAPITOL 5

EQUACIONS NO LINEALS

5.1 EQUACIONS EN UNA VARIABLE

5.1.1 Introduccio

Anomenem equacié no lineal una equacio6 del tipus f(x) = 0 (a vegades ’expressarem per
x = g(x)) en la qual f és una funci6 real de variable real no lineal. La funci6 f pot
ésser polinomica (cas que estudiarem en la segona part d’aquest capitol), transcendent
(apareixen en la seva expressio funcions exponencials, logaritmiques i trigonometriques)
i, fins i tot, pot ocorrer que no es disposi d’'una expressi6 explicita de f(x), perd que es
coneguin les regles per al seu calcul. Un exemple d’aquest cas, freqiient en matematica
aplicada, es déona quan f(x) és el valor de la solucié d’una equacié diferencial, després d’un
temps determinat, partint d’unes condicions inicials representades per x.

Anomenem arrel o solucié d’'una equacié no lineal f(z) = 0 un valor « tal que f(a) = 0.
En aquest cas es diu també que « és un zero de f.

En general, les arrels d’'una equacié no lineal no poden ésser calculades de forma exacta.
L’objectiu d’aquest capitol és oferir métodes numeérics que ens permetin obtenir aproxima-
cions numeériques de les arrels.

En qualsevol procés de calcul d’arrels d’una equacié no lineal es poden distingir tres
fases:

e LOCALITZACIO

Interessa tenir un cert coneixement de la zona on es troben les arrels. En general,
aquesta informacié s’obtindra sigui mitjancant la confeccié de taules de la funcio,
sigui a partir d’un estudi analitic o, fins i tot, a partir d’'una representacié grafica
aproximada, quan la complexitat de la funcié no ho impedeixi. En molts casos, les
equacions provenen d’un problema técnic o cientific, el coneixement del qual pot
ajudar a la localitzacié de les arrels.

e SEPARACIO

A vegades dues arrels diferents d’una equacié son molt proximes. En aquests casos,
abans d’aplicar qualsevol métode numeéric, convé separar les arrels; aixd és, determi-
nar intervals que continguin una i sols una arrel de "equaci6.

349
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o APROXIMACIO NUMERICA

El seu objectiu, en general, consistira a construir una successié de valors que con-
vergeixi cap a l'arrel buscada. Aquesta construccié es fara, normalment, de manera
iterativa partint de valors inicials que suposarem suficientment proxims a l’arrel cer-
cada: a partir de zg, ..., Zy,, obtindrem z,,+1 = G(zm, ..., x0) i, d’una manera més
general, xx411 = G(xg, ..., Th_m)-

A continuacié es presenten alguns meétodes d’aproximacié d’arrels. Més endavant dedi-
carem un apartat a l’estudi de la seva convergéncia.

5.1.2 Meétodes iteratius d’aproximacié de solucions
Métode de biseccio

Un cop trobats uns valors a i b en que la funcié f canvia de signe, el teorema de Bolzano
assegura que, si f és continua en [a,b] i f(a)f(b) < 0, llavors existeix « € (a,b) tal que
f(a) = 0. De fet, en pot existir més d'una, d’aquestes arrels, pero nosaltres suposarem que
n’existeix sols una, entenent que préviament s’hauran efectuat processos de localitzacié i
separacié. El métode de biseccié construeix llavors una successié d’intervals encaixats,

(ao,bo) D) (al,bl) D...D (ak,bk) Do,

de manera que sempre continguin l’arrel buscada i que 'amplitud de cada un sigui la meitat
de I’anterior. Quan I'amplitud de U'interval sigui prou petita d’acord amb la precisi desit-
jada per a l’arrel, podrem considerar com a una bona aproximacié d’aquesta un qualsevol
dels seus extrems.

Per a la construccié de la successié d’intervals es parteix d’ag 1 by tals que f(ag)f(bo) < 0
i es considera I'abscissa mitjana de (ag, by), ¢ = 5(ag+bo). Si f(c) = 0, ¢ és I'arrel buscada.
Altrament s’agafara com a (a1, b1) Uinterval (ag,c) o el (¢, by) segons que f(ap)f(c) <0
o f(e)f(by) < 0, respectivament. El procés iteratiu es continua analogament (vegeu la
figura 5.1).

Aquest meétode, tot i que convergeix sempre cap a I'arrel buscada, té 'inconvenient de
no aprofitar, llevat del signe, les caracteristiques

concretes de la funcié f, rad per la qual és bastant lent.

Métode de Newton

Suposem ara que f és derivable en un entorn de I’arrel buscada.

L’objectiu d’aquest meétode consisteix a construir una successié (xy)g>0, convergent
cap a l'arrel. Per fer-ho es parteix d’un valor zg, es tira la tangent a la corba y = f(z) pel
punt (zg, f(xo)) i es busca el seu punt de tall amb ’eix y = 0. L’abscissa d’aquest punt
serd 1 1 aixi successivament (vegeu la figura 5.2).

En general,

f(zg)

Tpy1 = Tg — Pl (k>0),

suposant que f’ no s’anul-la en els diferents z.
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Figura 5.1: Metode de bisecci6.

La convergencia d’aquest métode no esta assegurada per a qualsevol zq i és convenient
escollir ’aproximacié inicial zy tan proxima com sigui possible a l'arrel. Ara bé, tal com
es veura més endavant, la seva convergéncia sol ser bastant rapida; per aixo, és un dels
métodes més usats.

El métode de Newton presenta problemes quan el zero a de f que es busca és miltiple;
aixo és, tal que f'(a) = 0. Tot i aixi pot ésser modificat de manera trivial per tal d’adaptar-
lo a aquest cas (vegeu el problema V.3).

El criteri general per acabar la construccié d’aquesta successio és que | xp —xg—1 | sigui
suficientment petit. En aquest cas, xp es podra considerar com a una bona aproximacid
de l’arrel buscada.

Cal fer notar aqui, encara que el que es diu val per a qualsevol métode, que el criteri per
acabar les iteracions no té perqué ser sempre que la correccié |z — xg—1 | sigui més petita
que un valor § donat. Sigui « la soluci6 exacta i suposem que f’(«) té un valor relativament
petit i que els errors en el calcul de f estan fitats per €, llavors no es poden demanar errors

€

en la determinacié de o més petits que m Si oy = d, llavors el criteri adequat per
acabar les iteracions no sera que | x — zx—1 |< d siné que | f(zx) — f(zr—1) |< 2e.

Métode de la secant

L’objectiu del métode de la secant consisteix en la construccié d’una successié xzg, T1, T2,

.., Xk, ... que convergeixi cap a l'arrel buscada. Per fer aquesta construccié es parteix
de dos valors xg i x; 1 es tira la recta secant (interpolacié lineal) a la corba y = f(x) pels
punts (zg, f(x0)) 1 (z1, f(z1)), prenent-se xo com 'abscissa del punt de tall d’aquesta recta
amb l’eix y = 0. El procés continua trobant xs a partir de 1 i x2 i aixi successivament
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Figura 5.2: Metode de Newton.

(vegeu la figura 5.3); en general:

ThZ Ol (> )

ot = o IO R e 2

De fet, és com el métode de Newton, perd agafant la secant com a aproximacié de la
tangent.

Si bé la convergencia no esta assegurada (convé escollir zp i x1 tan proxims com sigui
possible a 'arrel), quan es dona, és bastant rapida (com es veura més endavant).

L’eleccié entre la utilitzacié del métode de la secant i la del métode de Newton depén
basicament de la quantitat de feina necessaria per al calcul de f’(x). Es pot dir que, si
Pesforg per a aquest calcul és més gros que 0.44 vegades 'esforg de calcul de f(zy), resulta
mes eficient usar el metode de la secant (vegeu el problema V.5).

Una variant del métode de la secant que recorda el de bisecci6 és el dit métode de la
regula falsi. En aquest es parteix de dos valors zg i 1 tals que f(xo)f(z1) < 01 es troba z;
pel métode de la secant. En el calcul del valor segiient x3 no s’utilitzaran necessariament
x1 1 @2 (com en el metode de la secant), sind xp i x2 0 x1 1 x2 segons que f(xo)f(x2) <0
o f(x1)f(ze) < 0, respectivament, i aixi successivament (vegeu la figura 5.4). Tot i que
aquest métode és més lent que el de la secant, té ’avantatge que sempre és convergent.
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Y 4

Figura 5.3: Métode de la secant.

Figura 5.4: Métode de la regula falsi.



CAPITOL 5. EQUACIONS NO LINEALS 354

\ e Sy=e y=e
I\ \
A \
| | N !
N \ N A |
|| \ \ || |
|| \ \ || |
LN, \ Y \
PAIEIN | A
T ly — (N N
y = [f(z)
R \ L \
) IR e
[ x I N x
xr3 T1 T T2 T4 X r1x3 & To T2 xo x
Procés teranyina divergent: Procés teranyina convergent:
g () < -1 -1<d(a) <0
y = g(x)
Y1 Y1 y=g(x
y==z |
L \
\ \
\ \
—= \
\ \
|| \ \
|| \ \
|| \ \
|| \ \
Ll x x
(e 5] Tl xo €T
Procés escala divergent: Procés escala convergent:
1<d(a) 0<g'(a)<1

Figura 5.5: Processos escala i teranyina.

Métode d’iteracié simple

En aquest cas escriurem ’equacié que volem resoldre de la forma x = g(z); a una arrel
a d’una equacio d’aquest tipus, @ — g(a) = 0, 'anomenarem punt fiz de g. Novament,
pretenem generar una successié de valors tendent a larrel: xg, z1, o, ..., T, ... La
construccié d’aquesta successio es realitza fent iteracions simples xi11 = g(xi) (k> 0), a
partir d’'un xq escollit proxim a ’arrel buscada.

La convergéncia, que no esta assegurada, depén de ’eleccié de zq i de la funcié g. En
el cas que g sigui derivable, un criteri perqué, triant xg suficientment proxim a arrel «,
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tinguem convergeéncia és que | ¢’ |[< r < 1 en un entorn del valor a (en aquest cas direm
que la funcié g és contractiva prop del punt fix a); aquest entorn existeix si g’ és continua
i |g/(a)]< 1.

Les quatre representacions de la figura 5.5 il-lustren la convergéncia del métode segons
el valor de la derivada de la funci6 g en a.

5.1.3 Ordre de convergéncia i constant asimptotica de ’error

Direm que una successio (xy)k>0, convergent a un limit o, té ordre de convergéncia almenys
p si existeixen N > 01 C > 0 tals que

|2g1 —al <Clag—alf

per a qualsevol k£ > N. Quan p = 1 cal exigir que C < 1.
En particular, en el cas que existeixi

[ — lim k1”@ ’
k—oo () — )P

la successi6 (xy)r>o tindra ordre de convergéncia almenys p (si p = 1, haurem d’exigir a
més que | L|< 1). Si L # 0, direm que la successio (xg)r>0 té ordre de convergéncia p
i que L és la constant asimptotica de Uerror. Per a p = 1,2, 3, parlarem de convergéncia
almenys lineal, quadratica, ctbica, respectivament.

Direm que un meétode iteratiu g1 = G(xk, Tk—1,...,Tk—m) (K > m) és almenys
d’ordre p prop d'un punt fix a de G: a = G(a, ..., @), quan existeixi un entorn (a«—e, a+-e)
de manera que, per a qualsevol eleccié de valors inicials g, ..., 2, en (@ — €, a + €), la
successio (xy)g>0 tingui almenys ordre de convergéncia p.

Si tenim un métode d’ordre de convergéncia almenys p i no tenim en compte els errors
d’arrodoniment (és a dir, donats xg, ..., Zg_m,, suposem que podem calcular exactament
Tg+1 = G(Tg, ..., Tk_m)), lavors, anomenant €; a | zp — a | i suposant que ¢; < Cel’_,
(1t =1+k), es compleix:

e < Chey p=1),
k—1 pk 660 "
¢ < CltPretr e = (C) , (p>1),

amb

C=Crt .

Aixi, com més alt sigui I'ordre de convergéncia, més rapidament convergird (zx)r>0 a
.

De totes maneres, en l'estudi de 'eficiéncia d’un métode, no s’ha de tenir en compte
tan sols el seu ordre de convergéncia, sindé també la quantitat de calcul necessari en cada
iteracio 11 = G(Tk, - .., Th—m) (K > m).

Tot seguit recollim algunes consideracions sobre ordre de convergéncia:

e |. Considerem ’equacié = = g(x) i sigui a una solucio.
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1.

2.

Si g és contractiva en un entorn de «, el métode d’iteracié simple xp 1 = g(xg)
(k > 0) és almenys d’ordre 1.

Si g és m vegades derivable i ¢'(a) = ... = g™ V(a) = 0, llavors el metode
d’iteraci6 simple 21 = g(x1) (k > 0) és almenys d’ordre m; si g™ () # 0, és
d’ordre m.

e II. Considerem ara ’equacié f(x) =0 i sigui o un zero de f: f(a) = 0.

. Si f'(«) # 0, el metode de Newton té convergéncia almenys quadratica.

1
2. Si f/(a) = 0, el métode de Newton té convergéncia lineal.
3.
4

. Si f@(a) # 0, el metode de la regula falsi té convergeéncia almenys lineal. En

Si f’(a) # 0, el meétode de la secant té ordre de convergeéncia almenys p = 1+2\/5.

comparacié amb el métode de la secant, s’assegura la convergéncia a canvi d’una
pérdua de velocitat d’aproximacio.

Independentment del comportament de f es pot considerar que el métode de
biseccidé té convergéncia lineal ja que, a cada pas, reduim a la meitat 'interval

d’error on es troba el zero buscat.

5.1.4 Acceleraci6 de la convergéncia

Observem que els métodes proposats per trobar arrels d’equacions no lineals tenen com
a objectiu comu la construccié d’una successié de valors (xg)k>0 convergent (en el millor
dels casos) cap a l'arrel buscada. La rapidesa amb qué es produeix aquesta convergéncia
depén del métode usat i de la propia equaci6. Els anomenats métodes d’acceleracid de la
convergéncia tenen com a objectiu I'obtenci6, a partir de la successi6 (zj)x>0, d'una nova
successio (2}, )k>0 més rapidament convergent cap a l’arrel. Veurem dos d’aquests méetodes.

Métode d’acceleracié d’Aitken

Suposem que la successié (zx)r>0 de limit a, amb zj # o, és tal que I'error es comporta
asimptoticament com una successié geométrica de raé més petita que 1, en valor absolut;

és a dir,
g1 — o= (L + o) (xg — a)
amb
limé, =0, |L|<1;
k—0

llavors, la successi6 (x},)r>0 donada per

(Azp)? (@ — @)’

k
A2y, Ty — 2Tp41 + Tg

L = Tk — (k>0)7

estd ben definida per a k suficientment gran i compleix que

w}f—azo

lim
k—oo Tf —

Per tant, (x})r>o convergeix cap a a més rapidament que (x3)r>0; aquest meétode

permet, doncs, accelerar la convergeéncia de métodes amb convergéncia lineal.
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Meétode d’acceleracié de Steffensen

, el métode d’acceleracio de Steffensen
Yr), amb

Si tenim una iteracié simple zxy1 = g(xk) (K > 0
construeix la iteracié simple donada per yxr1 =G

Gla) =5 — — 9@ = 2) (k> 0) .

9(g9(z)) —29(z) +

A~~~ —

Es compleix:
1. Si G(a) = a, llavors g(a) = a.
2. Sig(a) =aid(a) # 1, llavors G(a) = a.

3. Si (zx)k>0 té convergéncia almenys lineal, llavors (yx)r>0 té convergeéncia almenys
quadratica.

4. Si (xk)k>0 té ordre de convergéncia almenys p > 1, llavors (yx)r>0 té ordre de con-
vergéncia almenys 2p — 1.

En aplicar aquest metode al cas de convergéncia lineal, obtenim una acceleraci6é de
convergéncia ja que (yi)r>0 convergeix més rapidament que (zy)r>0. Quan l'ordre de
convergeéncia del métode iteratiu inicial sigui p > 1, I’aplicacié del métode no té avantatges:
el métode d’acceleracié de Steffensen aconsegueix accelerar la convergéncia fins a ordre
2p — 1 mentre que, prenent senzillament G(z) = g(g(z)) (calcul d’altra banda necessari
en 'avaluacié de G(x) pel metode de Steffensen), es pot generar una successio d’iterats
d’ordre p?. En el problema V.2 es presenta una altra expressié de la iteracio simple de
Steffensen utilitzable quan tenim equacions del tipus f(z) = 0.

La diferéncia fonamental entre els métodes d’acceleracié d’Aitken i de Steffensen apli-
cats a un métode d’iteraci6 simple, rau en el fet que, en el meétode d’Aitken, 'acceleracid
es produeix sobre la successié d’iterats ja construida d’entrada, mentre que, en el métode
de Steffensen, es construeix directament la successié accelerada. En general, el métode
de Steffensen ofereix millors resultats que el d’Aitken ja que, per al calcul dels successius
termes de (yx)k>0, utilitza valors que, de fet, han estat ja accelerats.

5.1.5 Classificacid de métodes iteratius

S’acaben de presentar diversos meétodes iteratius per al calcul aproximat d’arrels d’equacions.
Tots ells tenen en comi la construccié d’una successié xg, 1, 2, ..., Tk, ... que, sota de-
terminades condicions, tendeix a I’arrel o buscada. L’objectiu d’aquest apartat és donar
una visi6é global d’aquests procediments, obrint ’horitz6 a altres métodes que, si bé tenen
el mateix fonament que els presentats, no sén tan usats per la dificultat de calcul que
comporten.

Els métodes iteratius d’aproximacié de zeros d’una funcié f es poden classificar atenent
a dos trets que els caracteritzen:

1. L’eina que s’usa per a 'estudi de la funcié:

e El desenvolupament de Taylor: calculem z; a partir del coneixement de la
funcié i de les seves derivades en un punt z;. Es parlard de meétodes de Taylor.
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e La interpolacio: calculem xpy; a partir del coneixement de la funci6 en els
iterats anteriors xg, xp_1,... Es parlara de métodes d’interpolacio.

2. La funcié que es desenvolupa o s’interpola: si ¢ = f~! (noteu que la inversa de f
existira sempre prop de zeros simples de f), sera equivalent cercar « tal que f(a) =0
a buscar a tal que g(0) = a.. Aixi podrem donar dos enfocaments del problema segons
que usem el desenvolupament de Taylor o la interpolacié sobre la funcié f o la funcié

g:

e Si usem la funcid f, es parlara de métodes directes.

e Si usem la funcio g = f~!, es parlara de métodes inversos.

Aquestes caracteristiques classifiquen els métodes iteratius tractats aci en 4 families:
meétodes de Taylor directes, métodes de Taylor inversos, métodes d’interpolacié directes i
meétodes d’interpolacié inversos.

Meétodes de Taylor directes

El calcul de zp, 1 a partir de xg, en aquests métodes, es basa en el procediment segiient
+ ) )
que, finalment, es resumeix en una férmula iterativa:

e Es pren com a aproximacioé de f(x) el seu polinomi de Taylor p,(x) de grau més petit
o igual que n en xy.

e Es resol l'equacié py,(z) = 0. La soluci6é obtinguda (si n’hi ha més d’una, es pren la
meés propera a xy) serd el valor xyy1.

e Es repeteix el procés a partir de z41 fins a obtenir la precisi6 desitjada.
Els diferents métodes d’aquesta familia apareixen segons el valor de n que es prengui:

e Per a n =1, resulta el meétode de Newton ja estudiat.

e Per a n = 2, resulta la iteracié simple

2f (zx) ‘
£ (k) £/ 2 (x) — 2f () £ (1)

Th+1 = T —

e Per an > 2, 'equaci6 p,(z) = 0 no permet un calcul senzill de x4 1.

Meétodes de Taylor inversos

El calcul de x,1 a partir de =, en aquests métodes, es basa en el procediment segiient
+ b ) q ’ p
que, finalment, es resumeix en una férmula iterativa:

e Es pren com a aproximaci6 de g(y) = f~!(y) el seu polinomi de Taylor g,(y) de
grau més petit o igual que n en yx = f(x). Les derivades successives de g s’obtenen
derivant repetidament la relacio ¢g(f(z)) = = (vegeu el problema V.1).
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Es pren xp4+1 = gn(0). Serd una nova aproximaci6 del valor a buscat.

Es repeteix el procés a partir de x4 fins a obtenir la precisié desitjada.

Els diferents métodes d’aquesta familia apareixen segons el valor de n que es prengui:

Per a n = 1, resulta novament el métode de Newton.

Per a n = 2, resulta el métode de Txebizev, contemplat detalladament en el problema
V.1

Per a n = 3, resulta el métode iteratiu:

flae) O () ()

T T ) T 2B ()
3FP2(zy) — £ (@) f (k) e
- 6./ (zr) I ()

Si bé 'ordre d’aquest métode és alt, 'excés de calcul de cada iteracié imposa una
seriosa dificultat pel que fa a la seva eficiéncia.

Per a n > 3, les expressions que apareixen no permeten un calcul senzill de zp4 1.

Meétodes d’interpolacié directes

El calcul de xg1 a partir de xg, k-1, - . ., To, en aquests métodes, es basa en el procediment
segiient, que, finalment, es resumeix en una féormula iterativa:

Es consideren m + 1 aproximacions del valor o buscat: xg, Trp_1, -- -, Thm.

Es construeix el polinomi interpolador p,,(z) de la funcié f en les abscisses xy, xp_1,

ooy Thm-

Es resol l'equaci6 p,(x) = 0. La soluci6 obtinguda més propera a xj sera el valor
Th+1-

Es repeteix el procés a partir de zpy1, T, ..., Tp—m+1 fins a obtenir la precisié
desitjada.

Els diferents métodes d’aquesta familia apareixen segons el valor de m que es prengui:

Per a m = 1, resulta el métode de la secant ja estudiat.

Per a m = 2, resulta el métode de Muller-Traub que s’exposa en la segona part
d’aquest capitol ja que generalment s’usa per al calcul de zeros de polinomis.

Per a m > 2, 'equaci6 pn,,(z) = 0 no permet un calcul senzill de x4 1.
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Meétodes d’interpolacié inversos

El calcul de x4 1 a partir de g, xx_1, . . ., Tg, en aquests métodes, es basa en el procediment
segiient que, finalment, es resumeix en una formula iterativa:

e Es consideren m + 1 aproximacions del valor o buscat: zp, Tp_1, Th—2, - .. , Thm-

e Es considera la funcié g = f L.

Es construeix el polinomi interpolador ¢, (y) de la funci6 g en f(xg), f(zr-1), - .-

f(xk—m)

e Es pren z;11 = ¢ (0). Sera una nova aproximacio del valor o = ¢g(0) buscat.

Es repeteix el procés a partir de zpy1, T, ..., Tx_ma1 fins a obtenir la precisié
desitjada.

Els diferents métodes d’aquesta familia apareixen segons el valor de m que es prengui:
e Per a m = 1, resulta novament el métode de la secant.
e Per a m = 2, resulta el métode que es tracta en el problema V.4.

e Per a m > 2, expressio de ¢, (y) no permet un calcul senzill de zj1.

5.2 EQUACIONS POLINOMIALS

5.2.1 Introduccio

El teorema fonamental de l'algebra ens assegura que, donat un polinomi de grau n amb
coeficients complexos
p(z) = apz" + ap_ 12" M+ ... Fao,

amb a, # 01ia; € C (i =0+ n), existeixen n zeros complexos ai, s, ..., a, (repetits
segons llur multiplicitat) i, llavors,

p(z) =an(x —ar)(z —a2)...(z — ayp) .

Es també conegut que, si ag, a1, . .., a, son reals, els zeros complexos de p(x) apareixen
en parelles conjugades.

Per a I'obtencié dels zeros de polinomis de grau 2, 3 o 4, es coneixen férmules generals;
en canvi, se sap que aquestes formules no existeixen per a graus superiors a 4. Aixi,
si salvem els casos trivials en qué la factoritzacié del polinomi aparegui com a evident,
convindra que utilitzem meétodes numeérics per a la recerca dels zeros. Fins i tot per a
polinomis de tercer i quart grau, 1'ds de les formules no és senzill i hom prefereix els
procediments numeérics.

En emprar els métodes numérics en polinomis, gaudirem d’uns avantatges particulars:
primerament, la facilitat en 'avaluacié de p(z) i de les seves derivades i, segona, 'existéncia
de regles especials per a la fitacio i separacié dels seus zeros. A més dels métodes estudiats
d’aproximacié de zeros, existeixen meétodes especifics per a polinomis. També convé sub-
ratllar que, conegut un zero d’un polinomi, podem cercar la resta com a zeros d’un polinomi
de grau menor. Tot seguit estudiem aquests procediments especifics per a polinomis.
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5.2.2 Avaluaci6 i deflacié de polinomis

L’avaluacié de polinomis, i també la de llurs derivades, pot ser feta de forma eficient
mitjancant la regla de Horner, com s’explica en 'apartat I11.1.2.

La regla de Horner ens ofereix també la possibilitat d’obtenir el polinomi p;(z) que
sorgeix en eliminar de p(z) un zero ai; aixo és,

p(x) = pr(z)(zr —a1) .

La resta de zeros de p(x) la cercarem calculant els zeros de pi(z), el grau del qual és
una unitat menor que el de p(x). Gracies a aquest procediment, anomenat deflacid de
polinomis, cada vegada que obtinguem un zero d’un polinomi podrem buscar la resta de
zeros treballant amb un polinomi d’'un grau menor. Si as és un zero del nou polinomi
p1(x), podrem realitzar una nova deflacio i continuar treballant amb un polinomi py(z)
d’un grau menor, i aix{ successivament.

Ara bé, com que els zeros ajg,as,... nomeés es coneixen aproximadament, pi(x) esta
afectat per errors que es propagaran en calcular pa(z), etc, amb la qual cosa pot ocorrer
que els darrers zeros ...,an—1,qy que calculem tinguin un error molt gran respecte als
zeros exactes del polinomi p(z).

Per tal que aquests errors en els zeros calculats no s’amplifiquin considerablement,
convindra calcular els zeros oy, ag, ... de menor a major en modul |y [<|ag|< ...;ésa
dir, s’ha de calcular el zero de modul més petit de cada polinomi intermedi p;(z).

Aquest procés també es pot realitzar en sentit contrari; és a dir, calculant el zero de
major valor absolut de cada polinomi intermedi p;(z), sempre i quan la deflaci6 es realitzi
cap al darrera.

Donat el polinomi

p(z) = apx”™ + an1z" '+ .. +ag,

amb ay, i ag no nuls, la deflacid cap ol darrera parteix del polinomi
q(z) = apz™ + a1z + ..+ ay ,

que compleix p(z) = x"q(%) per a x # 0 i, per tant, p(a) = 0 si i només si q(é) =0. A
continuacio, en lloc de realitzar la deflacié estandard, realitza la deflacié

x
1(z) = 4 )1 =boz" . by
i
El polinomi resultant
pi(z) = 2" @ (=) =bp1a™ T .+ Do
compleix que
_ple) _ plx)
@) = 1- “T—a’

Remarquem que els processos de deflacié6 comporten errors numérics, molts cops im-
portants, en 'obtencié dels polinomis intermedis i, per tant, en les aproximacions dels
Z€ros (i, a3, ... trobades. Es per aixo que, després de calcular-les, convé purificar-les amb
algun procés iteratiu sobre el polinomi original p(x). Normalment, son suficients poques
iteracions.



CAPITOL 5. EQUACIONS NO LINEALS 362

5.2.3 Fitaci6 de zeros de polinomis

Es coneixen molts resultats sobre fitacié de zeros de polinomis. Tot seguit n’enunciem dos
d’atils quan els zeros sén reals.

Regla de Laguerre-Thibault

Si, en dividir p(z) per  — b amb b > 0, tots els coeficients del quocient i el residu son
positius, llavors b és fita superior dels zeros reals de p(z).

Regla de Newton

Si p(z) és un polinomi de grau n i, per a un nombre real b, p(b), p'(b), ..., pt™(b) son
positius, llavors b és una fita superior dels zeros reals de p(z).

Aquestes regles es poden utilitzar per trobar una fita inferior dels zeros positius. Donat
p(x) = apa™ +a,_ 12" 4. . .4ag, amb ag # 0, considerem q(x) = agz"+a1x" 4. . +ay,.
Si C és fita superior dels zeros positius de g(x), D = % serd fita inferior dels zeros positius
de p(z).

Si volem trobar la fita superior i la fita inferior dels zeros negatius de p(x), també podem
emprar les esmentades regles cercant la fita inferior i la fita superior, respectivament, dels
zeros positius del polinomi r(x) = p(—x).

Uns altres resultats sobre fitacié dels zeros «;, ara tant reals com complexos, d’un
polinomi p(x) = a,z™ + ap_12" 1 + ... + ag soén:

aq al Apn—1
|| < max{|—|,1+|—|,...,1+|— ,
n n an
n—1 a,
|| < max{1, —l?
k=0 | 41
ao aq Anp—1
la;| < max{|—|,2|—|,...,2]| = ,
a1 a2 Qn
n—1 a
o] < 30|
k—o | Yk+1
Ap—1 Ap—2 Ap—3 11 agp
|| < 2max{|——], ) ‘= -
Qnp Gnp, G, an,

5.2.4 Separacio de zeros reals de polinomis. Métode de Sturm
Successions de Sturm

Una successio { fo, f1,. .., fm} de funcions reals continues, definides sobre un interval [a, b],
és una successid de Sturm per a f = fo sobre [a,b] si

1. fo és diferenciable en [a, b].
2. fm no té zeros reals en [a, b)].

3. Si fo(a) =0, llavors f1(«)fy(a) > 0.
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4. Si fi(a) =0, llavors fiti(@)fi—1(a) <0 (i=1+m—1).
La importancia de les successions de Sturm rau en el teorema de Sturm segiient:

e Sigui {fo = f, f1,..., fm} una successio de Sturm per a f sobre [a,b] amb f(a)f(b) #
0; aleshores, el nombre de zeros reals de f en Uinterval (a,b) és igual a V(a) — V(b),
on V(x) és el nombre de canvis de signe de {fo(x), fi(z),..., fm(x)}.

Aixi doncs, si coneixem una successié de Sturm per a una funcié f, podrem separar
tots els seus zeros reals de manera analoga al métode de bisecci6 (vegeu el problema V.7).
Tot seguit s’indica com construir una successié de Sturm per a un polinomi p(z).

Sigui p(z) un polinomi real de grau n. Definim una successi6 de polinomis (p;())i=o,....m,
amb m < n, de la manera segiient:

po(x) = p(2),
pi(z) = p(a),
pi-1(z) = qi(x)pi(r) —cipiyr(z) (i=1+m—1),
pm—1(z) = gm(x)pm(z) , (5.1)

on ¢;(x) i ¢ipit1(z) son el quocient i el residu, aquest canviat de signe, de la divisio de
pi—1(x) entre p;(x), 1 ¢; és una constant positiva arbitraria que generalment es tria de
manera que no apareguin coeficients fraccionaris en p;y1(x). La construccié d’aquesta
successio acaba quan el residu és zero: pp,11(z) = 0. Com que 'algorisme usat és essen-
cialment 'algorisme d’Euclides per al calcul del maxim comu divisor de po(z) i pi(x),
tindrem que py, () = m.c.d.(po(x), p1(x)).

Si tots els zeros de p(z) son simples, p,,(x) és un polinomi que no s’anul-la sobre la recta
real i {po(z),...,pm(x)} és una successi6 de Sturm per a p(z) sobre qualsevol interval de
la recta real. Si p(x) té zeros reals multiples, la dita successié no és de Sturm perd encara
es compleix la tesi del teorema de Sturm (vegeu el problema V.7). Aixi podem enunciar
el resultat segiient:

e Siguin po(z) = p(x), p1(x), ..., pm(x) construits mitjancant la recurréncia expres-
sada en (5.1), amb p(a)p(b) # 0; aleshores, el nombre de zeros reals diferents del
polinomi p(x) en (a,b) és igual a V(a) — V(b), on V(z) indica el nombre de canvis
de signe de

{p0($)>p1($)7 T >pm(x)} :

Com a conseqiiéncia d’aquest resultat, calculant V(x) per a diferents valors de x, po-
drem determinar intervals de la recta real que continguin un tnic zero de p(z). Aquest
meétode de separacié de zeros de polinomis rep el nom de métode de Sturm.

5.2.5 Meétodes numeérics per al calcul de zeros de polinomis

En plantejar-nos el problema de calcular zeros de polinomis, hem de tenir en compte els
dos avantatges que els polinomis ens ofereixen:

e La possibilitat d’avaluacié rapida d’un polinomi i de la seva derivada mitjancant la
regla de Horner.
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e L'Gs de la deflacié que, conegut un zero d’un polinomi, permet cercar els altres zeros
treballant amb un polinomi d’un grau més petit que l'inicial.

Els métodes numérics per al calcul de zeros de polinomis es poden classificar en dos
grups: els meétodes generals de recerca de zeros i els métodes especifics per a polinomis. El
primer grup estd format pels métodes estudiats a 'apartat 5.1.2: biseccio, secant, Newton
(que, en aquest cas, rep el nom de Birge-Vieta), regula falsi, iteraci6 simple, ..., aplicats
ara a funcions polindomiques. Tot seguit se’n presenten alguns del segon grup.

Métode de Laguerre

El métode de Laguerre és un métode iteratiu l'objectiu del qual consisteix a generar una
successio de valors (reals o complexos) 29, 21, ..., 2k, ... qUe convergeixi cap a un zero
que pot ésser real o complex. Per a la construccié d’aquesta successi6 s’utilitza la férmula
segiient:

np(2k)

Zk+1 = Rk — )
+ ' (zx) £V H(zk)

on p(x) és el polinomi sobre el qual treballem, n el seu grau i

H(z) = (n = 1)[(n = 1)(¢'(2))* = np(x)p®(2)] .

El signe del denominador es pren de manera que el faci més gran, en modul.

Aquest métode és d’alt ordre de convergéncia: per a zeros reals és cibicament conver-
gent i té avantatge que, quan tots els zeros de p(z) sén reals, convergeix sigui quina sigui
I'aproximacié inicial real zg que s’hagi escollit. En aquest cas es diu que és globalment
convergent.

Métode de Bernoulli

Sigui
p(z) = apz" 4 an_12" .. Farxz+ ag
= an(x"+bn_1x”_1 +...+biz+by),
" b= (i=0+n—1).
an

Una matriu de Frobenius associada a aquest polinomi (vegeu el problema I1.10) és la
matriu

0 1 0o ... 0 0
0 1 0 0
B — : : :
0 0 0 1 0
0 0 0o ... 0 1
—bp —by —by ... —bp_2 —byp_1

Es compleix que

det(B —zI) = (—1)"(2™ + by12™ ' + ...+ bz + by) .
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Per tant, trobar els zeros de p(x) equival a trobar els valors propis de la matriu B. Com
a conseqiiéncia, si apliquem a la matriu B el métode de la poténcia exposat en el capitol
I1, obtindrem el zero de p(z) de modul maxim, suposat real i tnic: |aq |>|az|> ... >|ay|.

Aixi doncs, donats zg, x1, ..., T,_1 arbitraris, es compleix que
o 1
I T2
B . = . amb Iy = —bol‘o — blwl — .. bn,lmn,1 N
Tn—1 Tn
és a dir,

apro +ar1xy+ ...+ ap—1Tp—1

Gn

Ty —

Repetint successivament aquest procés, obtenim la férmula iterativa corresponent al
meétode de Bernoulli

Tk + a1Tk41 + ... + Ap—1Thyn—1
Lhtn = — a (k‘ Z 0) .
n

Sota condicions analogues a les comentades en el métode de la poténcia del capitol 11,
tenim

on aq és el zero de p(x) de major valor absolut. La velocitat de convergéncia depén
essencialment de | 52| i pot ésser molt lenta quan |as |~| a1 |.

Aplicant el métode de la poténcia inversa a la matriu B —al, podem trobar el zero real
més proxim al valor a, suposat tnic en modul. En el cas a = 0, cercarem el zero més petit
en valor absolut i 'algorisme és facilment expressable, ja que equival a buscar I'invers del
zero més gran en valor absolut del polinomi

q(z) = apz™ + a1+ .. ap_1z 4 ayp .

Aixi doncs, quan a = 0, donats yg, ... ,yp—1 arbitraris, calculem ygin, (K > 0),
mitjancant la formula

anyk + Gn—1Yk+1 + .- - + Q1Yktn—1
agp

Yk4+n = —

Sota condicions analogues a les del métode de la poténcia, es compleix ara que

. 41 1
lim Yit1 L ,
1—00 Y; (07%

on ay, és el zero de p(r) de modul més petit.

Métode del quocient-diferéncia (Q-D)

El meétode del quocient-diferéncia és una generalitzacié del métode de Bernoulli que genera,
sota condicions adequades, successions convergents a tots els zeros del polinomi p(z) =
anx™ + ap_12" 1+ ... + ag. El procediment es basa en la construccié de la taula 5.1.

Els elements q,(;),d,(:) (k>2—14) (i =1+n) de la taula es van calculant, per files
successives, mitjancant les anomenades regles dels rombes:
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a1 0 0 0 0
0 " an—2 an—3 ag O
o T e T e T R
ap o q-1 4d_p+3 d_n+2
0 a di? am-l 0
1 2 3 n—1
g5 ¢t g " ") s
0 ds? a? a" 0

Taula 5.1: Esquema del métode de quocient-diferéncia.

* q/(i)rl = (d,(j) — d,(i:ll)) + q,&i), graficament:

q
+
i—1 i
i i
+ .
ql(:j-l
i R O R
. d,(vll = (J;,Qﬁd’(“)’ graficament:
dy
X
i i+1)
ot (
X
A

Es a dir, per al calcul d’un element de la taula, és suficient de tenir en compte el rombe
format per ell i els tres elements superiors. Si el rombe esta centrat en la columna de
les ¢ la suma dels elements situats en la part superior-dreta és igual a la dels elements
situats en la part inferior-esquerra. Si el rombe esta centrat en la columna de les d(®) es
pot afirmar el mateix, perd substituint sumes per productes.

Es compleix el resultat segiient: si I'esquema que s’acaba de descriure es pot construir

(aix0 és, no s’anul-la cap q,glj_l), aleshores

N R ) N
fim o’ =ou 1 fim d? =0

per a tot index i tal que |41 |<| i |<|aj—1].
Cal notar que la successio (g, ’)r>1 és una successié de quocients associada al meétode

de Bernoulli i que la velocitat de convergéncia d’aquestes successions (q](:))kzg_i depén
dels valors | -*- |, essent lenta quan aquests quocients sén propers a 1. Un tal cas fa

aconsellable la utilitzacié d’aquest métode només per obtenir una primera aproximacio




CAPITOL 5. EQUACIONS NO LINEALS 367

dels zeros del polinomi. Aquestes aproximacions s’hauran de purificar després, aplicant un
métode més rapidament convergent, com el de Newton o el de la secant, per exemple.
L’oscil-lacié en els valors dels elements dg) d’una mateixa columna k indica I'existéncia
d’una parella de zeros complexos conjugats. En tal cas, convindra prendre les successions
q,ﬁl + qgﬂ) i q,?)q,(jﬂ). Aquestes convergeixen respectivament a nombres —r i s tals
que 22 4+ rx + s és un factor quadratic del polinomi p(x). Resolent I'equacié de segon
grau 22 + rz + s = 0, obtindrem els zeros buscats. El problema V.8 il-lustra aquestes

consideracions.

Métode de Muller-Traub

Aquest métode és utilitzable per calcular zeros de qualsevol funci6; tot i aixi, el seu us
més generalitzat correspon al cdlcul de zeros de polinomis. Aquest fet ha aconsellat que
fos inclos en aquest apartat.

El métode de Muller-Traub esta basat en ’esquema segiient: donades tres aproximacions
Tp_9,Tk_1,2k d'un zero o d’una funcié f que, en el cas que tractem, serd un polinomi, es
calcula el polinomi ps(x), de grau 2, que interpola f en zy_o,xp_1, Tk 1 €8 pren Txy; com
el zero de py(x) més proxim a x.

Aixi, en el pas k-¢, donats xy_o, g1, Tk, calculem (vegeu 'apartat 3.1.3):

flee] = flar),
flopaio] = flow] — flop—1] ’
Tp — Th—1
fler—1, 28] — flrp—2, p—1]

f[l'kfz, xkflal"k] = s
Tk — Tp—2

(observeu que els valors f[zx—1] 1 f[zr—2, k1] sOn ja coneguts del pas anterior); llavors,
el polinomi py(z) ve donat per

p2(w) = flog] + flop—1, 2](x — 21) + flor—2, 2p—1, 2e) (2 — 2p) (2 — Tp—1) ,

que podem expressar com pa(z) = ay(z — )% + 2bp(x — x1) + cx amb

ar = f[mk’—2> Th—1, 17]@] )
by = %(f[ﬂik—h ri) + floh—2, xh—1, k) (T — Tp—1))
L, = f[xk]a

i la féormula iterativa és ‘
k

Th+1 = Tk — 5 )
bk + \/bk — apCk

amb el signe escollit de manera que el denominador sigui maxim en modul.
Convé fer dues observacions:

1. Si el procés iteratiu no pot continuar perqué a; = b = 0, cal tornar a comencar,
partint d’uns altres valors inicials xg, x1, z2.
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2. Encara que es comenci amb valors xg, x1, €2 reals, es poden obtenir, si bz < agCg,
iterats complexos. Treballant amb aritmética complexa, aquest métode serveix també
per calcular zeros no reals de f.

L’ordre d’aquest métode és almenys p = 1.84. .., essent p I'tnic zero positiu del poli-
nomi 2% — 22 — x — 1. Per tant, si el calcul de la successié (zx)k>0 ¢s possible i es parteix
de valors propers al zero buscat, aquest métode és convergent. El problema V.6 n’ofereix

un bon exemple d’as.

Métode de Bairstow

Donat un polinomi p(x) = 2" +a,_12" ' +...+ayz+ao (suposem, sense perdre generalitat,

que a, = 1), objectiu del métode de Bairstow consisteix a obtenir factors quadratics de

la forma 22+ rz + s del polinomi p(z). Els zeros d’aquests factors ho seran també de p(x).
En general, donats r i s, podem escriure

p(x) = (x2 +re+ 3)(95”_2 + gz 4+ bo) +lx +m

on [ i m son funcions de r i s: I(r, s), m(r,s). En aquests termes, cal trobar r i s solucions
del sistema d’equacions no lineals

l(r,s) =0

m(r,s) =0 [ °

Per obtenir aquests valors serad suficient resoldre el sistema anterior. Un métode de
resolucié és el de Newton en dues variables que sera estudiat en ’apartat 5.3.3 i que, en
aquest cas, adopta la forma especialment manejable que es descriu tot seguit.

A partir d’'una parella adequada de valors inicials rg, sg, es genera una parella de
successions (rg)k>0, (Sk)k>0 convergents cap a la parella de valors de r, s buscats.

La construccié d’aquesta successié es realitza de la manera segiient:

Thyl = Tk + ATy
Sky1 = Sk + Asg |7

essent Ary, Asg les solucions del sistema

coAr, + cAsy = b_
(Cfl—bfl)AT‘k + CQASk = b,Q ’

on els bj, cj es generen per les formules recurrents:

b1 =0, bp_o=1, bj = ajy2 — kaj-I-l — Skbj+2 (] =n—-3+ —2) s
cno1=0, cho=1, Cj :bj—Tij+1—$ij+2 (j:n—3+—1) .

FEls valors rg,sp s’han d’escollir tan proxims com sigui possible als valors buscats,
d’aquesta eleccié dependra la convergencia del métode. Si, per algun procediment apro-
ximat, s’han obtingut valors reals aj, aa, proxims als zeros aj, a9, convindra partir de
r9g = —a] — o, Sg = a1ay. i els valors aproximats de qué disposem sén dos complexos
conjugats & + Bi, a — Bz convindra, evidentment, prendre 7o = —24& i 59 = &° + 32. El
procés iteratiu s’acabard quan Arg, Asy siguin suficientment petits. Llavors les arrels de
I'equacié 2% + rpx + s, = 0 seran aproximacions de dos zeros del polinomi p(z). En el
problema V.8 s’ofereix un exemple d’utilitzacié d’aquest meétode.
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Métode de Graeffe

En l'exposici6 d’aquest métode limitarem la nostra atencié al tractament de polinomis
amb zeros reals simples. Cal, pero, tenir en compte que és igualment 1til en el cas més
general. Considerem un polinomi de grau n, p(z) = a,2" +a,_ 12" +...+ag, amb zeros
a1,Q3,...,Q,, que suposarem ordenats segons | aq |[>| g [> ... >|a, |. Si aquests zeros

estan molt separats, en el sentit que | ai:kl | (k = 2+ n) siguin suficientment petits, llavors
~ _ O0n-1 o OGn-2 - 0
o)~ — , Qg — s, QY ——
Qn an—1 a

Donat un polinomi qualsevol amb tots els zeros diferents en modul, aquests no estaran
molt separats, en general; perd, elevant-los a una poténcia convenient, es pot aconseguir
separar-los tant com es desitgi. Aquesta és la idea central del métode de Graeffe: a partir

d’un polinomi p(x) de zeros aj, ag, ..., oy, obtenir un nou polinomi pi(z) de zeros
a?,a3,...,a2. Aplicant reiteradament aquest métode s’aniran obtenint polinomis py(x)

de zeros a2, a3 ,...,a2 | fins que, considerant-los suficientment separats, puguem calcular

a™,
a; ~— (]SZ (i=1+n),
p—it1

g.k) (j = 0=+n) son els coeficients de pg(x). A partir d’aqui no hi ha cap dificultat en

el calcul de a;, tenint en compte que la indeterminacié del signe es resol substituint +ay; i
—ay; en el polinomi original p(x). Aixi doncs, el nucli del métode de Graeffe rau en la con-

struccio recurrent del polinomi py1(z), de coeficients ag-kﬂ)
de coeficients ag-k). Aquesta construccié es basa en la relacié pyy1(2?) = (—1)"pg(z)pr(—2),
de la qual es desprenen les expressions que ens donen els coeficients de pgy1(x) a partir

dels de pi(x):

onels a

, a partir del polinomi pg(z),

ay ™ = (e
agk+1) — (—1)! (agkﬁ B 2a(()k)agk) :
D (1)) (agkf —2a{Fa(? + 2agk)a§1k)> :
k. 1 . . n—j k)? k k § g
a§ o= (- (ag = 2“5'7)1a§‘+)1 +oF (_1)l2a§'—)la§'+)l> ’
D = o,

on [ = min(j,n — j) en l'expressio del coeficient a§-k+1).

5.3 SISTEMES NO LINEALS

5.3.1 Introduccid

En aquesta seccié s’exposen, per a la resolucié de sistemes d’equacions no lineals, dos
meétodes numeérics que sén generalitzacions de métodes ja estudiats en el cas d’una equacié
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no lineal: el métode d’iteracié simple i el de Newton. Per comoditat, treballarem tinicament
amb sistemes no lineals de dues equacions amb dues incognites que escriurem com

x1=g1<x1,x2>} . f1<w1,xz>=0}

x2 = ga(x1, 2) fa(z1,22) =0

segons convingui.

5.3.2 Meétode d’iteracié simple en diverses variables

Considerem el sistema

xr] = gl($17$2) }

x2 = g2(x1, x2)

que, usant la notacié vectorial

_ [ = _( o@) ) _ [ sr(z1,22)
o ( T2 ) » 9w = < ga() ) a ( g2(x1,22) )

s’expressa en la forma x = g(z).

L’objectiu del meétode d’iteracid simple en diverses variables rau en la construccié d’una
successi6 de vectors (0, (D 2@ que convergeixi cap a la soluci6 buscada. Partint
d’un 29 adequat, la construccié de Pesmentada successio es fa segons la formula recurrent
pk+1) — g(l‘(k)).

Sobre la convergéncia d’aquest métode es disposa del segiient resultat:

e Sigui R un conjunt tancat qualsevol de IR?%; si g(x) € R, per a tot € R, i existeix
una constant real C' < 1 tal que, per a alguna norma vectorial | ||, es compleix que

lg(z ™) = gz < Clla® — 2@,

per a z) € Riz® e R; aleshores, el sistema z = g(x) té una solucié unica a R i,
per a qualsevol (9 € R, la successio (9, z(1), 22 obtinguda per la recurréncia
2D = g(2() (k > 0), convergeix cap a la solucié.

Quan una funcié g compleix les hipotesis del teorema anterior, es diu que és contractiva
(de constant C') dins de R. De manera analoga al cas d’una variable, una condici6 suficient
per tal que g sigui contractiva en R és que sigui continuament diferenciable i que la matriu
jacobiana Dg(z) de g, compleixi que

IDg(x) <C <1
per a tot * € R, essent || | una norma matricial consistent amb la norma vectorial
considerada.
5.3.3 Meétode de Newton en diverses variables

Considerem un sistema escrit en la forma

fi(z1,22) =0
fo(x1,22) =0 |’
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on suposem que les funcions fi i fo s6n diferenciables amb continuitat.
Usant la notacié vectorial

T fi(@) fi(z1, z2)
xTr = s xTr) = - ’
< T ) /@) < fa(z) ) ( fa(z1,22)
el sistema s’expressa en la forma f(z) = 0.
Suposarem que la matriu jacobiana és regular en un entorn de la solucio,

o) Sh(x)
det (Df(x)) = det( g Gz > #0.
o (1) g (@)

L’objectiu del métode de Newton en diverses variables consisteix a generar una successio
de vectors (0, 2 23 . que convergeixi cap a la solucié buscada. Partint d’un vector
2 adequat, la construccié de Uesmentada successio es fa segons la formula recurrent

204D = 30— (Df () )

que és una generalitzacié a dimensié dos del métode de Newton per a una equacié amb
una variable.
El métode de Newton s’acostuma a formular de la manera segiient:

2D — (B A (B)

)

amb Az(*) complint el sistema lineal
Df(@")Az® = —f(z®) .

Aixi, en comptes de calcular a cada iteracio la inversa de la matriu jacobiana, tan sols
cal resoldre un sistema lineal.

Quan el calcul de les derivades parcials de f; i de fy comporti dificultats (per exemple,
quan es desconeguin les expressions analitiques de f; i fo i es disposi tnicament d’un
algorisme per al seu calcul), sera necessari aproximar-les pels seus quocients incrementals:

afi(th) - f1($1+h1,932)—f1(961,962)7

ox hi
of1 fi(zi, 2 + ha) — fi(z1, z2)
6902 (561,562) B hQ ’

i, analogament, per a la funcié fo (es poden usar també altres expressions basades en
les formules de derivacié introduides en el capitol precedent). Els valors hy i ho de les
expressions anteriors s’han d’escollir de manera convenient. Hi ha una variant del métode
de Newton, que s’anomena métode de Steffensen, que consisteix a prendre hy = fl(x(k)) i
hy = fo(z®) per al calcul aproximat de D f(z(*)) que s’ha de portar a terme en el pas k-¢
del procés iteratiu.



CAPITOL 5. EQUACIONS NO LINEALS 372

COMENTARIS BIBLIOGRAFICS

Una de les referéncies més completes sobre resoluci6é d’equacions no lineals és [Tra64|, que
inclou a més una amplia bibliografia. Unes altres referéncies generals son [M.66], [RR78]. El
métode de Newton és estudiat en practicament tots els llibres de calcul numéric i en altres
camps: per a una base tedrica, es pot consultar [Die68], [M.66] i, per a questions practiques,
|[Hen64], [SB80|. Els métodes de la secant i regula falsi es tracten de manera detallada en
[Hil74], [M.66], [RR78]. Per a diversos resultats de convergéncia global dels métodes de
Newton i d’iteracié simple, destaquem [Hen64|, [IK66], [M.66]. Per a la generaci6 de
meétodes via interpolacié, aixi com per a l'estudi de llurs ordres de convergéncia, es pot
consultar [Dur61|, [Hen64|, [Hil74|, [Houb3|, [IK66], [RR78], [M.66] per a la seva acceleracio.
[CdBT72| presenta alguns programes en llenguatge Fortran.

Diverses fites per als zeros dels polinomis es troben en [SB80| i, sobretot, en |[Hen74],
el qual també estudia molt extensament la localitzacié i aproximacié de zeros complexos.
El métode de Laguerre es detalla en [RR78|, els de Bernoulli, Q-D i Muller-Traub en
|Hen64], i els de Bairstow i Graeffe, en [Hil74|. [IK66]|, [SB80]| i, sobretot, [Wil64]| tracten
la sensibilitat dels zeros dels polinomis respecte a llurs coeficients.

Per a sistemes d’equacions no lineals, podeu consultar, per exemple, [IK66], [OR70],
[M.66], [SBSO].
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PROBLEMES RESOLTS

Problema 5.1 Sigui f una funcié 3 vegades diferenciable amb continuitat de la qual
busquem un zero simple c.

a) Deduiu la formula corresponent al meétode iteratiu que obté wy; avaluant en 0 el
polinomi de Taylor de grau més petit o igual que 2 de la funcié inversa g de f en f(xy)
(métode de Txebixev).

b) Proveu que el métode descrit té ordre almenys 3 per a zeros simples i trobeu la
constant asimptotica de I'error quan ’ordre sigui exactament 3.

SoLuclio:

a) Sigui g la funci6 inversa de f a la vora de « (existeix ja que « és un zero simple de

f)-

Seguint ’enunciat, considerem

Observem que g\ (f(x4)) = g(f(x1)) = i, ja que g(f(x)) = .
Derivant dues vegades aquesta tltima expressio, s’obté

g (f@)f' @) =1, g?(f@)f*@)+g(f(@)f®(z)=0;

i, com a conseqiiéncia, les expressions segiients per a les derivades primera i segona de la
funcio inversa g en f(zy) en termes de les derivades corres-ponents de f en xy:

_f(z)(wk)
fBxy)

) = — 5 @ (F () =
g (f(zk)) Pl ¢ (f (k)

Per tant, el métode de Txebixev s’escriu com

Flag)  fO (@) () '

PRI T ) T 2B ()

b) Tot seguit demostrarem que 'ordre de convergéncia d’aquest métode, en calcular
zeros simples, és almenys 3 i trobarem la constant asimptotica de error en el cas que sigui
3. Considerem l'expressié del zero buscat

@) (f(x
o = g(7) — g/ (Flen)f ) + L)

3)
_g(i@)fg(xk) , £e<0, flag) > .
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Tenint present que els tres primers termes del segon membre constitueixen la férmula
d’iteracié, podem escriure

®3)
g 36(6) fg(l'k) )

Trobem ara les expressions de f(x3) i de ¢©®)(€) en funcié de les derivades de f.
Per una banda,

Tp41 — @ =

far) = fle) + f'(n)(zk — o) = f'(n)(zx — a)

amb n €< a,xp >.
Per l'altra, derivant tres vegades 'expressio g(f(z)) = x, obtenim que

gD (f (@) (@) + 39D (f(2) f'(2) fD (@) + g (f(2) fP(z) = 0.

Reemplacant les expressions de ¢/ (f(z)) i de g® (f(x)) obtingudes anteriorment i aillant
9@ (f(x)), tenim
_3fP(@) — f'(@) /P (=)

9D (f(2) = F75(z)
Substituint aquestes expressions en la de x4 — « i tenint en compte que £ = f(g(&)),
T el R P ) o
1, per tant,
i T =0 3 200(0) = P IO o)
o (r — )3 wr—a 6./(9(£))

Ara bé, quan x — «, tenim n — «, f(xg) — 0,§ — 01 g(§) — «; aleshores,

ka1 — o _ 3f®%(a) = f/(0) f¥)(a)
sia (2, — a)® 6/7(a)

Amb aquesta darrera expressié6 queda demostrat que, per al calcul de zeros simples,
I’ordre de convergéncia del métode de Txebixev és almenys 3 i que, en el cas que sigui
exactament 3, la constant asimptotica de ’error ve donada per ’expressié

3f2(a) — () fP (o)
6/(a) '

Problema 5.2 a) Trobeu 'ordre de convergéncia del métode de Steffensen

o ()
BT e+ () — flon)
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en el calcul de zeros simples de funcions dues vegades diferenciables amb continuitat.
b) Aplicaci6: Comproveu numéricament que, en usar aquest métode per al calcul del
zero de f(x) = cosx — x, 'ordre de convergéncia és el trobat en ’apartat anterior.

SoLuclio:

a) Escrivim el metode de la forma

f(zk)
g(zr) ’

T+l = Tk —

amb
~ flag+ f(zy)) — flag)
9low) = f(zk) '

Noteu que g(zx) és una aproximaci6 per derivacio numérica de f/(zx) amb pas f(xg).
Usant el desenvolupament de Taylor de la funcié f a la vora de zy

(2)
f@e + f(ze) = flar) + f(zp) fzr) + ‘1022(51)f2(90k) ;

amb & €< xp, xx + f(zr) >, s'obté

1
9(wi) = f'(wx) + §f(2)(€1)f($k) -
Considerant ara els desenvolupaments de f i f’ en un entorn del zero simple buscat a:

fxr) = f(&) (v — a)
i (k) = f(a) + fP (&) (ar — ) |

amb &, &3 €< a, x > i, substituint en Uexpressié de g(xy), obtenim
_p (2) Le@en g
gzk) = f(a) + (&) (@r — a) + 5 (&) (&) 2k —a) .

Llavors, tenint present que

2
Flox) = (@) —0) + T 0 — a2

amb &, €< «, g >, podrem escriure:

(zr — a)g(wg) — f(op)

el g(x)
_ [F@(&) + 3P (&) F(&))(wr — o) — %(xk —a)?
F(e) + [fP (&) + 5P (&) f ()] (zk — @)

Com que, quan k — 0o,z > a1 & — aperai=1,2, 3,4, tindrem que

Tyl — @ @ (a
Jm (;f;l_ a2 = J;f’((a))(l /@)
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Aixi doncs, la convergencia es quadratica si f®(a) # 01 f'(a) # —1. En cas contrari,
es almenys ctbica.

b) Considerem la funci6é concreta f(z) = cosz — x. Podrem escriure la recurréncia
donada pel métode de Steffensen de la forma z;11 = G(x) on

(cosz — x)?

Gz)==x

 cos(cosz) —2cosx +

Prenent x¢p = 1 i aplicant la recurréncia descrita, s’obté

1 = 0.7280103655 ,
r2 = 0.7390669669 ,
zg = 0.739085133167 ,

g4 = 0.739085133216 ,
s = 0.739085133216 ~ o ;

de manera que
eop = 0.260915 ,

e; = —0.01107477 ,
ez = —0.0000181663 ,
e3 = —0.000000000049 ;
1, per tant,
_ 0163, 2=-0148, 5= _0148.
€0 €1 €2
Notem que la constant asimptotica de ’error és
f@(a) , a sina
1 = —————— = —0.1487371708
2f"(«) (14 f{a)) 2(1 +sina) ’

valor al qual ha de tendir la successio

<€k+1)
. .
€/ k>0

Aquesta tendéncia mostra la convergéncia quadratica del métode.

Problema 5.3 Demostreu que el métode de Newton modificat per a zeros multiples

m f(zy)

Tpy1 = T — f’(wk) )

té ordre de convergéncia 2 en calcular un zero o de multiplicitat m de f sempre que f sigui
m + 1 vegades diferenciable amb continuitat i que (™1 (a) # 0.

SoLuclo:
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Si f és m + 1 vegades diferenciable amb continuitat, tenint en compte que f(a) =

flla)=...= f"D(a) =01 f0™(a) # 0, resulten les expressions:
(M) (q (m+1)
fa) = E B L @
(m) (m+1)
@) = 2w EE g

amb &1,& €< x, a0 >.
Per tant,
(m) (m+1)
m {f m!(*a) (xk — )™ + L7 (m+1()§!*1) (zr — a)mﬂ}
7 (@) (2 — a)m=1 + FmI1) (g5) (zx — @)™

(m—1)! m!

Tl — Q=T — @ — )

amb &1,& €< T, a0 >.
Operant en Iexpressio anterior s’obté

St (&) mfmHD (&)
Tptl — m! (m+1)!

(:Ek - a)2 o ](”q(;l"i(lc;z') + f(mw;i!)(fz) (xk _

F(&) — oy fm (&)
mfm)(a) + fOn D (&) (2, — @)

Quan k — 00, rp — i & — aper at=1,21, per tant,

I Tyl — O f(m+1)(a) — mL_Hf(m-&-l)(a) - f(m“)(a)
kgrolo (g — a)2 - mf(m)(a) = m(m + 1)f(m)(a)

a)

£0

Aix{ doncs, 'ordre de convergéncia és 2 i la constant asimptotica de Ierror és

£ (a)
m(m + 1) fm(a)

Problema 5.4 a) Deduiu la féormula recurrent del métode d’interpolacié inversa iterada
de 3 punts per al calcul de zeros d’una funcié f.

b) Trobeu l'ordre de convergéncia i la constant asimptotica de error del métode ante-
rior en calcular zeros simples per al cas més general.

c¢) Aplicacié: Calculeu el zeros de la funcié

1
flz)=——2nz—-0.5,
T



CAPITOL 5. EQUACIONS NO LINEALS 378

amb error menor que 107, a partir de les aproximacions inicials segiients xo = 0.5, x1 = 1,
Tro — 1.5.

SoLucio:

a) Recordem l’algorisme del métode d’interpolaci6 inversa iterada de 3 punts per al
calcul de zeros d'una funci6 f:

e Fs parteix de tres aproximacions xg, 1, Z2.

e S’interpola la funci6 g, inversa de f, mitjangant un polinomi g2(y) que passa pels

punts (f(zo), o), (f(z1),z1), (f(22),72).

e Es pren z3 = ¢2(0) i es repeteix el procés amb els valors 1, x2, 3 com a aproxima-
cions del zero « buscat.

Tot seguit detallem el calcul de z;41 a partir de xg_s, xr—1, 2. Per tal de simplificar
la notacio, escriurem f; = f(z;).

Aplicant el métode de les diferéncies dividides de Newton en els punts (frx_2, Tx—2),
(fk—1,2k—1), (fx,xr), s’obté el polinomi interpolador de la funcié inversa de f

@2(y) = xr + 9lfes fo1](W — fr) + 9lfes fro—1, fr—2l(y — fu)(y — fr—1) -

Prenent zj11 = ¢2(0) i operant, s’obté

Try1 = Tk — 9Lfes fo—1)fe + 9l fes fr—1, fo—2l fafr—1

on, tal com s’ha explicat en el capitol II1, el calcul de

Tk~ Tk-1
9lfe, fima] = A
9k fe—1] — glfe—1, fr—2l
g[fkvfkflvfkfﬂ - fk — fk,Q

es fa a través d’'un esquema triangular del tipus segiient:

I
9l fes fr—1]

Jr—1 | Te—1 9lfes fre—1, fr—2]
9l fe—1, fr—2]

Jr—2 | Th—2

Notem que, havent calculat xx11, quan es comenci una nova iteracié6 amb xgy1, Tk,
Tp—1, es podra aprofitar la part de I’esquema triangular que té com a vertex g|fx, fr—1], i
caldra afegir-hi només una nova filera per sobre.
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b) Per tal de trobar l'ordre de convergéncia i la constant asimptotica de error del
métode descrit a 'apartat anterior, partim de I'expressié de 'error que es produeix en
interpolar la funcié g(y) pel polinomi ¢2(y) (consulteu 'apartat 3.1.2):

9% (i ()

3l (Y= fe)(y — fo—1) W — fr—2)

9(y) — q2(y) =

on ng(y) €< fi, fe—1, fe—2,4 >.
Si avaluem aquesta expressio per a y = 0 i observem que ¢(0) = a i ¢2(0) = g1,

obtenim
9@ ()

o= Tpp1 = — o frfo-1f—2 ,
31

amb 1, = nx(0).

Prenent e; = x; — « i considerant el polinomi interpolador de Taylor de grau més
petit o igual que 1 de la funcié f en « avaluat en els punts xy, zp_1, Tp_o amb els errors
corresponents, s’obté

@) (¢,
fi= e+ T8

amb & €< zj,a > (i=kk—1,k—2).
Substituint aquestes expressions en la formula de error, podem escriure

€k+1 =

(3) k
g (i)
I

fa) +
[ 2(() 2

Quan k — oo i suposada la convergéncia x; — «, tenim & — a i g — 0. Per tant,

3)

. €k+1 9'7(0) L3

1 = .
kglc}o €LeL—1€L—2 6 f (a)

En el problema V.1 es dedueix Iexpressio de g (f(z)) en funci6 de les derivades fins
a ordre 3 de f en x

3f®2(x) — f'(2) fP(x)
f(x) ’

¥ (f(z) =

que, per a T = «, queda

S(0) = 3 P0) — [@)f D)

f(e)
Aixi, podrem escriure
22(0) — ®3)
fn e 3IP0) ~ @) _
k=00 €LEL_1€%—2 62 ()

Si indiquem lordre de convergéncia per p i la constant asimptotica de Verror per L,

tindrem .
. k+1
lim ; =L.
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De manera que, per a k — oo:
€k+1 ~ Leg , ef Leii1 , €p_1 ™~ Le§72 ;
aixi mateix, per a k — oo,
ep+1 ~ Keper_1ex_o (kK — 00) .

Posant epy1, ex—1 1 ex_o en funcié d’eg, i substituint en la darrera expressio, obtindrem

1+214+%
e, 77
Ly »*
Aixi doncs, caldra que
1 2,1
p=l+-+—, K=L"7"2
p D

0, si es vol,
3.2 _ _ e
p—p —p—-1=0, L=Kvr+.
Per tant, 'ordre de convergéncia del métode proposat sera l'tinic zero real del polinomi
Bz —r—1 ,
que val, aproximadament, 1.84; la constant asimptotica de 'error sera llavors

L= K#n

Finalment, obtenim

3/¥%(a) = f'(@) [ <a>> s

p~184, L:( 577 (a)

¢) Apliquem ara el métode d’interpolaci6 inversa iterada al calcul del zero de la funcio
f(x) = % — 2Inz — 0.5, partint dels valors zg = 0.5, 1 = 1 1 29 = 1.5. A cada iteracio
farem el calcul de g[fx, fx—1] 1 de g[fk, fx—1, fr—2] mitjancant un esquema triangular, tenint
ben present que, per a la seva construccié, podrem aprofitar alguns valors de I'esquema
triangular corresponent a la iteracié anterior. Detallem, a continuacié, les successives
iteracions.

En la primera iteracio, I’esquema triangular de diferéncies dividides

fi zi | glfis fira] | glfs, firn, fival
—0.6442635 | 1.5

—0.4369623
0.5 1 0.0644183
—0.2095299
2.886294 | 0.5
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ens permet calcular g ~ 1.19773 amb f(z3) = —0.0259436.

En la segona iteraci6, ’esquema triangular de diferéncies dividides

fi z; glfi, fix1] | glfi, fir, firo]
—0.0259436 | 1.19773
—0.4888569
—0.6442635 | 1.5 0.0986696
—0.4369623
0.5 1

ens permet calcular x4 ~ 1.186697 amb f(x4) ~ 0.0003284.

En la tercera iteraci6, ’esquema triangular de diferéncies dividides

fi T glfi, firal | 9lfis fixa, firel
0.0003284 | 1.186697
—0.4199677
—0.0259436 | 1.19773 0.1068726
—0.4888569
—0.6442635 | 1.5

ens permet calcular x5 ~ 1.186834 amb f(x5) ~ 3.58 - 10~".

Vegem ara que l'error d’aproximaci6 de x5 és ja més petit que 1075.

Com que

podem expressar

flas) = f(§)(xs —a), {e<as,a>,

€:|65‘: ’

f(xs5)
f(€)

381

Un breu estudi de la funcié f ens permet assegurar que a € (1,2) i que, per tant,
€e(1,2)i1.25 <|f(¢)]< 3.
En resulta, aleshores,

€5

3.58 107
1.25

<1076,

Aixi doncs, el zero buscat, amb error més petit que 1075, és

o~ 1.186834 .
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Problema 5.5 Compareu, segons la seva eficiéncia, els métodes de Newton i de la secant
en calcular un zero simple o d’una funcioé f tal que f(a) # 0.

SoLucio:

Volem calcular un zero d’una funcié f amb una aproximacié € usant els métodes de
Newton i de la secant a partir d’'un valor aproximat amb error ¢y. Considerarem que el
cost d'una avaluacié de la funcié f és la unitat i indicarem per c el cost d’'una avaluacié
de la funci6 derivada f’. Prendrem com a nuls els costos corresponents a les operacions
aritmeétiques enfront dels d’avaluacié de les funcions en aplicar les féormules iteratives.

Per a aplicar la férmula iterativa del métode de Newton cal avaluar f i la seva derivada
f'; en canvi, per al meétode de la secant, només cal avaluar la funcio f.

De les caracteristiques de tots dos meétodes, es dedueix que:

e N iteracions de Newton tenen un cost de N (1+c) i assoleixen una precisié aproximada
de e%N, ja que el métode de Newton té ordre 2 en aquest cas.

e S iteracions de la secant tenen un cost de S i assoleixen una precisié aproximada de
egs, onp= % és I'ordre del métode de la secant en aquest cas.

Noteu que les constants asimptotiques s’han considerat iguals a 1; el resultat seria
essencialment el mateix si no es fes aquesta suposicio.

Per obtenir, aproximadament, un mateix error €, caldra que es compleixi N In2 ~ S'lnp.
Aixi doncs, el métode de Newton sera meés eficient que el de la secant quan el cost total de
Paplicacié d’aquell sigui inferior al de aplicacié d’aquest. Aixo passara per als valors de

¢ que compleixin:
In2
N(l+¢)<S~N—,
Inp

o sigui, c < ¢g = }E—IQ) —1~0.44.
Per tant, podem afirmar que el métode de Newton és més eficient que el métode de la

secant si el cost d'una avaluacio de f’ és menor que ¢y vegades el cost d’una avaluacio de

f.

Problema 5.6 Calculeu, pel métode de Muller-Traub, tots els zeros del polinomi p(x) =
12821 — 25623 + 16022 — 32z + 1.

SoLucio:

Tal com s’ha exposat en la part teorica, el métode de Muller-Traub es basa en la con-
struccio d’una successioé de valors xg, 1, T2, ... que tendeixi cap al zero buscat a. Aquesta
construccié es porta a terme fent els passos segiients:
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e Es parteix de tres abscisses (per exemple, zg = —1, 1 = 1, 29 = 0).

e Es construeix el polinomi de grau més petit o igual que 2 que passa per (xg, p(xo)),
(z1,p(21)), (22, p(22))-

e Es pren x3 com el zero d’aquest polinomi que sigui més proxim a xs.
e El calcul de z4 es fa de manera similar perd partint dels valors z1, zs9, 3.

e Els altres termes de la successio es van calculant de la mateixa manera, partint sempre
de les tres darreres abscisses calculades.

e El procés s’interromp quan dos termes consecutius de la successié disten menys d’un
error admissible prefixat que, en el nostre cas, establirem en 1077,

Un estudi del polinomi p/(x) en un entorn de cadascun dels zeros buscats ens indica
que 1 <|p'(€)]. Aixi, tenint en compte que

|2k — a|= ‘p(iﬁk)
P'(€)

amb & €< xg, >, |p(xy)| és una fita de I'error de aproximacioé zj. Usarem aquesta
fita per tal d’estimar la precisié dels resultats a; que obtinguem.

)

Aplicant I'algorisme de Muller-Traub al polinomi p(z) obtenim la successio de valors:

Trog = -1 5

xrT = 1 s

zg = 0,

z3 = 0.003484363 ,

Ta 0.032763594 ,
zs = 0.038144149 ,
zg = 0.038060056 ,
z7 = 0.038060234 ,
g = 0.038060234 .

Aixi, a; ~ 0.038060234, amb | p(ay) |~ 5.3 -107°.
Conegut el zero a1, podem procedir, per la regla de Horner, a una deflacié del polinomi
p(x)
p(z) = (z — ar)pi(z) + ploa) |
amb
p1(z) = 12823 — 251.12829z2 + 150.442x — 26.274142 .
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En fer una nova iteracié de Muller-Traub sobre p;(z) obtenim:

o = 1 s

r] = 0.5 N

Ty = 0 s

x3 = 0.43103863 ,
g = 0.33287561 ,
rs = 0.31182922 ,
g = 0.30862015 ,
r7 = 0.30865827 ,

rg = 0.30865826 .

El valor ay = xg és un zero aproximat del polinomi p;(x) els coeficients del qual estan
afectats d’un error degut al procés de deflacié de p(x) que s’ha realitzat amb un zero oy
que no era exacte. Per aquesta rad convé purificar as, aplicant el métode de Muller-Traub
al polinomi inicial p(x), prenent com a valors de partida els xg, z7 i aa = xg calculats en
el procés que s’ha portat a terme sobre p;(x).

Obtenim ap ~ 0.30865828, amb |p(ag) |~ 3.3 - 1078,

Procedint a una nova deflacié

p1(x) = (z — az)p2(z) + p1(a2) ,

s’obté
po(x) = 12822 — 211.620030x + 85.123725 .

Com que és de segon grau, el calcul dels zeros de pa(z) no té cap dificultat. Es troben:
as = 0.69134177 i ay = 0.96193972.

Novament convindra purificar a3 i ay dels errors que s’hagin pogut acumular al llarg
de les dues deflacions realitzades. Igual que hem fet per a do, aquest refinament es
porta a terme aplicant el meétode de Muller-Traub al polinomi inicial p(z). S'obté: as =
0.69134172, amb |p(as)|~3.3-107% i ay = 0.96193977, amb |p(ay)|~ 7.8 - 1075.

Problema 5.7 a) Indiqueu com es pot estendre el métode de Sturm al cas d’un polinomi
real amb zeros reals multiples.
b) Aplicacié: Separeu els zeros reals de

p(z) =a% — 225 + 2t —42® + 82— 4 .

SoLuclIo:
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a) Donat un polinomi real p(z) = a,a™ + ... + ap, construim la successio

po(z) = p(z),
m(z) = P,
pi-1(z) = @(@)pi(z) —cipipa(z) (i=1+m),
amb I’ajuda de l'algorisme d’Euclides.
Aquesta successio acaba quan pp,y1(x) = 0. Clarament m < n, ja que p,(x) =
m.c.d.(p(z),p'(z)).
Si tots els zeros reals de p(z) son simples, llavors {po(x),...,pm(z)} és una successié

de Sturm per a p(z) sobre qualsevol interval de la recta real i es compleix, pel teorema
de Sturm, que si p(a)p(b) # 0, el nombre de zeros reals de po(x) en (a,b) és V(a) — V(b),
essent V' (z) el nombre de canvis de signe en la successioé {po(x),...,pm(z)}.

Si p(x) té zeros reals multiples, llavors p,,(x) s’anul-la en alguns punts de la recta real.
Com que py,(z) divideix po(z) i pi(x), és facil veure per inducci6 que divideix tots els
polinomis p;(x) (i = 0+ m). Si considerem els polinomis

pi(x) .
T) = 1=0+m),
e )
resulta que {fo(x),..., fm(z)} és una successié de Sturm per a fy(x) sobre qualsevol in-

terval de la recta real ja que les condicions 1, 2 i 4 s6n immediates (vegeu lapartat 5.2.4)
i, per tal de demostrar la condici6é 3, tan sols hem de derivar

po(x) = fo(z)pm(z)

per obtenir
po(@) = fo(@)pm (@) + fo(x)p(x) -
Si fo(a) = 0, llavors

/ / 2
YA p1(a) po(@) _ (po(a)> >0,
fl( ) O( ) pm(a)
ja que, si py(a) = 0, també passa que pp,(a) = 0 i, en la fraccio, s’eliminen els factors
anul-ladors.
Pel teorema de Sturm, si fo(a)fo(b) # 0, el nombre de zeros reals de fo(z) en (a,b) és
igual a W(a) — W (b), essent W (x) el nombre de canvis de signe de la successié

{fO(x)v te 7fm(x)} :

Noteu que, si p(x) # 0, llavors pp,(z) # 01 V(z) = W(z). D’altra banda, com que fy(z)
té els mateixos zeros que po(x), perd simples, el nombre de zeros reals de fo(x) en (a,b)
és igual al nombre de zeros reals diferents del polinomi po(z) en (a,b), si po(a)po(b) # 0.
Aixi doncs, es compleix el resultat segiient:

e Sip(a)p(b) # 0, el nombre de zeros reals diferents de p(x) en (a,b) és igual a V(a) —
V(b).
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b) Tot seguit apliquem aquest resultat al polinomi
p(x) = 2% —22° + 2* —42? + 8z —4 .

En primer lloc construim la successi6 de polinomis associada. Comencem amb po(z) =
p(x), p1(z) = p'(z). Per al calcul de pa(x), dividim po(x) entre p;(z), obtenint

11 2., 2, 24, 56 32
po() = (go — PIm(@) — 5o’ + ga° — Sa” + Fw — .
Fent po(z) = 2% — 23 + 1222 — 282 + 16, resulta que
1 1 2
po(@) = (g2 = 7g)p(x) — gpa(a) -

El procés es pot continuar:

Dividint p;(x) entre pa(z), s’obté
p1(x) = (62 — 4)pa(z) — T2p3(x) ,
amb p3(z) = 2% — 322 + 3z — 1.
e Dividint pa(z) entre p3(z), s’obté
p2(z) = (z + 2)ps(x) — 3pa(x) ,
amb py(z) = —52% + 11z — 6.

e Dividint p3(x) entre py(z), s’obté

x 4 1

p3(z) = (—g + 2*5)}?4(%) - %m(ff) )

amb ps(x) = —z + 1.
e Dividint py(x) entre ps(z), s’obté
pa(x) = (5= — 6)ps(z)
i s’acaba el procés.

Observeu que, usant les relacions de recurréncia entre els polinomis p;(z), per calcular
{po(x),...,ps(x)} per a un valor x donat, fan falta tan sols 10 sumes i 13 multiplicacions.

Com que p5(z) = —x + 1 = m.c.d.(p(x),p'(z)), resulta que 1 és un zero doble de p(z).
Per tal de localitzar els altres zeros reals estudiem els signes de la successié de polinomis
per a alguns valors z. S’obté la taula segiient:

z || —oco| —2]—1]0]1]1.192..]125]15] 2 | +oo
polz) | + | + | — | —]0 - - |+ | +] +
mE) || — | —| —|+10 - - |+ |+ ] +
plz) | + |+ |+ [+]O 0 + |+ |+ ] +
ps(z) || — | — | —|—10 + + | + |+ ] +
mE@ |~ [0 + | - - [-1-
ps(x) || + | + | + |+ |0 - - =] -
Vi) | 4 | 4|3 [3|-] 2 2 |1 1] 1
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HISTORIA DE LA TAULA:

Hem comengat amb —oo, +00 i, com que V(—o00) — V(+00) = 3, hi ha tres zeros reals
diferents, un dels quals ja sabem que és x = 1. Hem assajat després amb 0 i, com que
V(—o00) — V(0) = 1, hi ha un zero real en linterval (—o00,0). Provant amb —1 i —2,
observem que aquest zero real negatiu estara en (—2,—1), ja que V(=2) — V(-1) = 1.
Temptejant amb 2, 1.5 1 1.25, detectem un zero real en (1.25,1.5). Aixi queden separats
els tres zeros reals.

Cal fer dues observacions:
1. En ser z = 1 zero multiple, es compleix que p;(1) =0 (i = 0+ 5).

2. Si provem amb z = 1.192143..., per al qual ps(x) s’anul-la, apareix un 0 en la
columna de signes. En aquests casos s’ha d’ignorar aquest valor i calcular el nombre
de canvis de signe segons els elements anterior i posterior. Aixi, si tenim —,0,+, hi
ha un canvi de signe, pero, si tenim —,0, —, no hi ha cap canvi de signe.

Problema 5.8 Volem calcular tots els zeros del polinomi
p(z) = 2t — 223 — 1422 — 22 — 15 .

Useu el métode Q-D per a obtenir-ne una primera aproximacié i els métodes de Birge-
Vieta i Bairstow per precisar-ne els resultats.

SoLucIo:
La resolucié d’aquest exercici es fa en tres apartats.
a) APROXIMACIO DELS ZEROS PEL METODE Q-D

L’algorisme descrit en la part teorica del capitol ens permet construir la taula segiient:

q;(cl) d](gl) q;(f) d}(€2) qI(CS) d}(CS) q](f)
2 0 0 0

0 7 0.1429 7.5 0
9 —6.8571 7.3571 —7.5

0 —5.3333 —0.1533 —7.6456 0
3.6667 —1.6771 —0.1352 0.1456

0 2.4394 —0.0124 8.2347 0
6.1061 —4.1288 8.1118 —8.0890

0 —1.6495 0.0243 —8.2115 0
4.4566 —2.4551 —0.1240 0.1225

0 0.9087 0.0012 8.1120 0
5.3653 —3.3625 7.9867 —17.9894

0 —0.5695 —0.0029 —8.1147 0
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En aquesta taula podem observar que els valors de les columnes dV) i d(?) es van fent
petits, la qual cosa indica que les successions (q,gl))kzl i (q;(f))kzo tendeixen cap a zeros
reals de p(z). Podem considerar els valors 5.3653 i —3.3625 com a aproximacions d’aquests
ZEros.

El comportament oscil-lant de la columna d® ens indica l'existéncia d’un parell de
zeros complexos conjugats. El calcul d’aquests zeros es fa a partir de la determinacié del
corresponent factor quadratic de p(z). Aquest factor és del tipus 2 4+ rz + s, on

— tim (0® 4 @
== Jlim (g7 +q.7)

Y (3) (4)
s = klggo @ G

i es calculara pel métode de Bairstow, a partir d’un factor amb valors aproximats de r i s.
Amb les dades que apareixen a la taula, observem que:

e Els primers termes de la successio (q,(jzl + q,(:l) )k>—2 son:

—0.142857, 0.010417, 0.0228, —0.0015, —0.0027,...

e FEls primers termes de la successio (q,(f)q,(f)) k>—2 SOn:

0, 1.0714, 1.0938, 0.9938, 0.9908, ...

Aixi, doncs, podrem prendre com a aproximacions de r i de s els valors 0.00273 i
0.99081, respectivament.

b) REFINAMENT DELS ZEROS REALS PEL METODE DE BIRGE-VIETA
Fent servir la iteracié

p(zn)
P (zn)
a partir dels valors aproximats calculats pel métode Q-D, obtenim:

In+l = Tn — )

To = 5.3652 xp = —3.362527
x1 = 5.054466 | z1 = —3.070510
T2 = 5.001458 | 9 = —3.003374
3 = 5.000001 | z3 = —3.000008
x4 = 5.000000 | z4 = —3.000000 .

Per tant, els dos zeros reals de p(x) sén 51 —3.

Ara podriem aplicar el métode de deflaciéo a p(x) i obtenir, sense gaire dificultat, els
zeros restants, perd no ho farem per tal de mostrar un exemple d’aplicacié del métode de
Bairstow.

¢) CALCUL DELS ZEROS COMPLEXOS PEL METODE DE BAIRSTOW

Partint del factor aproximat x? + 0.0027x 4 0.9908 i usant 1’algorisme de Bairstow,
descrit en 'apartat 5.2.5, tenim rg = 0.0027 i so = 0.9908.
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En la primera iteraci6, els valors:

by = —2.0027 , c1 = —2.00546 ,

bp = —14.98534255 , cop = —15.97067764 ,
b_1 = 0.025234896 , c_; = 2.055864669 ,
b_o = —0.152441640 ,

ens permeten construir el sistema

—15.97067764 Arg — 2.00546 Asy = 0.025234896
2.030629773 Arg — 1597067764 Asg = —0.152441640 | ’

la solucié del qual és
Arg = —2.735-1072 ,
Asy = 9.197347-1073 ;

de manera que r; =79+ Arg = —5-107% 1 51 = 59 + Asg = 1.000007347.
En la segona iteracid, els valors

by = —1.999995 |, cp = —1.99999 |

by = —15.00001735 , co = —16.00003470 ,
b_y =—6.5306-10"°, c_; = 1.999859388
b_o = 1.2755967 - 1074 |

ens permeten construir el sistema

—16.00003470 Ar; — 1.99999 As; = —6.5306-107°
1.999924694 Ar; — 16.00003470 As; = 1.2755967-10"% [ ~

la solucié del qual és

Arp= 5-107%,

As; = —7.3474-1076 ;
de manera que ro =11 + Ary =01 89 = 51 + Asy = 1.

En fer una tercera iteracié s’obté Are = Ass = 0, de manera que els valors definitius
de r i s s6n, respectivament, 0 i 1. El factor quadratic buscat és 22 + 1, que té per zeros
i, —i.

Aixi, els zeros del polinomi

p(x) = 2* — 223 — 142> — 22 — 15 = (z — 5)(z + 3)(z* + 1)

son 5, —3,1, —1.

Problema 5.9 a) Siguin p(z) i q(z) dos polinomis i € un numero real, petit en valor
absolut. Com es poden aproximar els zeros de p(x) = p(x) + €q(x), coneguts els de p(z) i
suposats aquests simples o dobles?
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b) Apliqueu la resposta a la pregunta anterior al calcul aproximat dels zeros del polinomi
p(z) = p(z) + €q(x), amb

p(x) =2 — 922 + 152+ 25, q(z) = -2, e=107F.

SoLucio:

a) Observeu que la qiiestié que es planteja és com queden pertorbats els zeros d’un
polinomi en pertorbar lleugerament els seus coeficients.

Sigui «v zero de p(z) i @ zero de p(x) i suposem que @ prové de ’evoluci6 seguida per «
en augmentar el parametre €, partint de 0. Considerarem sempre que ¢(a) # 0 ja que sind
a seria també zero de p(z) 1 no estaria afectat per la pertorbacié (@ = «). Sigui § = a— a,
ens proposem aproximar d(e) del qual tan sols coneixem que §(0) = 0.

Considerem el desenvolupament de Taylor de p(z) a la vora de «, avaluat a @

PP(@) o, PV(e)

5. ..
2 T Ot

0=p(@) =pla+4) =p(a) + () +

i substituim p(z) per p(x) + eg(x)
52

0 = eqla) +(p'(0) +eq'(@)d + (0P () + ¢ ()

53
+(p(@) + e (@) 57 + -

Ara convé distingir el cas en qué « és un zero simple de p(z) del cas en queé és doble.

CAS DE ZERO SIMPLE
Per obtenir una aproximaci6 de §, prenem els dos primers termes del desenvolupament

de Taylor,
0~ eq(a) + (p'(a) + eq(@))d
i aillem §:
o cale) _eglo) (0 d@\T_ ale) s
T ) s @ = o) () = O

Si haguéssim agafat fins a termes en 6 en el desenvolupament de Taylor, hauriem
obtingut el mateix resultat, una vegada desenvolupada I'expressié de §.

Si el grau de p(x) és 11 el de g(x) és 0, expressi6 obtinguda de § és exacta i s'il-lustra
en la figura 5.6. En aquesta figura, com que

tan = p'(a) = eq_(?) :
resulta que
5 <)
=——=,
P (a)

com estava previst.
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Figura 5.6: Funci6 lineal desplacada per constant.

CAS DE ZERO DOBLE

Si, en aquest cas, agaféssim solament els dos primers termes del desenvolupament de
Taylor, no s’aportaria cap més dada per a la determinaci6 de § que 'anul-lacié de p(«) i de
P/ («), de manera que actuariem com si el polinomi p(x) fos idénticament nul i, en realitat,
estariem cercant un zero de ¢(z): § sortiria igual que 'increment que obtindriem en aplicar
el métode de Newton a ¢(x) a partir de o. Per tal d’evitar aquesta pérdua d’informacié
sobre p(x), agafarem els tres primers termes del desenvolupament

52

0~ eq(a) +eq/(a)d + (PP () + eg® () 5 -

Aixi doncs,

amb
H(a) = (€2¢”(a) — 2eq(c) (pP () + ¢ ()))7 .

Usant desenvolupaments de Taylor, trobem les expressions
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substituint-les en 'expressié de J, tenim

|—2¢(e) 1 ¢'(@) 3
b=+ 7@ (@) €z — p(2)<a)e + O(e2) .

Aixi, prenent els termes dominants,

—2q(a) 1 ¢(a)
B e RCTe A

Aqui convé fer tres comentaris:

e El doble signe de § indica que el zero doble « de p(z), en ésser pertorbat, evoluciona
(es bifurca) cap a dos zeros.

e Considerem el cas en queé el grau de p(x) sigui 2 i el de g(x) sigui 0. Llavors ’expressio
trobada per a J és exacta i podem fer un estudi d’alld que passa:

— p(z) es representa per una parabola amb un punt de contacte o amb l'eix
d’abscisses, la concavitat o convexitat de la qual ve donada pel signe de la
constant p(z).

— q(x) és una constant que graficament pertorba p(z), traslladant la parabola en
sentit vertical segons els signes de ¢(z) i de e.

Si suposem € > 0 (per a € < 0 seria analeg), podem descriure en el quadre segiient el
comportament dels zeros:

signe signe 1) « es bifurca | Figura
de de és a dos
pP(a) | ¢(a) =C Z€eros . .. 5.7
+ + imaginaria | complexos a)
+ - real reals b)
- + real reals c)
- - imaginaria | complexos d)

Donat el cas que « fos un zero d’ordre k de p(x), es podria fer un raonament semblant
i s’obtindria una expressié aproximada del tipus

Sk (k)
O:epk(a+6)+pk,@ 7
on pi(x) és el polinomi de Taylor de grau k corresponent a la funci6 ¢(z) en un entorn
de a: ®
"% («
pr(e) = a(0) + ¢ (@)(a — )+ + T @ )f
En aquest cas, una aproximacié de la § buscada, vindria donada per
—k!
=17 7]{'(1(&)6% O(e%)
p®)(a)

Notem que, per obtenir § amb la mateixa precisié que en el cas de zeros simples,
hauriem de considerar k termes en el seu desenvolupament.
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() (b)
-y =n(x) y=p()
yzp(x)--"""'-~ ----”"T-E;(a o %6(1(04) *
| y=p)-. | .-
©) (d) o
y=pla)) -
al---/&Q- = v=pte)” I
y = p() | y=p@)

Figura 5.7: Funcié quadratica desplacada per una constant.

393

b) Apliquem ara lestudi anterior al calcul aproximat dels zeros del polinomi p(x) =

p(z) + eq(x), amb p(x) = 23 — 922 + 152 + 25, q(v) = —2? i e = 1076.

Obtenim

p(z) = (z+1)(z—5)%, plz)=2>—(9+107%)2% + 152 + 25 .

El zero oy = —1 de p(z) passa a un zero a3 = —1 4 1 de p(x) i el zero doble ag =5
de p(z) es bifurca en dos zeros @ = 5+ 2 1 @3 = 5+ I3, on:

512—

1
0y €2

Aixi doncs:

> —142778-107%, P
o~ 5+2.04207-1073 , p(
@z~ 5—2.04207-1073, P

1
T LGt T :

p(=1)

q'(a2)

— €
PP (a2)

83 ~ —2.04207 - 1073 .

=2.04207 - 1073,

(ay) ~ 9.10~ |
o)~ 85-1077,
(@3) ~ —85-1079.
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Problema 5.10 Apliqueu el métode de Newton amb dues variables per tal de calcular la

solucié del sistema no lineal:
x1 = sin(x + x2)
x9 = cos(r] — x2)

prop de x1 = 1, xo = 1. Acabeu el procés quan el vector residual, resultant de restar els
dos membres de cada equacié, sigui menor que 10719 en || |-

SoLuclIo:

Escrivim el sistema de la forma:

o) = filer,@e) \ _ [ w1 —sin(zr+a2) | _ (0
xo |\ fa(z1,22) |\ 9 —cos(zy —x2) 0/ -

El métode de Newton amb dues variables es concreta en la formula iterativas:
-1
xgk-i—l) _ xgk) - Df l'gk) f xgk) ‘

En el nostre cas,

1 1 —cos(x; +x2) —cos(zy + z2)

Df = . )
9 sin(zy — x2) 1 —sin(x; — z9)
i el calcul de la inversa déna

-1
1 B 1 1 —sin(x; — z9) cos(z1 + 2)
[Df ( To )] N ( —sin(zy — x2) 1 — cos(x1 + x2) > ’

A(zq,22) =1 —sin(x; — x2) — cos(z1 + z2) + 2sin(x; — x2) cos(z1 + x2) .

on

Aixi doncs, la iteracio s’escriu:

. k . k k
G0 g (= sin - )@ — sinal? + 257)
k k
Ay, 247)

cos(argk) + a:ék))(xgk) — cos(a:gk) — x;k)))
k. )
Al 287)

(1 — cos(at +23")) (@f” — cos(a” — "))

Fent els calculs s’obté la taula de valors segiient:
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wgkz) xgk)
1 1
0.9359511522 1

0.9350846651 | 0.9980207933
0.9350820642 | 0.9980200582
0.9350820641 | 0.9980200582

x(4) "
‘f( %4) ) ~ 10~

i, per tant, la solucié del sistema, amb la precisié desitjada, és

B~ W N = Ol

Es pot comprovar que

2 = 0.9350820641 , V) = 0.9980200582 .
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PROBLEMES PROPOSATS

1. Demostreu que la funcié

té un anic zero.

2. Demostreu que els polinomis de la forma z™ + x + 1 no tenen cap zero real, si n és
parell, i en tenen exactament un, si n és senar.

3. a) Discutiu el nombre de solucions de ’equacio6
M =1z —esinx (equacié de Kepler el-liptica) ,

per a tots els valors de M € [0,27) ie € (0,1).

b) Feu el mateix amb l'equacié
M = esinhx —x (equacié de Kepler hiperbolica)

per a tots els valors de M >0ie > 1.

4. Usant el métode de biseccié, trobeu totes les arrels de les equacions segiients amb un
error més petit que 1072

1
i) sinaﬁzixQ, i)e?=2a1, i) hz=2—1.

5. Qué s’obté quan posem un nimero qualsevol en la pantalla d’una calculadora i pre-
mem reiteradament la tecla (en radians)? Responeu a la mateixa pregunta si,

en lloc de prémer [cos], polsem [arccos]. Interpreteu-ne els resultats.

6. Volem fer servir la formula d’iteracié zpy; = 27! per tal de resoldre I'equacié
2z = 2%, Estudieu per a quins valors de xy convergeix i, donat el cas, a quin limit
ho fa.

7. Expliqueu el comportament en el limit de la iteracié zpi 1 = g(zx) amb g(x) =
1.4 cos z, partint d’un valor xg qualsevol.
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8.

10.

11.

12.

Considerem la iteracié simple g = 0, xp11 = g(z)) amb

€ —2x2 — 3

g(x):f,

essent e suficientment petit.
a) Digueu si és convergent o no i, en cas afirmatiu, cap a quin limit.

b) Aplicacié: Feu els calculs per a € = 0.1 i trobeu, en aquest cas, 'ordre de con-
vergéncia i la constant asimptotica de ’error.

. Es vol calcular la solucié de I'equacié e* = 3x, usant iteraci6 simple amb diferents

funcions d’iteracio6:

x T

3 g2(z) =In(3x) , g3(x) =

gi(z) =

a) Quines d’aquestes son 1tils?

b) Amb quina d’elles calen menys iteracions per tal d’obtenir el resultat amb una pre-
cisi6 donada, partint del mateix valor inicial? Comproveu-ho numéricament, partint
del valor aproximat zg = 0.6.

¢) Trobeu una funcié d’iteracié significativament millor que les indicades i empreu-la
per al cas proposat a b).

Siguin f; i fo funcions derivables amb continuitat a Uinterval [a,b] i suposem que
una d’elles, per exemple f1, té inversa. Volem trobar una arrel simple de I'equacid

(@) = fa().
Considerem el métode iteratiu fi(zxy1) = fa(zk).
a) Sota quines condicions és localment convergent?

b) Aplicacié numérica: Calculeu l'arrel de (1 + z)sinz = 1 pertanyent a [3, 7).

a) Trobeu funcions d’iteracié per al calcul de /a que tinguin ordres de convergeéncia
11 2, respectivament.

b) Empreu-les per tal d’obtenir /19 amb 8 xifres decimals correctes.

El métode de la corda fa servir la iteracid

Tpr1 = o —mf(xg) (k> 0)

per al calcul de zeros d’una funcié f donada.

a) Per a quins valors de m és localment convergent cap a un zero simple a de f7
Queé passa si a és un zero miltiple de f7

b) Trobeu l'ordre de convergéncia en tots els casos.
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13.

14.

15.

16.

17.

¢) Indiqueu quins problemes practics hi ha quan es volen assolir els ordres més elevats.

Calculeu pel métode de Newton totes les solucions de les equacions

i)z =cosx, ii)z>=10sinz, iii)z?=e",

amb 8 xifres decimals i comproveu la convergéncia quadratica del métode en aquests
€asos.

a) Emprant el meétode de Newton, trobeu els punts fixos de la funcié g(x) = e* — 2
amb un error menor que 1076,

b) En quins intervals de valors inicials podem assegurar que el métode convergeix, i
cap a quina soluci6?

Siguin a, b reals amb b > a i f € C?([a, b]) complint f'(z) # 0, f*(x) # 0 Vz € [a, b];
suposem que la funci6 f pren signes diferents en a i b (f(a)f(b) < 0) i que les
correccions que el métode de Newton fa d’aquests punts sén menors que 'amplada
de l'interval:

f(a)
f'(a)

f(b)

<b—a 0

’<b—a.

Demostreu que el métode de Newton, aplicat a trobar els zeros de f a [a, b], convergeix
per a qualsevol zg € [a,b].

Donada f de classe C? amb un tnic punt d’inflexié i tal que

im f(z) = —o0,  lim f(z) = o0

Quina estratégia cal seguir, segons els diferents valors de ¢, per garantir la convergén-
cia del metode de Newton aplicat a l'obtencié d’una soluci6 de f(x) = ¢? I per a
obtenir totes les solucions?

a) Demostreu que el métode de Newton aplicat a la funcio f(z) = % — a permet

calcular é sense fer divisions.

} ., .. . 1 _ _ 1 ?
b) Quina relaci6 exacta existeix entre eyy1 = g1 — 5 i ep = 2 — 5 (B > 0)*
¢) Sia=04iey=—0.2, per a quins valors de k tindrem | ey |< 107207

d) Doneu, en funcié d’a, els valors de zp que fan que el métode sigui convergent.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) Trobeu el procediment més simple que, fent s del metode de Newton, calculi

iterativament Tla per ar € IN.

b) Aplicaci6: Calculeu v/0.1.

a) Demostreu que la funcio h(z) = % té els mateixos zeros que f, pero simples.

b) Quins avantatges i inconvenients presenta ’aplicacié del métode de Newton a la
funcié h enfront de la seva aplicacié a f7

¢) Apliqueu el métode de Newton per tal de trobar el zero de la funci6 f(z) = (e*—m)3
directament i fent servir la funcié h corresponent.

Determineu per a quin valor d’a > 0 la funci6 f(z) = sinx — 2e~%" té un tnic zero
més petit que w de multiplicitat 2. Calculeu llavors aquest zero emprant un métode
iteratiu d’ordre 2.

Considerem 'equacié f(x) = e —z = 0.

a) Demostreu que existeix ag tal que, si a > ag, f no té zeros reals i, si a < ag, si
que en té. Trobeu ag i digueu quin és el nombre de zeros reals en funcié d’a.

b) Demostreu que, per a tot a < ag i per a tot valor inicial real, llevat d’un punt com
a maxim, el métode de Newton és convergent.

c¢) Calculeu tots els zeros reals per a a = %.

Considerem l'equacié ax + b = sinzx, on a i b s6n parametres reals. Determineu
els valors d’a per als quals, qualsevol que sigui el valor de b, ’equacié considerada
té exactament 3 zeros. Feu el mateix per tal que tingui exactament 5 i 7 zeros
respectivament, per a tot valor de b.

Trobeu tots els zeros de la funci6 f(x) = sinz — 2 — 0.3z amb un error més petit que
1078, usant el métode de Newton.

a) Trobeu el primer punt de tall positiu « entre les corbes y = cosz iy = e™ 7.

b) Calculeu 'area compresa enmig de les esmentades corbes entre 01 a.

a) Modifiqueu el metode de Txebixev

flee) P () P (ar)

TR T ) T 2fB(ay)
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26.

27.

28.

29.

per tal que tingui ordre almenys 3 quan l'usem per trobar zeros de multiplicitat
coneguda m.

b) Aplicaci6: Calculeu, amb un error menor que 10710, el zero de f(z) = (zInx —1)?
que es troba prop de zg = 1.8 i comproveu numeéricament l'ordre de convergéncia.

Sigui f una funcié de la qual es vol calcular un zero simple.

a) Deduiu la formula corresponent al métode iteratiu que obté 1, a partir de xy,
avaluant en y = 0 el polinomi de Taylor de grau més petit o igual que 3 associat a la
funcio inversa local g de f prop del punt f(xg).

b) Trobeu l'ordre minim del métode i el coeficient asimptotic de l'error quan es dona
aquest ordre minim.

Considerem una variant del métode de Newton consistent a emprar aquest métode,
perd usant el valor calculat de la derivada g vegades abans de calcular una nova
derivada:

f(xrq) f(zrq-i-i)

5 Trgqtidl = Tpgai — 7 (1=1+qg—1).
fllang) T T (@) ( )

Lrg+1 = Trq —

a) Trobeu I'ordre del métode iteratiu consistent a prendre, com a una iteracié d’aquest,
q iteracions del métode donat.

b) Compareu la seva eficiéncia amb la del métode de Newton.

c¢) Aplicacié: Feu ¢ = 2 i comproveu numéricament Pordre trobat en el calcul del
zero de f(z) = cosz — x,.

Considerem el métode iteratiu donat per la férmula de Halley

2f (wg) f' (1)
21" () — flar) fO(zr)

Demostreu que té ordre de convergéncia almenys 3 per a zeros simples.

T+l = Tk —

Donades les equacions

i) sinz=e"", ii) tanx:g,

volem trobar les solucions menors, en valor absolut, que 2w. Useu el métode de la
secant per trobar-les amb errors menors que 1076,
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30.

31.

32.

33.

34.

a) Useu el metode de la secant per tal de calcular el zero de la funcié f(z) = cosz—=
amb un error menor que 10712

b) Deduiu analiticament quant valen

. €k+1 ] Ck+1
lim + , +, .
k—oo eger_1 k—ro00 %ﬁ
e
k

¢) Comproveu numeéricament els limits anteriors.

Trobeu l'ordre i la constant asimptotica de l'error del métode de la secant, quan
s’aplica a la cerca de zeros de multiplicitat senar.

a) Expliciteu el meétode iteratiu consistent a aproximar el terme f’(x) que apareix
en el métode de Newton per la derivada en el punt x; de la parabola que passa pels

punts (vx, f(7x)), (Tr—1, f(T6-1)) 1 (Tr—2, f(Th-2))-
b) Quin és el seu minim ordre de convergéncia per a zeros simples?

¢) Compareu la seva eficiencia amb la del métode de Newton, en el cas de cercar
zeros simples o amb f®)(a) # 0.

d) Apliqueu-lo a l'obtencié del zero de f(z) = cosz — x.

Dissenyem un meétode per obtenir zeros simples de la funcié f aixi: quan coneixem
Tk 1 Tp_1, trobem el polinomi ¢3(y) d’interpolacié d’Hermite a la funci6 inversa local
g de f

as(f(2) =z, ¢(f(2)=9(f(®) (@=2zk2k6-1) ,

després prenem, com a nova aproximacio del zero buscat, xx+1 = ¢3(0).

a) Expliciteu aquest métode i obteniu el seu ordre de convergéncia minim per a la
cerca de zeros simples.

b) Generalitzaci6: Trobeu també I'ordre minim (en funcié de n i m), d’'un meétode
analeg a l'anterior, perod fent interpolacié d’Hermite generalitzada a g fins a les deri-
vades d’ordre n en els punts f(xg), ..., f(Tk—m)-

Considerant f de classe C3, volem construir un métode iteratiu per tal de trobar
zeros simples « de f; per aix0, conegudes les aproximacions xx i xx_1, trobem x4 q
com el zero més proper a xj del polinomi interpolador a f en zp_1 i x; segons les
condicions:

pa(n—1) = flar—1) , p2(or) = flor) , poler) = f(x) -

a) Trobeu zj11 en funcio de zy 1 xp_1.

b) Trobeu una expressio de error f(x) — pa(z).
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35.

36.

37.

¢) Fent e, = zj, — a i suposant que f®)(a) # 0, demostreu que

Chl FO ()
k—oo eiek,l 6f’(a) ’

d) Trobeu el seu ordre i la seva constant asimptotica de lerror.

El meétode de la secant es pot deduir del de Newton substituint f/(z) per la derivada
primera en xj de la recta d’interpolacié en els punts d’abscisses zp 1 xx_1. Prenent
com a métode de partida el de Txebixev i substituint f(2) (zx) per la derivada segona
en x; del polinomi interpolador d’Hermite en els punts d’abscisses x, 1 z3_1, s'obté
un nou métode iteratiu per al calcul de zeros de funcions.

a) Expliciteu la formula d’iteracié d’aquest meétode.
b) Trobeu-ne ordre de convergéncia minim per a zeros simples.

c) Compareu la seva eficiéncia amb la del métode de la secant i la del métode de
Txebixev en el cas més general.

Com varia el zero o« = 2 de
f({[;) = 6650(1;3 4 21;2 —r— 14) 4 62:0(3]4 . 51’3 +.’L’2 + 20)

si canviem 6 per 6 4+ € i 20 per 20 4+ J, amb € i § prou petits? Apliqueu-ho al cas:
e=10°i6=10"".

Per resoldre 'equacié f(x) = 0, s’aplica el métode iteratiu
Trr1 =z — (k) f(z1) -

a) Quines condicions ha de complir g per tal que l'ordre de convergéncia cap a un
zero simple de f sigui el més gran possible? Comproveu que el métode de Newton
les verifica.

b) En el cas que sigui impossible o molt costosa I'avaluacié de f’ en el métode de
Newton, podem aproximar f’(xy) per

f(zg + he) — f(2k)
hy ’
amb hi > 0. Si lalgorisme d’avaluacié de f comet un error relatiu fitat per € i

| () |< My Va, trobeu el valor de hy per al qual la fita de error comés en
Paproximaci6 de f’(xy) sigui minima (suposant f(xg + hg) =~ f(xg)).

c¢) Demostreu que, si en expressio recomanada a a) per a g(zy) se substitueix f’(z)
per l'aproximaci6 feta a b) amb el valor optim de hy trobat alla, el métode iteratiu
obtingut té convergéncia superlineal; és a dir, que

o Tyl — @
lim =FL— &
k—oo T —«

=0.
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38.

39.

40.

41.

El metode iteratiu 11 = g(zx) (k> 0), que calcula una solucié o de x = g(x), té
una funcié d’iteracié g que s’avalua amb un error absolut fitat per 6.

a) Si |¢'(x)] < M < 1, expresseu una fita de Uerror ¢ del valor calculat fl(xy) de xi
en funci6 de lerror inicial €y =|xg — a|.

b) Estimeu el nombre maxim d’iteracions que convindria fer en usar el métode donat.

Apliquem el métode de Newton a un polinomi p(z) amb tots els zeros reals a fi de
trobar el seu zero o més gran. Si iniciem les iteracions en un valor xg > «, podem
assegurar que és convergent a a? Per qué?

Demostreu que, donats un polinomi p(z) de grau n i un valor a tal que p'(a) # 0,
existeix com a minim un zero de p(x) dins el cercle C definit per

b

Per a la demostracié convé que seguiu els passos segiients:

p(a)
p'(a)

Cz{zGCHz—a|§n

a) Utilitzeu el desenvolupament de Taylor de p(z) prop d’a.

b) Si e (i = 1+ n) son els zeros de p(z), determineu un polinomi ¢(z) que tingui els
7€eros .

o; — a

¢) Vegeu que, si un polinomi

q(x) = by + b1zt

+o b+ by
té els zeros f; (i =1 +n), es compleix que

bnfl
bn,

=—(B1+ P+ +Bn) .

d) Deduiu-ne el resultat proposat inicialment.

La regla de Descartes assegura que, si v és el nombre de canvis de signe dels coeficients
d’un polinomi p(z) i u és el nombre de zeros positius de p(x), aleshores u <viv—p
és parell.

a) Usant la regla de Descartes, demostreu que el polinomi de tercer grau p(z) =

23 — 22 — 2 — 1 té un tnic zero real positiu.

b) Calculeu-lo pel métode de Birge-Vieta.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Considerem I’equaci6 polinomial p(z) = 1623 + 1222 — 8z — 1 = 0.
a) Fiteu les seves arrels amb els métodes donats a 'apartat 5.2.3.
b) Quantes arrels positives i negatives té?

c¢) Determineu les seves tres arrels.

a) Separeu les arrels de p(z) = 362* — 6023 — 2922 + 92 + 2 = 0, usant el métode de
Sturm.

b) Trobeu les dites arrels amb 6 xifres decimals correctes pel metode de Muller-Traub.

Useu el métode de Laguerre, partint de g = 1000, per calcular un zero del polinomi
p(z) = 2t + 223 + 322 + 4z + 5.

a) Determineu, pel métode de Bernoulli, el zero de modul més petit del polinomi
p(z) = 3223 — 4822 + 18z — 1 amb 3 xifres significatives.

b) Refineu-lo fins a 6 xifres significatives emprant el meétode de Birge-Vieta o el de
la secant.

a) Calculeu, amb 3 xifres significatives i pel métode de Bernoulli, el zero més gran
en modul del polinomi

p(x) = a* —4a® — 227 — 12249,

usant les condicions inicials z, =0 (k =0+2), 23 = 1.

b) Observeu que la convergéncia en l'apartat a) és lenta. Utilitzeu el meétode Q-D
com a métode alternatiu.

Determineu, pel métode de Bairstow, els zeros complexos del polinomi p(z) = x3 —

x — 1, a partir del factor quadratic aproximat 2 + .

Calculeu, emprant el métode o la combinacié de métodes que cregueu més convenient,
tots els zeros dels polinomis segiients:

a) x3 — 2x — b,

b) 2® — 162% — 3,

c) vt —32% + 22 — 1,
d) z* 4+ 422 — 3z — 1,
e) 2% + 523 + 7z + 1.
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49.

50.

51.

92.

53.

Determineu el zero de modul més gran dels polinomis:
a) x3 — 2022 — 3z + 18,

b) 2% — 323 — 6022 + 1502 + 300,

c) 1023 — 2122 — 40z + 84.

Considerem el polinomi p(x) = 23 — 32+ 2. Com varien els seus zeros en pertorbar-lo
substituint el coeficient -3 per —3 4 10767

Els punts 2-periodics d’una funcié f soén aquells valors de x que compleixen x =
f(f(x)). Notem que els punts 2-periodics satisfan el sistema d’equacions

w1 = f(z2)
o= f(z1) | °

Per a la seva resolucié, podem usar un metode iteratiu de tipus Jacobi

Y = @y 2 = p)

o de tipus Gauss-Seidel

x§k+1) _ f@é’”) 7 xngrl) _ f(xgkﬂ))

)

per analogia amb la resolucié iterativa de sistemes lineals.

a) Doneu condicions necessaries de convergéncia dels meétodes esmentats, suposant
coneguda la derivada de f en la solucio.

b) Com s’hauria de variar el métode en el cas que no es complissin les dites condicions?

¢) Aplicacio: Trobeu els punts 2-periddics de f(z) = 1.4 cos z, partint de z¢ = 1.

Trobeu, usant métodes iteratius de tipus Jacobi i Gauss-Seidel a partir de g = yg =
1, la soluci6 del sistema no lineal

r = sin(x +y) } .

y = cos(z —y)

Donat un sistema no lineal del tipus

z1 = fi(x1, 22, x3)
xg = fo(x1,z0,23) o ,
r3 = f3(21, 72, 23)

escrivim el sistema com x = f(x), amb

x = (x1,22,23) , f=(f1,f2 [f3),
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i cerquem una solucié a = (aq, ag, ag).

a) Doneu condicions necessaries de convergéncia dels métodes iteratius de tipus Ja-
cobi i Gauss-Seidel, en funcié dels coeficients de la matriu A = D f(«).

b) Aplicaci6: Estudieu el cas en qué resulti

03 02 05
A= =03 04 —-0.2
06 —-0.1 0.2

54. a) Trobeu, emprant el métode de Newton amb tres variables, la solucié del sistema

no lineal
x = 2cos(—z+y+2)
y = 2cos(x—y+2) ,
z = 2cos(z+y—=z)

propdex=y=2=1.

b) Comproveu la convergeéncia quadratica del métode, emprant la norma || |/c.
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INDEX DE SIMBOLS I

ALFABETIC

(A)g, submatriu principal, 49

( ', )m, producte escalar discret sobre
Iy, 182

(u,v), producte escalar de u i v, 164

< Zg,--.,Tm,x >, minim interval que
conté xq, ..., Tm, T, 148

A~ matriu inversa d’A, 49

Aj, coeficient principal d’un polinomi,
174

By, matriu d’iteracié del métode iteratiu
de Jacobi, 72

Bj(t), polinomis de Bernoulli, 223

Bj), nombres de Bernoulli, 223

Bgg, matriu d’iteracié del métode
iteratiu de Gauss-Seidel, 72

B,,, matriu d’iteracié del métode iteratiu
de sobrerelaxaci6, 72

D, matriu diagonal, 54

D, operador de derivacio, 289

E, operador desplagament cap endavant,
289

Eg, error de la férmula de Simpson, 268

E;, nombres d’Euler, 253

E,,, error d’una férmula d’integracio
interpolatoria, 267

F funcio distribucio, 7

Hj(x), polinomi d’Hermite, 209

I, matriu identitat, 49

J, operador d’integracid, 289

J(f), integral de f, 265

Jn, funcions de Bessel, 42

K,,, factor d’E,,, 269

L, matriu triangular inferior de la
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factoritzacié LU, 58

L, operador lineal, 290

Lj(x), polinomis de Laguerre, 259

M*, matriu adjunta de M, 49

M, matriu transposada de M, 49

M,,41, fita de la funcio fm*1, 202

P(u) = I — aun', matriu de
Householder associada al vector
u, 61

Pj m(t), polinomis de Gram, 178

@, matriu ortogonal de la factoritzacio
QR, 60

R, matriu triangular superior de la
factoritzacio LR, 87

R, matriu triangular superior de la
factoritzacio QR, 60

R, (z), error de la interpolacié de Taylor,
153

R, (x), residu d’'un desenvolupament, 281

S, suma d’una série, 280

S;, suma parcial d’'una série, 280

Tj(t), polinomis de Txebixev, 185

U, matriu triangular superior de la
factoritzacié LU, 58

W, matriu de pesos, 170

Wi, wy, pesos de férmules d’integracio
numeérica, 266

A, operador diferéncia cap endavant, 289

Ay, determinant principal, 49

Ay, determinant principal d’ordre &, 90

I, funcié gamma d’Euler, 344

Py, Uy, polinomis basics de la
interpolaci6 d’Hermite, 157
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U, funci6 digamma, 342

a, zero d’una funcié, 349

Gn() = (u+2)(ut 2 = 1)
202

x valor exacte de x, 1

§, operador diferéncia centrada, 289

0i;, delta de Kronecker, 49

€4, fita error relatiu de representacio en
punt flotant per arrodoniment, 2

er, fita error relatiu de representacié en
punt flotant per tall, 2

€q(x) fita de 'error absolut de z, 1

e-(x) fita de lerror relatiu de x, 1

quA_l, tipus d’extrapolaci6, 288

v, constant d’Euler, 315

fn, millor aproximacié minimax de f,
182

A, valor propi, 51

, nombre combinatori, 154

Ai, funcié d’Airy, 317

cov(z,y), covariancia de x i y, 167

det A, determinant d’A, 49

erf(x) funcié d’error, 8

fl(z), representacié en punt flotant de z,
2

fla(x), representacié en punt flotant de x
per arrodoniment, 3

flp(z), representaci6 en punt flotant de z
per tall; 3

W mitjana, 7

1, operador mitjana, 289

w1(A), nombre de condicié de la matriu
A, 69

V, diferéncia cap endarrera, 289

wm(@) = (2 = 20) (2 — 21) -+ (2 — T,
202

M, matriu conjugada de M, 49

T, mitjana de x, 167

1;, funcions basiques ortogonals, 169

p funcié densitat, 7

p(A), radi espectral d’A, 51

pay, coeficient de regressio, 168

o desviaci6 estandard, 7

o(x), desviacio tipica de x, 167

o? variancia, 7
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¢j, funcions basiques d’aproximacio, 161

¢, funci6 zeta de Riemann, 315

el element j-¢ de la base canonica, 62

eq(x) error absolut de z, 1

en(x), funcié error d’aproximacio, 161

er(x) error relatiu de z, 1

flxi, ..., xiy ], diferéncia dividida de
Newton, 151

~, millor aproximaci6é per minims

quadrats de f, 163

gn, factor d’amplificacié en 'eliminacié
gaussiana, 70

lg(z), polinomi de Lagrange, 149

o(g(x)), funcié d’ordre més petit que g,
155

pa, polinomi caracteristic de la matriu
A, 51

Dij, polinomis interpolador del meétode
d’Aitken i Neville, 150

tn(6), suma trigonometrica, 179

ut, subspai ortogonal al vector u, 61

v, vector propi, ol

w, funcié pes, 163

wg, pesos, 162

M n, espai vectorial de les matrius
complexes mxn, 49

Fn, espai vectorial generat per funcions
basiques, 163

O(g(z)), funcio del mateix ordre que g,
155

P, espai vectorial dels polinomis de
grau menor o igual que n, 174

Tr, espai vectorial de sumes
trigonometriques, 179

abscisses d’extrem, 183, 185, 186, 245
abscisses d’interpolacié, 146

acceleraci6 de la convergéncia, 356, 357
acceleracié de la sumacié, métode de, 284
acceleraci6é de metodes iteratius, 372
Airy, funci6 d’, 317

Aitken, acceleracio d’, 89

Aitken, métode d’, 149, 150, 152, 251
Aitken, meétode d’acceleracié d’, 356, 357
aleatoria, variable, 7-9

algorisme, 30, 32
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analitica, funci6, 156

analisi d’intervals, 10

aproximacié discreta, 169

aproximacié numeérica d’arrels, 350

aproximacié per minims quadrats, 233

aproximacié continua, 161, 169, 172

aproximaci6 discreta, 161, 166, 169, 172,
173

aproximaci6é minimax, 163, 182-186,
245-247, 261

aproximacié per minims quadrats,
163-166, 168-170, 174, 176, 181,
233, 234

aproximacié per minims quadrats, 174

aproximacié polinomial, 160, 161, 173

aproximacié polinomial per minim
quadrats, 243

aproximacié polinomial per minims
quadrats, 243

aproximacié trigonométrica, 161, 169,
179, 180, 182

aproximacié trigonométrica equidistant,
233

arrel, 349

arrodoniment, 2

Bairstow, métode de, 368, 372, 387, 404

banda, matriu, 128

Barrow, regla de, 265

base de funcions ortogonals, 169, 171,
172, 180

base de funcions ortonormals, 172

base de funcions trigonomeétriques
ortogonals, 182, 185

Bernoulli, métode de, 364, 365, 367, 372,
404

Bernoulli, nombres de, 223, 224, 253,
273, 274, 285, 286, 315, 316, 331

Bernoulli, polinomis de, 223, 273

Bessel, funcions de, 42

Bessel, funcié de, 205, 251

Bessel, formula de, 347

bidiagonal, matriu, 132

bifurcacié de zeros, 392

Birge-Vieta, métode de, 364, 387, 403,
404

412

biseccid, métode de, 121, 350-352, 356,
363, 364, 396
bit, 16

cancel-lacio, 3, 24, 25, 63, 111, 239

caracteristic, polinomi, 51

caracteristica, equacio, 51, 86

Clenshaw, regla de, 176, 243

coeficient principal d’un polinomi, 174,
175, 177, 178, 186

coeficients indeterminats, métode dels,
266

coeficients ortogonals, 169, 176, 179, 180

comparacio, métode de, 287, 313

compatible, sistema, 50

condicions de frontera, 124

conjunt d’abscisses d’aproximaci6, 161,
163, 173

conjunt d’abscisses d’aproximacio6
simétric, 178

consistent amb una norma vectorial,
norma matricial, 53, 55, 70

constant asimptotica de 'error, 355, 373

convergéncia cubica, 355, 364

convergéncia global, 372

convergencia lineal, 114, 355-357

convergéncia quadratica, 355-357, 376

convergéncia superlineal, 402

corda, meétode de la, 397

cosinus, férmula del, 46

covariancia, 167

criteri d’alternanca de residus, 284

criteri d’alternanga dels residus, 274, 283

criteri d’alternancia de residus, 285

criteri d’alternancia dels residus, 156,
316

criteri de comparacié amb una série
geométrica, 284

criteri integral, 284, 314

criteri per a séries alternades, 284

Crout, métode de, 56, 60, 91, 127

Danilevski, métode de, 105

definida positiva, matriu, 50, 53, 59, 73,
93, 129, 131, 132, 168

deflaci6 cap al darrera de polinomis, 361
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deflaci6 d’un polinomi, 383

deflaci6 d’una matriu, 74, 76

deflacié de matrius, 89

deflacio de polinomis, 73, 361

deflaci6 enrera de polinomis, 364

densitat, funcié, 7

derivacié interpolatoria, férmula de, 262,
263, 297

derivacié numeérica, 262, 294

derivacié numérica, férmula d’;, 294

derivaci6 numeérica, férmula de, 289

derivades d’ordre superior, 263, 295

Descartes, regla de, 403

desenvolupament asimptotic, 155, 281,
282, 288, 293, 317

desenvolupament asimptotics, 282

desenvolupament de Taylor, 155, 282

desviacio estandard, 167

desviacio tipica, 167

desviacions, 166

desviaci6 estandard, 7, 9

determinant, 50

determinant de matrius Hessenberg,
recurréncia de, 86

determinant de matrius tridiagonals,
recurréncia de, 85

determinant principal, 49

determinants principals, 58, 90, 94

determinants, calcul de, 67

determinat, sistema, 50

diagonal, matriu, 50, 54, 55, 59, 79, 81,
88, 134

diagonalitzable, matriu, 50, 54, 55, 76, 88

diferéncies dividides, 151, 323

diferéncies dividides generalitzades, 158,
159, 228

diferéncies dividides generalitzades, taula
de, 230

diferéncies dividides, esquema de, 154

diferéncies dividides, taula de, 206, 297

direccié propia, 51

discretitzacid, 287

discretitzat, problema, 124, 125, 141

distribucié normal, 7, 9

distribucié uniforme, 7

distribucié, funcio, 7, 9
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distribucié, funcié6 de, 7

divisi¢ sintetica, 147

Doolite, métode de, 59
Doolittle, métode de, 56, 60, 127
digit, 2

equacions normals, 164-172, 174, 176,
181, 233, 234, 239, 242, 245

equacid caracteristica, 51, 86, 106, 109

equacié diferencial lineal, 124

equacié diferencial lineal, solucié d’una,
124

equioscil-lacid, propietat de, 183

error absolut, 1

error absolut, fita d’, 1

error cap al darrera, analisi de I’, 5, 69,
70

error d’aproximaci6, funcié, 161, 162

error d’arrodoniment, 3, 5, 68, 69, 77

error d’avaluacio, 326, 328

error d’interpolacid, 148

error d’interpolacié de Taylor, expressié
de Lagrange de I’, 154, 212, 213

error de derivacié numeérica, expressio
asimptotica de ', 264

error de 'aproximacié per minims
quadrats, 236, 244

error de la interpolacié d’Hermite, 278

error de la derivaci6 interpolatoria,
262-264

error de la formula de Gauss-Legendre,
311

error de la férmula de Newton-Cotes, 269

error de la férmula de Simpson, 268

error de la formula del trapezi, expressio
asimptotica de 1’, 273

error de la férmules d’integraci6
interpolatoria, 267

error de la integracié interpolatoria, 267

error de la integracié numérica, 266, 296

error de la interpolaci6 d’Hermite, 301

error de la interpolacié de Taylor, 281

error de la interpolacié de Taylor,
expressi6 integral de ', 153

error de la regla dels trapezis, 273
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error de la regla dels trapezis, expressio
asimptotica de I’, 272, 273

error de la solucio, 56, 58, 68

error de les dades, 58, 68

error de les formules gaussianes, 277

error de truncament, 3, 5, 326, 328

error en la interpolacié d’Hermite
generalitzada, 229

error en la solucié, 69, 70

error estandard, féormula de propagacid
del’, 9

error maximal, formula de propagacié de
I, 4-6

error relatiu, 1

error relatiu en les operacions
aritmetiques, fita de I’, 70

error relatiu, fita, 3, 5

error relatiu, fita d’, 1

error, analisi de I’, 56

error, fita relativa de la norma del vector
d’, 68

error, fita relativa del vector d’, 98

error, funcié d’; 8

error, formula de propagacié de I’, 4, 9,
69

error, norma del vector d’, 69

error, tractament estadistic de I, 7, 8

errors en la deflacio, 74

errors d’arrodoniment, 69

escala, procés, 354

escassa, matriu, 89

estrictament diagonal dominant, matriu,
50, 54, 72

Euclides, algorisme d’, 363

euclidiana, norma vectorial, 53, 61

Euler, constant d’, 315

Euler, nombres d’, 253

Euler-Maclaurin per a sumes, formula d’,
285, 286, 315, 341, 342

Euler-Maclaurin, férmula d’, 271, 273,
285, 286, 296, 318, 330, 331, 348

Everett, formula d’, 347

exactitud d’'una férmula, 289, 293

exactitud d’una férmula d’integracid
numerica, 266, 267, 269, 274-279

exactitud d'una férmula d’interpolacio,
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293
exactitud d’una férmula de derivacié
numerica, 294
exponent, 2
exponent modificat, 16
expressio asimptotica d’una formula de
derivacié numeérica, 295
expressioé asimptotica de error de
derivacié numeérica, 264
expressio integral de I'error
d’interpolacié de Taylor, 268
extrapolacid, 288, 296, 326
extrapolacié repetida, 288
extrapolacié, tipus d’, 288, 327
extrapolacié, tipus de, 319

factor d’un polinomi, 147

factor optim de sobrerelaxaci6, 140

factorial, funcio, 287

factoritzacio QR, 130, 132

Fibonacci, nombres de, 253

fitaci6 de zeros, 360

fitacié de zeros de polinomis, 362

fitaci6 dels residus de les séries, 296

fites per a zeros de polinomis, 372

fonts d’error, 1

Fresnel, integrals de, 343

Frobenius, forma normal de, 105, 107

Frobenius, matriu de, 104, 105, 107, 364

funcions basiques, 161, 167, 169, 171

funcié analitica, 282

funcié contractiva, 355, 356, 370

funcié d’error d’aproximacio, 245

funcié d’ordre més petit, 155

funcié del mateix ordre, 155

funcié digamma, 342

funcié error, 208, 344

funcié error de la interpolacid, 263

funcié gamma d’FEuler, 344

funcié pes, 163, 178, 182, 276, 279

funcié pes simétrica, 177, 178

funcié pes singular, 163

funcié zeta de Riemann, 341

formula d’Euler-Maclaurin per a séries,
286

Gauss cap al darrera, formula de, 322
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Gauss cap al davant, formula de, 322,
324, 346

Gauss, métode de, 56, 58, 67, 68, 90, 92,
126, 130, 132, 137

Gauss-Jordan, métode de, 68, 130

Gauss-Legendre, formula de, 280, 302,
311, 312

Gauss-Legendre, pesos de la formula de,
312

Gauss-Seidel, métode iteratiu de, 71

Gauss-Seidel, métode iteratiu de, 71, 72

Gauss-Seidel, métode iteratiu de, 99,

138, 139, 141
Gauss-Seidel, meétode iteratiu de tipus,
405

Gauss-Txebixev, férmula, 275

Gauss-Txebixev, formula de, 279, 309,
339

gaussiana amb pivotatge, eliminacié, 67

gaussiana, eliminacio, 56, 57, 59, 70, 126,
138

gaussiana, error d’una féormula, 277, 278

gaussiana, exactitud d’una férmula, 278

gaussiana, formula, 274-278, 307, 308

gaussianes, formules, 274

gaussians, métodes, 58, 69

Gerschgorin, teorema de, 54, 110

Givens, métode de, 81

Givens, meétode de, 88, 89

globalment convergent, métode, 364

Graeffe, métode de, 369, 372

Gram, polinomis de, 178

Gram-Schmidt, meétode
d’ortogonalitzacié de, 173

Gram-Schmidt, métode
d’ortogonalitzacié de, 130, 169,
171, 172, 174, 175, 238, 244

Gram-Schmidt, métode
d’ortogonalitzacié modificat de,
173

Gram-Schmidt, métode
d’ortogonalitzacié modificat de,
170, 172

Gregory, formula de, 348

Haar, propietat de, 147
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Haar, propietat de, 174, 183, 184

Halley, formula de, 400

Hankel, matriu de, 258

heptadiagonal, matriu, 128

Hermite generalitzada, error en la
interpolaci6 d’, 229

Hermite generalitzada, interpolaci6 d’,
158, 228-230, 270

Hermite generalitzada, polinomi
d’interpolacié d’, 159

Hermite generalitzada, polinomi
interpolador d’, 401

Hermite, error de la interpolaci6é d’, 157

Hermite, error en la interpolaci6, 299

Hermite, error en la interpolacié d’, 158,
228

Hermite, funci6é generatriu dels
polinomis de, 254

Hermite, interpolacié d’, 157, 158, 227,
270

Hermite, polinomi d’interpolacié d’, 227

Hermite, polinomi interpolador d’,
157-159, 255, 299, 301-303, 401,
402

Hermite, polinomi interpolador de, 278

Hermite, polinomis basics de la
interpolaci6 d’Hermite, 303

Hermite, polinomis d’, 209

Hermite, problema d’interpolacié d’, 157

Hermite, recurréncia dels polinomis d’,
254, 259

hermitica, matriu, 50, 55, 73

Hessenberg inferior, matriu, 50

Hessenberg superior, matriu, 50, 74, 81,
86, 88, 137

Hessenberg, reducci6é a matriu, 89

Horner, regla de, 32, 361, 363, 383

Hotteling, deflaci6 de, 74

Householder, deflacié de, 74, 111

Householder, matriu, 118, 122

Householder, matriu de, 61, 62, 66, 67,
76, 82, 83, 111, 143, 170, 239

Householder, matrius de, 67

Householder, métode d’ortognalitzacié
de, 67

Householder, métode d’ortogonalitzacio,
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64
Householder, métode d’ortogonalitzacié
de, 130, 169, 170, 239
Householder, métode de, 88, 89, 144
Hoélder, norma de, 52, 53

independent, vector de termes, 50, 57, 58

indepents, variable aleatories, 9

integracié adaptable, 296

integracié numeérica, formula d’, 275

integracid interpolatoria, formula d’, 265,
266, 270, 274

integracié numeérica, 265, 295

integracié numeérica, formula d’, 266,
270, 271, 274-276, 289, 296

integracié numeérica, férmula de, 265, 301

integral impropia, 285

interpolacio, 145, 293, 358

interpolaci6 directe, métode d’, 358, 359

interpolaci6 invers, métode de, 358, 360

interpolaci6 lineal, 351

interpolacié polindmica, 146

interpolacié polinomica d’una funci6, 146

interpolaci6, abscisses d’, 146

interpolaci6, concepte d’, 145

interpolacio, error d’, 148, 149, 152, 154,
159, 160

interpolacio, formula d’, 289, 294

interpolacio, problema d’, 145

interpolaci6, punts d’, 146

interpolador, polinomi, 149, 151, 152,
154

interpolador, calcul del polinomi, 149

interpolador, polinomi, 148, 160

interval singular, 163

intervals, funcions entre, 7

intervals, operaci6 aritmética entre, 7

inverses, calcul de la matrius, 67

iteracio simple, 354, 357, 358, 364

iteraci6 simple en diverses variables,
métode d’, 370

iteracio simple, métode d’, 354, 397

iteracié simple, ordre de convergéncia del
métode d’, 356

iteracid, matriu d’, 70, 72

Jacobi amb llindars, métode ciclic de, 81
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Jacobi, métode classic de, 81

Jacobi, métode ciclic de, 81

Jacobi, métode de, 81, 82

Jacobi, métode iteratiu de, 72

Jacobi, métode de, 79

Jacobi, métode classic de, 115

Jacobi, métode de, 89, 115

Jacobi, métode iteratiu de, 71, 72, 99,
138, 139, 141

Jacobi, métode iteratiu de tipus, 405

Jacobi, variant del métode de, 80

Kronecker, delta de, 49

Lagrange, polinomis de, 196

Lagrange, férmula d’interpolaci6 de, 149,
207, 266

Lagrange, métode de, 149, 190, 191, 193,
251

Lagrange, polinomi de, 149

Lagrange, polinomis de, 190, 191,
194-197

Laguerre, metode de, 364, 372, 404

Laguerre, ordre de convergéncia del
métode de, 364

Laguerre, polinomis de, 259

Laguerre, recurréncia dels polinomis d’,
259

Laguerre-Thibault, regla de, 362

Lanczos, economitzaci6 de, 187, 247, 248

Legendre, polinomi de, 280

Legendre, polinomis de, 177, 179, 310,
312

Legendre, recurréncia dels polinomis d’,
254

Legendre, zeros dels polinomis de, 311

Leslie, matriu de, 142

Lobatto, férmula d’integracié de tipus,
334

localitzacié d’arrels, 349, 350

localitzaci6é de valors propis, 89

localitzacié de zeros complexos, 372

LR, factoritzacio, 87

LR, métode, 89

LR, meétode iteratiu, 87, 88, 144

LU, factoritzacio, 58, 68, 70, 87, 88, 127,
129, 130, 137
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LU, metode, 56, 58, 59, 127, 128
limit central, teorema de, 9

mal condicionada, matriu, 69

mantissa, 2

matricial, série, 135, 136

matriu banda, 128

matriu bidiagonal, 132

matriu d’iteracié, 70, 72, 101

matriu d’un sistema, 50

matriu de Householder, 143

matriu definida positiva, 50, 53, 59, 73,
93, 129, 131, 132, 168

matriu diagonal, 50, 54, 55, 59, 79, 81,
88, 134

matriu diagonalitzable, 50, 54, 55, 76, 88

matriu escassa, 89

matriu estrictament diagonal dominant,
50, 54, 72

matriu heptadiagonal, 128

matriu hermitica, 50, 55, 73

matriu Hessenberg inferior, 50

matriu Hessenberg superior, 50, 74, 81,
86, 88, 137

matriu mal condicionada, 69

matriu ortogonal, 50, 55, 60, 61, 69, 74,
75, 79-82

matriu pentadiagonal, 50, 128, 132

matriu per blocs, 131, 139

matriu quasi-tridiagonal, 129

matriu regular, 50, 54, 58, 61, 88

matriu semidefinida positiva, 165

matriu simétrica, 50, 55, 61, 64, 74-77,
79, 81, 83, 88, 128, 129

matriu singular, 49

matriu triangular, 135

matriu triangular inferior, 50, 58, 59, 71,
87

matriu triangular superior, 50, 53,
56-58, 60, 65-67, 71, 87, 88

matriu tridiagonal, 50, 73, 128, 132, 137,
143

matriu tridiagonal per blocs, 73, 128

matriu tridiagonal simétrica, 81-84, 88,
143, 144

matriu unitaria, 50, 53, 55, 69, 134
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matrius semblants, 50, 54

mesuraments incorrectes, 1

mitjana, 7-9, 167

Moivre, formula de, 180, 275

Muller-Traub, meétode de, 359, 367, 372,
382, 404

meétode de Householder, 117

métode de substitucié cap al darrera, 56,
57

meétode de substitucié cap al davant, 56

Neville, métode de, 149, 150, 152, 251

Newton amb dues variables, métode de,
406

Newton amb dues variables, métode de,
394

Newton cap al darrera, formula
d’interpolaci6 de, 294

Newton cap al davant, féormula
d’interpolacié de, 293

Newton en dues variables, métode de,
368, 370

Newton modificat per a zeros miltiples,
metode de, 376

Newton, métode de, 401, 402

Newton, formula d’interpolacié de, 152

Newton, formula d’interpolacié de les
diferéncies dividides de, 291

Newton, férmula de les diferéncies
dividides, 323

Newton, meétode de, 352

Newton, meétode de, 350-352, 356, 358,
359, 364, 367, 371, 372, 382,
398, 399, 403

Newton, métode de les diferéncies
dividides, 152, 205

Newton, métode de les diferéncies
dividides de, 151, 158, 191, 193,
198, 251, 260

Newton, ordre del métode de, 356

Newton, regla de, 362

Newton, variant del métode de, 371, 400

Newton-Cotes obertes, formules de, 335

Newton-Cotes, expressio de ’error de la
formula de, 269

Newton-Cotes, formula de, 269, 296, 321,
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322

Newton-Cotes, férmules de, 296

Newton-Cotes, férmules de, 335

nombre d’operacions, 89, 128-132

nombre de condicié, 69, 98, 135-137

nombre de condici¢ euclidia, 69

norma matricial subordinada a una
norma vectorial, 55

norma de Holder, 52, 53

norma del maxim, 53, 162, 163, 246

norma del maxim ponderada, 162, 163

norma euclidiana, 162-164, 171, 174,
180, 233

norma euclidiana ponderada, 163

norma matricial, 53, 55

norma matricial consistent amb una
norma vectorial, 53, 70, 97

norma matricial subordinada a una
norma vectorial, 53, 70, 95,
134-136

norma multiplicativa, 53

norma suma de moduls, 53

norma vectorial euclidiana, 53, 61

operacions, nombre d’, 57

operacions, nombre d’, 56, 62—64, 67, 69,
84, 85, 88

operacio6, 56

operacié aritmetica, 3—5

operaci6 aritmética entre intervals, 7

operador de derivaci6, 289

operador d’integraci6, 289

operador desplagament cap endavant,
289

operador diferéncia cap endarrera, 289

operador diferéncia cap endavant, 289

operador diferéncia centrada, 289

operador identitat, 290

operador mitjana, 289

operadors, formules amb, 296

operadors, propietats dels, 290

ordinador vectorial, 129

ordre de convergéncia, 355, 356, 372

ortogonal, matriu, 50, 55, 60, 61, 69, 74,
75, 79-82

ortogonal, vector, 164
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paritat definida, 186

pentadiagonal, matriu, 50, 128, 132

pesos, 162, 163, 166, 170, 173, 176

pesos d’integracio, 266, 277

pesos de formules gaussianes, 278

pesos de Gauss-Txebixev, 279

pesos simétrics, 176

pesos, matriu de, 170, 171

pivot, 57, 58, 68, 70, 130

pivotatge, 58

pivotatge complet, 58, 70, 126, 138

pivotatge maximal per columnes, 58, 70,
126, 137, 138

polinomi caracteristic, 51, 104, 105, 108,
123

polinomi interpolador, 148, 149, 151,
152, 154, 160, 262, 263, 265,
266, 270, 274

polinomi interpolador, calcul del, 149

polinomi monic, 175, 186

polinomi monic de Txebixev, 186

polinomi ortogonal, 307

polinomi trigonomeétric, 182-185, 274

polinomi trigonomeétric en cosinus, 185,
275

polinomis ortogonals, 169, 174, 175,
177-179, 186, 189, 242

polinomis ortogonals monics, 234, 235

polinomis ortogonals, férmula recurrent
de, 243

polinomis ortogonals, férmula recurrent
dels, 234, 235

polinomis ortogonals, relaci6é recurrent
dels, 175, 176

polinomis trigonomeétrics, 180

polinomis trigonomeétrics ortogonals,
169, 179

polindomica d’una funcié, interpolacio,
146

polindmica, interpolacié, 146

poténcia desplacada, métode de la, 78

poténcia inversa desplacada, métode de
la, 78

poténcia inversa, métode de la, 78, 86,
87, 113

poténcia, métode de, 89
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poténcia, métode de la, 76, 113, 142, 143

poténcia, variants del métode de la, 78

precisi6 doble, 16

precisié simple, 16

precisié doble, 132

problema general d’aproximaci6, 159,
161

producte d’operadors, 290

producte escalar, 163, 164, 169, 174, 175,
233

producte escalar continu, 182, 185, 186

producte escalar discret, 177, 182, 185,
186, 242

projeccié ortogonal, propietat de, 164

propagacié d’errors en sistemes lineals,

89

propagacié de l'error estandard, formula
de, 9

propagacié de 'error maximal, férmula
de, 4-6

propagacié de Uerror, formula de, 4, 9
punt fix, 354, 355, 398

punt mitja, 167

punts 2-periodics, 405

Q-D, meétode, 372

QR, factoritzacio, 60, 64, 68, 87-89, 170,
171, 173, 238, 239

QR, metode, 60, 67, 69, 89

QR, meétode iteratiu, 87, 88, 144

quadratura, 265

quasi-tridiagonal, matriu, 129

quocient diferencia (Q-D), metode de,
387

quocient-diferéncia (Q-D), meétode del,
365

radi espectral, 51, 55, 70, 72, 101, 103,
110, 111

Rayleigh, quocient de, 77

Rayleigh, quocients de, 114

rectangle, formula del, 268

recurréncia inestable, 40

reflexié respecte a un hiperpla, 61, 62

regi6 de convergencia, 281

regla de Horner, 147, 182
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regles d’integraci6 numeérica,
convergencia, 296

regles de fitacié de zeros de polinomis,
362

regles de localitzacié de zeros de
polinomis, 362

regressio, coeficient de, 168

regressio, recta de, 168

regula falsi, métode de la, 352, 353, 364,
372

regula falsi, ordre del métode de la, 356

regular, matriu, 50, 54, 58, 61, 88

relaxacio, factor de, 72

relaxacio, factor optim de, 73

Remes, algorismes de, 189

Remes, métodes de, 184

representacié de nombres, 10

representacié en punt flotant, 2

residu d’un desenvolupament, 282

residu d’una série, 282-284, 286

residus vectorials, 137

resolucié directa de sistemes lineals, 88

resoluci6 iterativa de sistemes lineals, 88

Richardon, métode de, 288

Richardson, métode de, 264, 318, 321

Riemann, zeta de, 315

Romberg, métode de, 319, 346

rombes, regles dels, 365

Ruffini, regla de, 25

Runge, fenomen de, 252

Schur, lema de, 53

secant, métode de la, 352

secant, métode de, 121, 382

secant, métode de la, 351-353, 356, 359,

364, 367, 372
secant, ordre de convergéncia del métode
de, 368

secant, ordre del métode de la, 356
secant, variant del meétode de la, 352
semblants, matrius, 50, 54
semidefinida positiva, matriu, 165
separaci6 d’arrels, 349, 350
separaci6 de zeros, 360, 362
Sherman-Morrison, férmula de, 133
simetria respecte a un hiperpla, 61
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Simpson amb termes correctius, regla de,
347

Simpson, error de la formula de, 268

Simpson, férmula de, 266-269, 296, 321

Simpson, regla de, 271, 321, 338

simétrica, matriu, 50, 55, 61, 64, 74-77,
79, 81, 83, 88, 128, 129

singular, matriu, 49

sistema compatible, 50

sistema determinat, 50

sistema triangular, 58, 60, 69

sistema triangular inferior, 56

sistema, triangular superior, 56, 57

sistema, solucié aproximada d’un, 69

sistema, solucié d’un, 50, 51, 58, 68, 70

sistema, soluci6 directa d’un, 56

sistema, soluci6 iterativa d’un, 56

sistemes d’equacions no lineals, 372

sobredeterminat, problema, 160

sobredeterminat, sistema lineal, 169,
171, 238

sobredeterminats, sistemes lineals, 256

sobrerelaxacio, métode iteratiu de, 72

sobrerelaxaci6, métode iteratiu, 139

sobrerelaxaci6, métode iteratiu de, 72, 73

solucié aproximada d’un sistema, 69

soluci6 d’un sistema, 50, 51, 58, 68, 70

solucié d'una equacié no lineal, 349

solucié directa d’un sistema, 56

solucié iterativa d’un sistema, 56

Steffensen, métode d’acceleraci6 de, 357

Steffensen, métode de, 371, 374

Steffensen, ordre de convergéncia del
meétode de, 375

Stirling, formula d’interpolacié de, 323,
324

Stirling, formula de, 344

Sturm, meétode de, 362, 363, 404

Sturm, successi6 de, 120, 362, 363

Sturm, teorema de, 120, 144

submatriu principal, 49

subspai ortogonal a un vector, 61

subspai propi, 51

substitucié cap al darrera, métode de,
56, 57, 60, 93

substitucié cap al davant, métode de, 56
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suma d’operadors, 290

suma d’una série, 280, 284, 286, 287
suma parcial, 280

suma telescopica, 287

suma trigonométrica, 179, 180
sumacié numeérica, 280

sumacié numerica, metodes de, 284
sumacid, métodes de, 296

Sylvester, criteri de, 53, 90, 91, 94
série alternada, 283

série d’operadors, 290

série de funcions, 281

série de poténcies, 281

série lentament convergent, 284, 287
série matricial, 135, 136

série més rapidament convergent, 287
serie semiconvergent, 282, 286, 318
série telescopica, 314

tall, 2

Taylor directe, métode de, 358

Taylor directe, ordre de convergencia
d’un métode de, 359

Taylor invers, métode de, 358

Taylor usant operadors, formula de, 292

Taylor, desenvolupament de, 154, 156,
210, 214, 215, 247-249, 252254,
261, 306, 357, 390

Taylor, desenvolupament de , 155

Taylor, desenvolupament en série de,
156, 281

Taylor, expressi6 de Lagrange de l'error
d’interpolaci6 de, 154, 212, 213

Taylor, expressié integral de ’error de la
interpolaci6 de, 153

Taylor, férmula d’interpolacié de, 153

Taylor, férmules d’integracié numeérica
de, 336

Taylor, interpolacié de, 152

Taylor, meétode de, 357

Taylor, polinomi de, 210-212, 252, 255,
358, 400

Taylor, polinomi interpolador de, 153,
154

Taylor, problema d’interpolacié de, 153
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Taylor, residu de desenvolupament de,
154, 155

teorema central del limit, 10

teorema de Bolzano, 350

teorema de Pitagores, 164

teorema de Rolle, 149

teorema de Sturm, 89, 363, 384

teorema de Txebixev, 183, 185, 245

teorema del valor mitja per a sumes, 296

teorema del valor mitja, 268

teorema del valor mitja per a integrals,
153, 268, 302

teorema del valor mitja per a sumes,
264, 270

teorema fonamental del calcul, 153

teranyina, procés, 354

tr A, traca de la matriu A, 54

transformacions de semblanca, 81, 82, 84

transformacié de semblanca, 50, 54, 55,

74

transformacié de semblanca, 104, 118,
122

trapezi, formula del, 268-270, 272, 273,
296

trapezis amb termes correctius, regla
dels, 347

trapezis, regla dels, 270, 274, 318, 320,
330, 331, 338, 339, 345, 346

traca, 54

triangular inferior, matriu, 50, 58, 59, 71,
87

triangular inferior, sistema, 56

triangular superior, matriu, 50, 53,
96-58, 60, 6567, 71, 87, 88

triangular superior, sistema, 56, 57, 126

triangular, matriu, 135

triangular, sistema, 58, 60, 69

triangularitzacio, 92

tridiagonal per blocs, matriu, 73, 128

tridiagonal simétric, sistema, 121

tridiagonal simétrica, matriu, 81-84, 88,
117, 120, 122, 143, 144

tridiagonal, matriu, 50, 73, 128, 132,
137, 143

trigonométrica, aproximacio, 161, 169,
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179, 180, 182

Txebixev, abscisses de, 249

Txebixev, coeficients ortogonals de, 260

Txebixev, error en la interpolaci6 de, 250

Txebixev, funcié generatriu dels
polinomis de, 254

Txebixev, interpolacié de, 188, 249, 250,
260, 261

Txebixev, modificacié del métode de, 402

Txebixev, métode de, 359, 373, 399

Txebixev, ordre del métode de, 374

Txebixev, polinomi, 246

Txebixev, polinomi de, 122, 123, 248,
249, 279

Txebixev, polinomi monic, 246

Txebixev, polinomi monic de, 123

Txebixev, polinomis de, 185, 187, 235,
236

Txoleski, factoritzacio de, 59, 92, 94,
128, 133

Txoleski, métode de, 90, 128, 168

Txolesky, metode de, 56

unitaria, matriu, 50, 53, 55, 69, 134

valor propi, 51, 54, 73, 74, 88

Vandermonde, determinant de, 148

variancia, 7

vector de termes independents, 50, 57, 58

vector propi, 51, 52, 54, 73, 74

vector propi generalitzat, 142

vector propi per I'esquerra, 54

vector propi per la dreta, 54

vectorial instruccid, 129

vectors propis ortonormals d’A, base de,
25

vectors propis per I'esquerra, base de, 54

vectors propis per la dreta, base de, 54

Wielandt, deflaci6é de, 74
xifra, 2

zero, 349
zero d’un polinomi, 147, 182
zeros d’un polinomi de Txebixev, 186



